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A b str a ct

a c hi e v e d t hr o u g h cl u st eri n g, s p ati al cl u st eri n g a n d ot h er  m a c hi n e l e ar ni n g al g orit h m s.  Y et, t h e

j u stifi c ati o n of a s et of st ati o n ar y d o m ai n s i s l a c ki n g.  S e v er al i m pr o v e m e nt s t o st ati o n ar y d o-

m ai ni n g ar e pr o p o s e d i n t hi s  w or k, t o ai d i n t h e g e n er ati o n a n d j u stifi c ati o n of gr o u p s of s a m pl e s

u s e d f or st ati sti c al  m o d eli n g.  M etri c s f or c o m p ari n g t w o diff er e nt p o s si bl e st ati o n ar y c o nfi g-

ur ati o n s ar e d e v el o p e d t h at all o w t h e pr a ctiti o n er t o c h o o s e b ett er d o m ai n s f or g e o st ati sti c al
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p ar a m et eri z ati o n, a n d p er mit a s s e s s m e nt of t h e u n c ert ai nt y a s s o ci at e d  wit h t hi s c o m p o n e nt of

g e o st ati sti c al a n al y si s.

T hi s t h e si s  m a k e s s e v er al c o ntri b uti o n s t o t w o r el at e d ar e a s of g e o st ati sti c s t h at h a v e l ar g e

c o n s e q u e n c e s o n t h e g e n er at e d  m o d el s.  G e ol o gi c al b o u n d ar y  m o d el s ar e r e q uir e d t o e n s ur e

t h e g e n er at e d  m o d el s h a v e t h e c orr e ct g e ol o gi c al c o nt e xt.  Si mil arl y, d e ci si o n s of st ati o n arit y ar e

r e q uir e d t o e n s ur e t h e d at a s et i s a m e n a bl e t o st ati sti c al  m o d eli n g.  T h e c o m bi n e d c o ntri b uti o n s

of t hi s t h e si s i m pr o v e p artiti o ni n g of g e ol o gi c al d at a s et s at all s c al e s f or g e o st ati sti c al  m o d eli n g.
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D e ci si o n s f or r e s o ur c e e x pl oit ati o n r e q uir e u n bi a s e d n u m eri c al  m o d el s t h at a c c ur at el y c h ar a c-

t eri z e t h e q u a ntit y a n d q u alit y of t h e c o nt ai n e d  m at eri al s.  T h e c o m pl e xity of g e ol o gi c al e n vir o n-

m e nt s a n d t h e r el ati v el y li mit e d d at a c oll e ct e d fr o m t h e s e d o m ai n s r e s ult s i n u n c ert ai nt y t h at

m u st b e i n c or p or at e d f or eff e cti v e d e ci si o n  m a ki n g.  T h e fi n al n u m eri c al  m o d el s ar e t h e r e s ult of

a c o m pl e x s eri e s of d e ci si o n s  m a d e b y s e v er al i n di vi d u al s  wit h t h e c oll e cti v e g o al t o  m a xi mi z e

pr ofit s a n d  mi ni mi z e e n vir o n m e nt al i m p a ct s.  A n y  m o d el of t h e s u b s urf a c e i s u n c ert ai n; c a p-

t uri n g a n d tr a n sf erri n g k n o w n u n c ert ai nt y t hr o u g h n u m eri c al  m o d eli n g i s i m p ort a nt t o o pti mi z e

d o w n str e a m pl a n ni n g a n d d e ci si o n  m a ki n g b a s e d o n t h e  m o st c o m pl et e i nf or m ati o n.

R o c k pr o p erti e s v ar y s p ati all y a n d at all s c al e s.  D at a s et s c oll e ct e d t o q u a ntif y t h e pr o p erti e s

of t h e s u b s urf a c e ar e s p ar s e r el ati v e t o t hi s v ari a bilit y a n d pr o vi d e a n i n c o m pl et e vi e w of t h e

s u b s urf a c e.  G e o st ati sti c al t e c h ni q u e s ar e a d o pt e d t o e sti m at e v al u e a n d u n c ert ai nt y  w h er e n o

s a m pl e s ar e c oll e ct e d.  T w o i m p ort a nt a s s u m pti o n s ar e c o m m o nl y  m a d e t o f a cilit at e t hi s e sti-

m at e: 1) t h e n e ar b y d at a ar e r el at e d t o o n e a n ot h er a n d r e pr e s e nt t h e pr o c e s s b ei n g  m o d el e d;

a n d 2) t h e u n s a m pl e d l o c ati o n i s al s o p art of t hi s pr o c e s s.  T h e s e a s s u m pti o n s si m plif y t h e st ati s-

ti c al a n al y si s a n d p er mit t h e u n bi a s e d c h ar a ct eri z ati o n of v al u e.  C oll e cti v el y t h e s e a s s u m pti o n s

c o m pri s e st ati o n arit y,  w hi c h i s n ot a n i ntri n si c pr o p ert y of g e ol o gi c al d o m ai n s b ut i n st e a d r efl e ct s

a s eri e s of d e ci si o n s  m a d e b y t h e pr a ctiti o n er t o gr o u p r el at e d s a m pl e s  wit h o n e a n ot h er,  m o d el

b o u n d ari e s a n d b o u n d ar y r el ati o n s hi p s, a n d/ or a c c o u nt f or d e vi ati o n s fr o m e x p e ct e d b e h a vi or.

T h e s e d e ci si o n s pr e cl u d e a n y g e o st ati sti c al  m o d eli n g a n d t h u s h a v e l ar g e c o n s e q u e n c e s f or

all d o w n str e a m d e ci si o n s i n cl u di n g pl a n ni n g, pr o c e s s o pti mi z ati o n s, a n d fi n a n ci al i n v e st m e nt s

t h at c o n si d er t h e n u m eri c al  m o d el s.

G e o st ati sti c s i s t h e pr a cti c e of st ati sti c al i nf er e n c e fr o m s a m pl e s t h at ar e c orr el at e d i n s p a c e
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1. I ntr o d u cti o n

A

G e o st ati sti c al d o m ai n wit h s a m pl e l o c ati o n s a n d u n s a m pl e d l o c ati o n .  T h e d o m ai n
i s di s cr eti z e d b y a gri d s uit a bl e f or t h e pr oj e ct e n gi n e eri n g p ar a m et er s.

( D e ut s c h  & J o ur n el, 1 9 9 8;  M at h er o n, 1 9 6 3).  U s u all y a g e o st ati sti c al st u d y i s r e stri ct e d t o s o m e

d o m ai n of i nt er e st, ,  wit h all l o c ati o n s i n t h e d o m ai n d e n ot e d ( Fi g. 1. 1).  G e o st ati sti c s a d o pt s a

r a n d o m v ari a bl e ( R V) f or m ul ati o n s u c h t h at v al u e at a n u n s a m pl e d l o c ati o n f oll o w s a pr o b a bilit y

di stri b uti o n . I n t hi s c o nt e xt, t h e c a pit al d e n ot e s a di stri b uti o n of p o s si bl e v al u e s at t h e

u n s a m pl e d l o c ati o n,  w h er e a s l o w er c a s e d e n ot e s o b s er v e d v al u e s at

s a m pl e l o c ati o n s.  T h e pr o b a bilit y of a v al u e b ei n g o b s er v e d at a gi v e n u n s a m pl e d l o c ati o n i s

gi v e n b y t h e c u m ul ati v e di stri b uti o n f u n cti o n ( C D F), .

G e ol o gi c al pr o c e s s e s r e s ult i n s p ati all y c orr el at e d  R V s; t hi s i m pli e s t h at t w o g e o gr a p hi c l o-

c ati o n s cl o s er t o o n e a n ot h er ar e  m or e li k el y t o b e r el at e d t h a n l o c ati o n s s e p ar at e d b y a gr e at er

di st a n c e.  T h e s et of all d e s cri b e a r a n d o m f u n cti o n wit h a s p ati al c o v ari-

a n c e f u n cti o n t h at c h ar a ct eri z e s t h e s p ati al c orr el ati o n b et w e e n t h e r a n d o m f u n cti o n at

diff er e nt l o c ati o n s.  T h e a s s u m pti o n t h at t h e s a m pl e s ar e r e pr e s e nt ati v e of t h e u n d erl yi n g

r a n d o m f u n cti o n all o w s i nf er e n c e of t h e st ati sti c al pr o p erti e s of t h e r a n d o m f u n cti o n, a n d

i n t ur n, pr e di cti o n of v al u e a n d u n c ert ai nt y at t h e u n s a m pl e d l o c ati o n s.
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1. I ntr o d u cti o n

A p o p ul ar str at e g y a d o pt e d f or e sti m ati n g v al u e at u n s a m pl e d l o c ati o n s i s t o c o n si d er  w ei g hti n g

n e ar b y d at a:

( 1. 1)

T hi s i s r ef err e d t o a s si m pl e kri gi n g ( S K)  w h e n t h e  w ei g ht s mi ni mi z e t h e err or v ari a n c e

, c al c ul at e d b y s ol vi n g t h e r el ati o n:

( 1. 2)

f or s o m e n u m b er of l o c ati o n s f o u n d i n a l o c al s e ar c h s urr o u n di n g t h e u n s a m pl e d

l o c ati o n .  T h e a s s o ci at e d e sti m ati o n v ari a n c e i s r e c o v er e d u si n g t h e s a m e  w ei g ht s:

( 1. 3)

U n d er a  G a u s si a n a s s u m pti o n,  S K e sti m at e s t h e  m e a n a n d v ari a n c e of a  G a u s si a n di stri b u-

ti o n of u n c ert ai nt y at t h e u n s a m pl e d l o c ati o n, c o n diti o n al t o t h e o b s er v ati o n s f o u n d i n t h e l o c al

s e ar c h s urr o u n di n g t h at l o c ati o n; c o m bi n e d, t h e  G a u s si a n tr a n sf or m a n d  S K e sti m at or i s r e-

f err e d t o a s  m ulti G a u s si a n kri gi n g ( M G K).  H o w e v er, t hi s e sti m at e  m a k e s str o n g a s s u m pti o n s

o n st ati o n arit y, t h at i s, t h e  m e a n, v ari a n c e a n d c o v ari a n c e f u n cti o n of t h e r a n d o m f u n cti o n ar e

r e pr e s e nt ati v e of all l o c ati o n s.

St ati o n arit y i s a k e y c o n si d er ati o n i n g e o st ati sti c al e sti m ati o n a n d u n c ert ai nt y c h ar a ct eri z ati o n.

A st ati o n ar y r a n d o m f u n cti o n ( S R F) i s c o m m o nl y d e s cri b e d i n t er m s of t h e fir st a n d s e c o n d

or d er  m o m e nt s.  A fir st- or d er- S R F i s o n e  w h er e t h e  m e a n i s i n v ari a nt  wit h tr a n sl ati o n t hr o u g h

t h e s p ati al d o m ai n .  T h e  m e a n of t h e  S R F, d e n ot e d , i s i nf err e d fr o m t h e d at a s et aft er

e n s uri n g t h at e a c h s a m pl e h a s a  w ei g ht r efl e cti n g h o w s a m pl e s ar e di stri b ut e d t hr o u g h t h e

m o d eli n g d o m ai n.  U n d er fir st or d er st ati o n arit y, t h e  m e a n i s c o n st a nt a n d c h ar a ct eri sti c of all

l o c ati o n s .
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1. I ntr o d u cti o n

A s e c o n d- or d er- S R F i s o n e  w h er e t h e v ari a n c e i s i n v ari a nt  wit h tr a n sl ati o n t hr o u g h t h e

s p ati al d o m ai n.  T h e v ari a n c e of t h e  S R F , d e n ot e d , i s i nf err e d fr o m t h e s a m pl e d at a

wit h r e pr e s e nt ati v e s a m pl e  w ei g ht s c al c ul at e d, a s a b o v e, t o e n s ur e a r e pr e s e nt ati v e di s-

tri b uti o n.  U n d er fir st a n d s e c o n d or d er st ati o n arit y, t h e v ari a n c e i s c o n st a nt f or all l o c ati o n s

.  F or g e o st ati sti c al a p pli c ati o n s, s e c o n d- or d er st ati o n arit y  m or e

c o m m o nl y r ef er s t o t h e 2- p oi nt st ati sti c s of t h e s a m pl e d at a, c a pt ur e d b y t h e c o v ari a n c e

f u n cti o n . I n t hi s c o nt e xt, t h e ori e nt ati o n a n d r a n g e s of pr ef er e nti al c o nti n uit y al o n g e a c h

dir e cti o n ar e c o n st a nt  wit h tr a n sl ati o n, e n s uri n g t h at t h e c o v ari a n c e f u n cti o n:

( 1. 4)

i s v ali d f or all a n d i n d o m ai n .

T h e st ati o n ar y a s s u m pti o n all o w s i nf er e n c e of t h e k e y st ati sti c al p ar a m e t er s ( , a n d

) fr o m t h e s a m pl e s c oll e ct e d t o c h ar a ct eri z e t h e d o m ai n.  T hi s, i n t ur n, allo w s i n-

f er e n c e of t h e di stri b uti o n s of u n c ert ai nt y at t h e u n s a m pl e d l o c ati o n t hr o u g h  M G K or s e q u e nti al

G a u s si a n si m ul ati o n ( S G S), or ot h er al g orit h m.  H o w e v er, g e ol o gi c al d o m ai n s ar e  m or e c o m-

m o nl y d e e m e d n o n- st ati o n ar y, r e s ulti n g fr o m: el e m e nt al z o ni n g, gr a d ati o n al c o nt a ct s, f ol d e d

str u ct ur e s, str u ct ur al or h y dr ot h er m al o v er pri nti n g a n d ot h er f e at ur e s g e n er at e d fr o m c o m pl e x

a n d l o n g-li v e d g e ol o gi c al pr o c e s s e s.  M or e o v er, t h e n at ur e of g e o st ati sti c al pr o bl e m s i s i n cr e a s-

i n gl y  m ulti v ari at e s u c h t h at  m ulti pl e v ari a bl e s  m u st b e c o n si d er e d i n t h e g e n er ati o n of di sti n ct

s et s of s a m pl e s t h at  m e et t h e a b o v e crit eri a.  T h e o m ni pr e s e n c e of n o n- st ati o n ar y f e at ur e s a n d

m ulti v ari at e c o m pl e xiti e s a cr o s s all t y p e s of g e ol o gi c al d o m ai n s h a s  m oti v at e d s e v er al pr a cti c al

m et h o d ol o gi e s t o f a cilit at e u n bi a s e d pr e di cti o n i n t h e pr e s e n c e of t h e s e f e at ur e s.

St ati o n arit y i s a n a s s u m pti o n  m a d e i n t h e u n d erl yi n g g e o st ati sti c al al g orit h m s, a n d n ot a pr o p-

ert y of t h e d at a s et. I n pr a cti c e a s eri e s of d e ci si o n s ar e  m a d e b y t h e  m o d el er t o e n s ur e t h e

a s s u m pti o n of st ati o n arit y i s r e a s o n a bl e.  A d e ci si o n of st ati o n arit y h a s t w o  m ai n c o m p o n e nt s,

w h er e s c al e a n d d at a- s u p p ort di ct at e t h e a p pr o pri at e t o ol s a n d t e c h ni q u e s.  T h e fir st c o m p o n e nt

i n v ol v e s d efi ni n g gr o u p s of r el at e d s a m pl e s,  w hi c h i n v ol v e s p artiti o ni n g s a m pl e d at a s et  wit hi n
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1. I ntr o d u cti o n

t h e c o nt e xt of t h e t ot al d o m ai n ( or s u b d o m ai n), r e s ulti n g i n  K  m o d eli n g gr o u p s.  S e c o n d, t h e s et

of r el at e d l o c ati o n s ar e d et er mi n e d b y  m o d eli n g t h e b o u n d ari e s b et w e e n d efi n e d

s et s  wit h a b o u n d ar y  m o d eli n g al g orit h m s uit a bl e f or t h e s c al e of t h e pr o bl e m, s u p p ort of t h e

d at a a n d n at ur e of t h e u n c ert ai nt y.  B o u n d ar y  m o d eli n g  m a p s t hi s c h oi c e of  K  m o d eli n g gr o u p s

t o t h e u n s a m pl e d l o c ati o n s t o e n s ur e t h at a n e sti m at e  m a d e at a n u n s a m pl e d l o c ati o n dr a w s

fr o m t h e c orr e ct st ati sti c al p o p ul ati o n.

D e ci si o n s of st ati o n arit y ar e hi er ar c hi c al i n n at ur e.  At t h e l ar g e s c al e s a m pl e s  m a y b e r e-

l at e d t hr o u g h t h e g e ol o gi c al e n vir o n m e nt, t h e t e ct o ni c s etti n g, or t hr o u g h a g e r el ati o n s hi p s.  T h e

i nf or m ati o n s u p p orti n g d eli n e ati o n at t hi s s c al e i s s uit a bl y l ar g e- s c al e i n n at ur e; e. g. r e gi o n al

g e o p h y si c s or  m a p pi n g d at a s et s.  D o m ai n s d efi n e d b y t h e s e d at a s et s ar e d et er mi ni sti c a n d

t h u s b o u n d ari e s  m o d el e d  wit h d et er mi ni sti c  m et h o d s c o n si d eri n g t h e s e g e ol o gi c al attri b ut e s

ar e oft e n s uit a bl e.  At a s m all er s c al e, t h e i nf or m ati o n c oll e ct e d t o c h ar a ct eri z e t h e e n vir o n m e nt

c o n si st s of dir e ct  m e a s ur e m e nt s of c o nti n u o u s v ari a bl e s ( e. g.,  G ol d,  Bit u m e n); d eli n e ati o n of

d o m ai n s at t hi s s c al e r e q uir e s c o n si d er ati o n t o t h e s p ati al st ati sti c al pr o p erti e s of t h e s e v ari-

a bl e s.  D o m ai n s ar e g e n er at e d at diff er e nt s c al e s t o s u p p ort r el at e d a cti viti e s at e a c h s c al e.  At

t h e v er y l ar g e st r e gi o n al s c al e, a s u b di vi si o n s u p p ort s f urt h er e x pl or ati o n b y t ar g eti n g ar e a s

wit h pr o s p e cti v e f e at ur e s di ct at e d b y t h e r e gi o n al- s c al e r el ati o n s hi p s.  B y c o ntr a st, at a s m all er

s c al e t h e d eli n e ati o n of di sti n ct g e ol o gi c al b o di e s, s u p p ort e d b y s uffi ci e nt s a m pl e d e n sit y,  m a y

b e p o s si bl e.  At t h e v er y s m all e st s c al e of c o n si d er ati o n, s u b di vi si o n of t h e d at a s et f a cilit at e s t h e

n u m eri c al  m o d eli n g of t h e pr o p erti e s c o nt ai n e d  wit hi n t h e l ar g er- s c al e g e ol o gi c al b o di e s,  wit hi n

t h e l ar g e st- s c al e r e gi o n al fr a m e w or k.  S u c h d e ci si o n s of st ati o n arit y ar e  m a d e at all s c al e s, hi er-

ar c hi c all y, a n d b a s e d o n diff er e nt s u p p orti n g i nf or m ati o n  wit h diff er e nt fi n al a p pli c ati o n s.  U n c er-

t ai nt y i s a c o m p o n e nt of all d e ci si o n s a n d s h o ul d b e q u a ntifi e d a n d i n c or p or at e d t o n u m eri c al

m o d el s s o t h at d e ci si o n s b a s e d o n t h e  m o d el s h a v e t h e  m o st c o m pl et e i nf or m ati o n.

St e p s fr o m a t y pi c al g e o st ati sti c al st u d y ar e s h o w n gr a p hi c all y i n  Fi g ur e 1. 2.  T h e ulti m at e g o al

i s t o c h ar a ct eri z e v al u e a n d u n c ert ai nt y i n t h e s u b s urf a c e gi v e n t h e s p ar s e s a m pli n g c oll e ct e d

t o c h ar a ct eri z e t h e d o m ai n.  A g e n er ali z e d s et of st e p s f or a c hi e vi n g t hi s g o al i n cl u d e: d at a
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1. I ntr o d u cti o n

Pl a c e of t hi s r e s e ar c h ( hi g hli g ht e d  wit h t h e r e d b o x)  wit hi n a c o n c e pt u al g e o st ati sti c al u n c er-
t ai nt y c h ar a ct eri z ati o n  w or kfl o w
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1. I ntr o d u cti o n

pr o c e s si n g, g e ol o gi c al  m o d eli n g, st ati o n ar y d o m ai ni n g a n d g e o st ati sti c al  m o d eli n g.  D at a pr o-

c e s si n g i s a r e q uir e d pr e-r e q ui sit e f or all st ati sti c al  m o d eli n g t o e n s ur e t h at t h e s a m pl e s ar e

r e pr e s e nt ati v e a n d fr e e of err or s.  T hi s c o m p o n e nt of n u m eri c al  m o d eli n g i s e s s e nti al, b ut d e-

t ail s ar e b e y o n d t h e s c o p e of t hi s t h e si s ( s e e:  A b z al o v, 2 0 1 6;  R o s si  &  D e ut sc h, 2 0 1 4).  O n c e

t h e d at a i s d e e m e d fit f or p ur p o s e, t h e n e xt st e p i s t o g e n er at e a g e ol o gi c al  m o d el t o i m p art

s etti n g- s p e cifi c g e ol o gi c a n d g e o m etri c c o ntr ol s t o t h e n u m eri c al  m o d el s.  T h e g e ol o gi c al c o n-

ti n uiti e s ar e c o m m o nl y g e n er at e d b y e x p ert s f a mili ar  wit h t h e d o m ai n, l o c al str u ct ur e, a n d  mi n-

er ali zi n g f e at ur e s, alt h o u g h i n cr e a si n gl y c o m p ut eri z e d t o ol s ar e u s e d t o a b str a ct t h e d et ail s of

c o n str u cti n g t h e  m o d el,  m ai nl y t o i n cr e a s e effi ci e n c y.  O n c e t h e g e ol o gi c al d o m ai n s ar e d e e m e d

r e a s o n a bl e b y a n e x p ert f a mili ar  wit h t h e d e p o sit a n d t h e g e ol o gi c al e n viro n m e nt, a s et of st a-

ti o n ar y d o m ai n s ar e d efi n e d t h at e x pli citl y p o ol s a m pl e s f or st ati sti c al  m o d eli n g.  T h e d eli n e ati o n

of st ati o n ar y d o m ai n s i m pli e s t h at t h e a s s u m pti o n of st ati o n arit y i n h er e nt i n t h e g e o st ati sti c al

al g orit h m s t h at f oll o w i s r e a s o n a bl e.  Wit hi n e a c h st ati o n ar y d o m ai n, tr a diti o n al g e o st ati sti c al al-

g orit h m s e sti m at e v al u e a n d c h ar a ct eri z e u n c ert ai nt y at t h e u n s a m pl e d l o c ati o n s.  T h e p orti o n

of g e o st ati sti c al a n al y si s t h at f oll o w s st ati o n ar y d o m ai ni n g i n cl u d e s: i nf er e n c e of all r e q uir e d

p ar a m et er s, d at a tr a n sf or m ati o n s, tr e n d  m o d el s, kri gi n g pl a n s, s e ar c h c h ar a ct eri sti c s, si m u-

l ati o n, a n d p o st pr o c e s si n g.  M o d eli n g g e ol o gi c al b o u n d ari e s a n d t h e d e cisi o n of st ati o n arit y

f or m a n i m p ort a nt f o u n d ati o n fr o m  w hi c h u n bi a s e d a n d r e pr e s e nt ati v e st ati sti c al  m o d el s of t h e

s u b s urf a c e ar e g e n er at e d.

T hi s t h e si s f o c u s e s o n t h e  m et h o d ol o gi e s a n d t o ol s u s e d t o e n s ur e t h e a s s u m pti o n s i n h er e nt i n

g e o st ati sti c al a n al y s e s ar e r e a s o n a bl e.  T w o ar e a s of d o m ai n s u b di vi si o n ar e i n v e sti g at e d: 1)

g e n er ati n g l ar g e- s c al e g e ol o gi c all y r e a s o n a bl e b o u n d ari e s; a n d 2) i m pr o vi n g t h e d efi niti o n of

st ati o n ar y d o m ai n s f or n u m eri c al  m o d eli n g.  A s s e e n i n  Fi g ur e 1. 2, t h e s e t w o a cti viti e s pr e c e d e
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1. I ntr o d u cti o n

m u c h of t h e g e o st ati sti c al u n c ert ai nt y c h ar a ct eri z ati o n  w or kfl o w a n d h a v e l ar g e eff e ct s o n all

d o w n str e a m pr o c e s s e s, i n cl u di n g g e o st ati sti c al  m o d eli n g a n d a n y d e ci si o n s t h at ar e b a s e d o n

t h e s e  m o d el s.

C h a pt er 2 pr o vi d e s a lit er at ur e r e vi e w d et aili n g t h e  m et h o d ol o gi e s utili z e d t o g e n er at e g e ol o g-

i c al b o u n d ari e s a n d st ati o n ar y d o m ai n s i n t hi s t h e si s.  C h a pt er 3 d e v el o p s a n it er ati v e l o c all y-

a ni s otr o pi c b o u n d ar y  m o d eli n g al g orit h m.  C h a pt er 4 d e v el o p s a fr a m e w or k f or a s s e s si n g st a-

ti o n ar y d o m ai n s, a s  w ell a s g e n er ati n g st ati o n ar y d o m ai n s  wit h u n s u p er vis e d l e ar ni n g al g o-

rit h m s.  C h a pt er 5 a n d 6 pr e s e nt c a s e st u di e s e v al u ati n g t h e  m et h o d s f or i m p li cit  m o d eli n g a n d

st ati o n ar y d o m ai n d efi niti o n pr e s e nt e d i n t hi s t h e si s.  Fi n all y,  C h a pt er 7 pr o vi d e s a s u m m ar y

of t h e c o ntri b uti o n s a n d li mit ati o n s of t h e pr o p o s e d  m et h o d s, a s  w ell a s dir e cti o n s f or f ut ur e

r e s e ar c h.
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T hi s t h e si s f o c u s e s o n t w o  m ai n t o pi c s: t h e g e n er ati o n of l ar g e- s c al e b o u n d ari e s  wit h l o c all y

r e pr e s e nt ati v e f e at ur e s a n d t h e  m et h o d s u s e d t o g e n er at e st ati o n ar y d o m ai n s f or g e o st ati sti c al

m o d eli n g.  T h e  m et h o d s ar e r el at e d si n c e e a c h r e pr e s e nt s a p artiti o ni n g of t h e d o m ai n b a s e d

o n t h e pr o p erti e s of t h e s a m pl e s.  H o w e v er, t h e fir st c a s e p artiti o n s t h e d o m ai n b a s e d o n t h e

g e ol o gi c al c h ar a ct eri sti c s a n d g e o m etri c c o nti n uiti e s,  w h er e a s t h e s e c o n d c a s e p artiti o n s b a s e d

o n t h e n u m eri c al pr o p erti e s of t h e s a m pl e s t h at c h ar a ct eri z e t h e  mi n er ali z ati o n.  T hi s c h a pt er i s

i nt e n d e d t o r e vi e w t h e c urr e nt st at e of t h e art  wit h r e s p e ct t o t h e s e t w o r el at e d ar e a s of r e s e ar c h.

B o u n d ari e s  m a p a d e ci si o n of r el at e d s a m pl e s t o t h e u n s a m pl e d l o c ati o n s.  M o st c o m m o nl y,

t h e r el at e d s a m pl e s c o n si st of si mil ar g e ol o gi c al pr o p erti e s ( g e ol o gi c al  m o d eli n g), b ut r el at e d

s a m pl e s  m a y al s o i n cl u d e d e ci si o n s of st ati o n arit y  w h er e t h e pr o p erti e s o f t h e R V ar e of pri-

m ar y i nt er e st.  B o u n d ari e s ar e  m o d el e d  wit h t h e g o al of r e pr o d u ci n g ‘ g e ol o gi c al f e at ur e s’, s u c h

a s f ol d s, f a ulti n g a n d ot h er c o m pl e xiti e s.  R e pr o d u cti o n of s u c h f e at ur e s e n s ur e s t h at n u m er-

i c al  m o d el s ar e g e ol o gi c all y r e a s o n a bl e.  B o u n d ari e s, a n d t h e  m et h o d s t o  m o d el b o u n d ari e s,

ar e s c al e a n d d at a- s u p p ort d e p e n d e nt.  Hi st ori c all y, l ar g e s c al e b o u n d ar i e s ar e  m o d el e d u si n g

m a n u al i nt er pr et ati o n a n d di giti z ati o n  wit h c o m p ut er ai d e d dr a wi n g t o ol s.  T h e s e  m et h o d s ar e

t er m e d ‘ e x pli cit’ b e c a u s e t h e  m a n u al di giti z ati o n b y a n e x p ert e x pli citl y d efi n e s t h e l o c ati o n a n d

e xt e nt s of g e ol o gi c al b o di e s.  E x pli cit  m et h o d s all o w pr e ci s e c o ntr ol o v er t h e b o u n d ar y l o c ati o n,

e xt e nt a n d t h e t y p e s of f e at ur e s r e pr o d u c e d i n t h e b o u n d ar y, b ut t h e y ar e s u bj e cti v e, u ni q u e t o

e a c h e x p ert, ti m e-i nt e n si v e, diffi c ult t o u p d at e or c h a n g e, a n d pr o vi d e n o a c c e s s t o u n c ert ai nt y.

R e c e ntl y, i m pli cit  m et h o d s ar e p o p ul ar f or g e n er ati n g g e ol o gi c al b o u n d ari e s si n c e  m o d el s c a n

b e c o n str u ct e d r a pi dl y, ar e e a s y t o u p d at e a n d pr o vi d e a tr a ct a bl e  w or kfl o w t h at i s r e pr o d u ci bl e

b y ot h er e x p ert s.  H o w e v er, g e ol o gi c al a n d str u ct ur al i nt er pr et ati o n s  m u st b e  m a n u all y e nf or c e d
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b y t h e g e o m o d el er t o e n s ur e t h e i m pli cit  m o d el r e pr o d u c e s t h eir i nt er pr et ati o n.  Wit h o ut s u c h

e nf or c e m e nt, i m pli cit  m o d el s ar e n ot g u ar a nt e e d t o g e n er at e ‘ g e ol o gi c al ’ f e at ur e s; i n f a ct, a

c o m m o n o c c urr e n c e ar e g e ol o gi c al  m o d el s t h at d o n ot l o o k ‘ g e ol o gi c al’ ( C o w a n, 2 0 1 4).

I m pli cit  m o d eli n g i s a d at a dri v e n  m et h o d t o e xtr a ct a s urf a c e d e s cri bi n g t h e i nt erf a c e b et w e e n

diff er e nt g e ol o gi c al b o di e s. I m pli cit b o u n d ar y  m o d eli n g i s s uit a bl e t o  m o d el g e ol o gi c al f e at ur e s

t h at ar e r el ati v el y l ar g e s c al e a n d h a v e si g nifi c a nt c o nti n uit y t hr o u g h o ut t h e d o m ai n. I n t hi s

s e n s e t h e s c al e of t h e v ari a bilit y i s l ar g er t h a n t h e s c al e of t h e s a m pli n g.  D at a t y p e s t h at c a n

b e u s e d t o c o n str u ct i m pli cit  m o d el s ar e di v er s e a n d i n cl u d e: l o c ati o n s of o b s er v e d g e ol o gi c al

pr o p erti e s (r o c k t y p e s, alt er ati o n t y p e s, et c.); l o c ati o n of c o nt a ct s; str u ct ur al  m e a s ur e m e nt s;

str u ct ur al i nt er pr et ati o n s; i nt er pr et e d c o n str ai nt s ( ol d er, y o u n g er, et c.); a n d ot h er i nf or m ati o n

( Fi g. 2. 1).  A c at e g ori c al d at a s et i s t h e b a s e f or tr a diti o n al i m pli cit  m o d eli n g  m et h o d s,  w h er e 1

of c at e g ori e s i s t ar g et e d f or l ar g e- s c al e b o u n d ar y  m o d eli n g.  E a c h c at e g or y i s c o n v ert e d t o a

v ol u m etri c f u n cti o n r efl e cti n g t h e p o siti o n of e a c h s a m pl e r el ati v e t o a b o u n d ar y b et w e e n diff er-

e nt u nit s ( Fi g. 2. 3;  Wil d e  &  D e ut s c h, 2 0 1 2).  T h e i m pli cit  m o d el i s g e n er at e d b y fitti n g a f u n cti o n

t h at i nt er p ol at e s t h e v ol u m etri c f u n cti o n at t h e d at a l o c ati o n s.  T h e l o c ati o n of t h e b o u n d ar y i s

t h e n s ai d t o b e k n o w n i m pli citl y t hr o u g h t h e fitt e d f u n cti o n.  A s et of c o nt a ct s a n d ori e nt ati o n

m e a s ur e m e nt s c a n b e u s e d t o e n h a n c e  m o d el s b y c o n str ai ni n g t h e l o c ati o n a n d/ or ori e nt ati o n

of t h e t ar g et b o u n d ari e s at s p e cifi c l o c ati o n s ( Hilli er,  S c h et s el a ar, d e K e m p,  &  P err o n, 2 0 1 4;

L aj a u ni e,  C o urri o u x,  &  M a n u el, 1 9 9 7). If t h e d at a s et c o n si st s of c o nt a ct s a n d ori e nt ati o n  m e a-

s ur e m e nt s, a l o w er d e n sit y of p oi nt i nf or m ati o n  m a y b e s uffi ci e nt si n c e t h e ori e nt ati o n of t h e

s urf a c e i s di ct at e d b y t h e ori e nt ati o n  m e a s ur e m e nt s r at h er t h a n t h e arr a n g e m e nt of t h e p oi nt

d at a ( Hilli er et al., 2 0 1 4).  Alt h o u g h r e s e ar c h i nt o i m pli cit g e ol o gi c al  m o d eli n g  m ai nl y f oll o w s

a tr a diti o n al a n d stri ct i m pli cit f or m ul ati o n ( e. g.,  C o w a n et al., 2 0 0 3), t o d a y, ‘i m pli cit g e ol o gi c al

m o d eli n g’ i s a  m or e g e n er al t er m d e s cri bi n g t h e pr o c e s s of t h e d at a- dri v e n a n d a ut o m ati c e xtr a c-

ti o n of g e ol o gi c al b o u n d ari e s. I n pr a cti c e, t h e  m et h o d s u s e d t o e xtr a ct t he b o u n d ari e s n e e d n ot

b e stri ctl y i m pli cit ( Sil v a, 2 0 1 5;  Wil d e  &  D e ut s c h, 2 0 1 2), alt h o u g h t h er e ar e c ert ai n a d v a nt a g e s

t o t h e stri ct f or m ul ati o n.

1 0



2. Lit er at ur e  R e vi e w

Diff er e nt t y p e s of d at a t h at c a n b e u s e d i n i m pli cit g e ol o gi c al b o u n d ar y r e c o n str u cti o n.

E x a m pl e  S D F c al c ul ati o n  w h er e t h e di st a n c e t o t h e n e ar e st s a m pl e of s o m et hi n g diff er e nt
d efi n e s t h e v al u e of t h e ‘ si g n e d di st a n c e’ at e a c h l o c ati o n.

G e ol o gi c al d o m ai n s ar e  m o st c o m m o nl y r e pr e s e nt e d b y a si g n e d di st a n c e f u n cti o n ( S D F) t h at

i s c al c ul at e d fr o m t h e l o c ati o n s of t h e c at e g ori c al d at a a n d r e pr e s e nt s t h e di st a n c e fr o m e a c h

s a m pl e t o a s a m pl e of s o m et hi n g diff er e nt, a n d si g n e d si n c e it i s n e g ati v e if i n si d e a n d p o siti v e

if o ut si d e ( Fi g. 2. 2;  C o w a n et al., 2 0 0 3;  K ni g ht, L a n e,  R o s s,  A br a h a m,  &  C o wa n, 2 0 0 7).  T h e

b e n efit i n t hi s r e pr e s e nt ati o n i s t h at a n i nt er p ol at e d v al u e of  S D F r e pr e s e nt s t h e i nt erf a c e

b et w e e n i n si d e a n d o ut si d e.  T h u s, t o g e n er at e a b o u n di n g s urf a c e of a p arti c ul ar g e ol o gi c al

c at e g or y, t h e fir st st e p i s t o c al c ul at e t h e  S D F f or t h e c at e g or y of i nt er e st at all s a m pl e l o c ati o n s.

Fi g ur e 2. 3 a s h o w s t h e c at e g ori c al c o d e s a n d t h e c orr e s p o n di n g  S D F c al c ul at e d fr o m t h e p oi nt

c at e g or y d at a.  H er e, l o c ati o n s  w h er e c at e g ori e s ar e  m or e h et er o g e n e o u s h a v e  S D F v al u e s

cl o s er t o z er o, i n di c ati n g t h at t h e y ar e cl o s er t o t h e i nt erf a c e b et w e e n i n si d e a n d o ut si d e.  Ot h er

r e s e ar c h er s h a v e c o n si d er e d ti m e or str ati gr a p hi c p o siti o n a s a f u n cti o n f or i nt er p ol ati o n ( M al-
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l et, 2 0 0 4).  T h e a d v a nt a g e of t h at r e pr e s e nt ati o n i s t h at a c o or di n at e s y st e m ort h o g o n al t o s e d-

i m e nt ar y d e p o siti o n i m pli citl y a c c o u nt s f or a n y l o c all y v ar yi n g a ni s otr o p y t h at  m a y r e s ult fr o m

p o st- d e p o siti o n al  m o difi c ati o n s li k e f a ulti n g or f ol di n g.  H o w e v er, t hi s r e pr e s e nt ati o n r e q uir e s

s p e cifi c d e p o siti o n al f e at ur e s t h at ar e o nl y f o u n d i n s p e cifi c d o m ai n s.  T h e  S D F  m et h o d ol o g y i s

i n d e e d  m or e g e n er al a n d  m or e  wi d el y u s e d f or t hi s r e a s o n.

G e o st ati sti c al  m o d eli n g pr oj e ct s r ar el y i n v ol v e a si n gl e lit h ol o g y.  T h e  S D F i s  w ell s uit e d

f or  m o d eli n g t h e i nt erf a c e b et w e e n t w o d o m ai n s ( e. g., i n si d e or o ut si d e).  A  m o difi e d c at-

e g or y i m pli cit  m o d eli n g fr a m e w or k i s i ntr o d u c e d b y  Sil v a a n d  D e ut s c h ( 2 0 1 2 b) a n d pr e s e nt e d

s c h e m ati c all y i n  Fi g ur e 2. 4.  E s s e nti all y t h e d o m ai n i s r e pr e s e nt e d b y si m ult a n e o u s  S D F  m o d-

eli n g pr o bl e m s  w h er e e a c h c at e g or y i s  m o d el e d i n d e p e n d e ntl y a n d t h e s et of S D F  m o d el s ar e

p o st- pr o c e s s e d s o t h at e a c h bl o c k i n t h e fi n al  m o d el i s a s si g n e d t o o n e of c at e g ori e s. If t h e

a ni s otr o pi c p ar a m et er s g o v er ni n g t h e c o nti n uit y of e a c h g e ol o gi c al b o d y ar e i d e nti c al,  w ei g ht s

m a y b e c al c ul at e d o n c e  wit h  E q u ati o n 2. 5 a n d t h e i nt er p ol ati o n ti m e r e q uir e d f or c at e g ori e s

i s si g nifi c a ntl y r e d u c e d.  T h e p o st- pr o c e s si n g of t h e  S D F  m o d el s c h o o s e s t h e pr e v aili n g c at e-

g or y at e a c h l o c ati o n a s t h e c at e g or y  wit h t h e s m all e st i nt er p ol at e d  S D F v a l u e ( Fi g. 2. 4f).  T hi s

S D F p o st- pr o c e s si n g i s s uit a bl e f or a g e n er al pr o bl e m  wit h c at e g ori e s a n d n o s u p er p o siti o n

i nf or m ati o n ( e. g., cr o s s c utti n g, f a ulti n g, et c.).  H o w e v er, if s u p er p o siti o n r el ati o n s hi p s b et w e e n

t h e diff er e nt d o m ai n s ar e k n o w n ( e. g., c at e g or y 1 i ntr u d e s c at e g or y 2) t h e s e c a n b e i n cl u d e d i n

t h e p o st- pr o c e s si n g st e p b y e n s uri n g t h e cr o s s- c utti n g c at e g or y pr e v ail s if it s i nt er p ol at e d  S D F

v al u e i s n e g ati v e, e v e n if it i s n ot t h e  m o st n e g ati v e  S D F v al u e at t h at l o c at i o n.

A pr a cti c al c o n si d er ati o n i n i m pli cit  m o d eli n g i s  w h at i nt er p ol at or i s u s e d f or t h e v ol u m etri c

f u n cti o n t o a s si g n  S D F v al u e s t o t h e u n s a m pl e d l o c ati o n s.  M a n y i nt er p ol ati o n al g orit h m s ar e

a v ail a bl e, e a c h  wit h diff eri n g pr o p erti e s a n d p ar a m et eri z ati o n r e q uir e m e nt s: i n v er s e di st a n c e

w ei g ht e d (I D W) ( H o s s ei ni  &  D e ut s c h, 2 0 0 7), kri gi n g ( Sil v a  &  D e ut s c h, 2 0 1 2 b;  Wil d e  &  D e ut s c h,

2 0 1 2), l o c all y v ar yi n g a ni s otr o p y ( L V A) kri gi n g ( B oi s v ert, 2 0 1 3; Lill a h  &  B oi s v ert, 2 0 1 3) or r a di al

b a si s f u n cti o n s ( R B F) i nt er p ol at or s ( C o w a n et al., 2 0 0 3;  Hilli er et al., 2 0 1 4;  K ni g ht et al., 2 0 0 7).

T h e  R B F fr a m e w or k i s p o p ul ar i n t h e g e ol o gi c al  m o d eli n g lit er at ur e ( C o w a n et al., 2 0 0 3;  Hilli er
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( a)

( b)

C at e g ori c al c o d e s al o n g drill h ol e s s a m pli n g a g e ol o gi c al d o m ai n. ( a) t h e c at e g ori c al c o d e s
w h er e 1 i s i n si d e a n d 2 i s o ut si d e t h e g e ol o gi c al b o d y of i nt er e st. ( b)  T h e  S D F c al c ul at e d f or c at e g or y 1.
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c at e g or y i m pli cit  m o d eli n g fr a m e w or k. ( a) t h e s et of s c att er e d d at a f or  S D F i nt er p ol ati o n.
( b)-( d) t h e  S D F c al c ul at e d f or i n di c at or 1- 3, r e s p e cti v el y. ( e) t h e fi n al c at e g ori e s f o u n d at e a c h l o c ati o n
gi v e n t h e c at e g or y c o nfi g ur ati o n f o u n d i n ( a) a n d t h e i nt er p ol at e d  S D F f or e a c h c at e g or y. (f) a vi e w of
t h e i nt er p ol at e d  S D F f or e a c h c at e g or y i n t hi s pr o bl e m al o n g t h e  A- A’ tr a n se ct.

et al., 2 0 1 4;  K ni g ht et al., 2 0 0 7;  V oll g g er,  Cr u d e n,  Aill èr e s,  &  C o w a n, 2 0 1 5).  R B F i nt er p ol a-

ti o n i s i d e nti c al t o t h e d u al kri gi n g f or m ul ati o n gi v e n s p e cifi c k er n el p ar a m et eri z ati o n ( F a zi o  &

R oi s e n b er g, 2 0 1 3; J o ur n el, 1 9 8 8).  T h e a d v a nt a g e s oft e n cit e d of  R B F i nt er p ol at or s i n cl u d e: 1)

R B F s c a n i nt er p ol at e t h e  S D F  wit h o ut c o n c er n s of fir st- or d er st ati o n arit y; 2) v ari o gr a m s of t h e

S D F ar e pr o bl e m ati c o wi n g t o fir st- or d er tr e n d s a n d ar e n ot r e q uir e d f or  R B F i nt er p ol at or s; a n d

3)  wit h r e s p e ct t o g e ol o gi c al  m o d eli n g,  R B F i nt er p ol ati o n c a n h o n or ar bitr ar y s h a p e s i n st e a d of

d e p e n di n g o n a  m o d el e d c o v ari a n c e f u n cti o n ( C o w a n et al., 2 0 0 3;  Hilli er et al., 2 0 1 4;  K ni g ht et

al., 2 0 0 7).

W hi c h i nt er p ol ati o n al g orit h m t o c h o o s e d e p e n d s o n t h e t ar g et pr o p erti e s of t h e g e ol o gi c al

b o u n d ari e s a n d  w h at i nf or m ati o n i s a v ail a bl e f or p ar a m et eri z ati o n, e. g., if t h er e i s s uffi ci e nt
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s a m pl e d e n sit y f or a v ari o gr a m c al c ul ati o n, or if ori e nt ati o n  m e a s ur e m e nt s  m u st b e i n c or p or at e d.

I D W i nt er p ol ati o n i s t h e si m pl e st t o i m pl e m e nt, h o w e v er, kri gi n g i s pr ef err e d si n c e it  mi ni mi z e s

t h e err or v ari a n c e of t h e e sti m at e.  T h e  m ai n i s s u e  wit h kri gi n g r el at e s t o t h e a s s u m pti o n s o n fir st

a n d s e c o n d or d er st ati o n arit y,  w hi c h pr e s e nt s a pr a cti c al diffi c ult y f or  S D F i nt er p ol ati o n si n c e

t h e  S D F i s e xtr e m el y n o n- st ati o n ar y ( Fi g. 2. 4 b, c, a n d d), e. g.:

( 2. 1)

Fi g ur e 2. 5 a s h o w s a 2 D c at e g ori c al  m o d eli n g pr o bl e m  w h er e t h e  S D F c al c ul at e d at t h e s a m pl e

l o c ati o n s i s pl ott e d a s t h e z- v al u e i n t h e o bli q u e r ot at e d vi e w.  T h e s urf a ce pl ott e d i n t h e s a m e

fi g ur e i s a tr e n d  m o d el c al c ul at e d u si n g a l o c all y- w ei g ht e d a v er a g e of t h e S D F v al u e s.  T h e n o n-

st ati o n ar y n at ur e of t h e  S D F i s e vi d e nt; it v ari e s fr o m hi g hl y n e g ati v e i n si d e t o hi g hl y p o siti v e

o ut si d e t h e d o m ai n of i nt er e st ( c at e g or y 2 i n t hi s c a s e), i n cr e a si n g n e arl y li n e arl y a w a y fr o m t h e

i nt erf a c e.  Fr o m t h e tr e n d  m o d el a r e si d u al c a n b e c al c ul at e d fr o m t h e  S D F v al u e s;  Fi g ur e 2. 5 b

pl ot s t h e r e si d u al v al u e s o n t h e z- a xi s.  R e m o vi n g t h e tr e n d a n d  m o d eli n g r e si d u al s i s a c o m m o n

str at e g y f or g e o st ati sti c al  m o d eli n g i n t h e pr e s e n c e of fir st- or d er n o n- st ati o n arit y ( e. g.,  R o s si  &

D e ut s c h, 2 0 1 4):

( 2. 2)

W h er e t h e  m e a n i s n o l o n g er st ati o n ar y a n d i n st e a d d e p e n d s o n l o c ati o n .  H o w e v er, si n c e

t h e tr e n d  m o d el i s i ntr o d u c e d d uri n g  S D F c al c ul ati o n, r e si d u al s eit h er still p o s s e s s a tr e n d or ar e

pl a n ar  wit h n o s p ati al str u ct ur e ( M a n c h u k  &  D e ut s c h, 2 0 1 5).  M or e r e c e ntl y, t h e d e c orr el ati o n

of s a m pl e d at a c o n diti o n al t o t h e tr e n d  m o d el i s pr o p o s e d f or g e o st ati sti c al  m o d eli n g  wit h a

tr e n d ( Q u  &  D e ut s c h, 2 0 1 7).  A si m pl e  m et h o d t o a c c o u nt f or t hi s fir st- or d er n o n- st ati o n arit y

c o ul d b e t o c o n si d er or di n ar y kri gi n g ( O K)  wit h a l o c al s e ar c h.  Alt er n ati v el y, si m pl e kri gi n g

wit h s y st e m ati c  m o difi c ati o n of t h e st ati o n ar y  m e a n h a s b e e n pr o p o s e d a s a t e c h ni q u e t o dil at e

a n d er o d e b o u n d ari e s c ali br at e d a g ai n st s o m e k n o w n v ol u m e ( M c L e n n a n  &  D e u t s c h, 2 0 0 6).

T h e i s s u e of tr e n d s al s o aff e ct s t h e i nf er e n c e of v ari o gr a m s f or t h e  S D F; t h e s e i s s u e s  wit h

kri gi n g e sti m at or s h a v e l e d s e v er al a ut h or s t o pr ef er  R B F i nt er p ol at or s si n c e t h er e ar e f e w er

r e q uir e m e nt s f or p ar a m et eri z ati o n a n d  w e a k er a s s u m pti o n s of fir st- or d er st ati o n arit y ( C o w a n et

al., 2 0 0 3;  Hilli er et al., 2 0 1 4).

1 5



2. Lit er at ur e  R e vi e w

( a)  O bli q u e vi e w of t h e tr e n d  m o d el e d fr o m t h e  S D F d at a s et

( b)  O bli q u e vi e w of t h e r e si d u al s aft er r e m o vi n g t h e tr e n d

V ari o u s vi e w s of t h e tr e n d  m o d el e d fr o m t h e  S D F, s p ati al c o or di n at e s i n  m et er s. ( a) I m pli cit
m o d eli n g pr o bl e m  wit h 2 d o m ai n s,  w h er e c at e g or y 2 i s t h e t ar g et of i m pli cit  m o d eli n g.  T h e z- a xi s s h o w s
t h e v al u e of t h e  S D F c al c ul at e d fr o m t h e l o c ati o n s of t h e i n di c at or d at a s et.  T h e s urf a c e pl ott e d h er e
i s t h e v al u e of a tr e n d  m o d el c al c ul at e d fr o m t h e  S D F d at a s et. ( b)  T h e z- a xi s s h o w s t h e v al u e of t h e
r e si d u al s aft er r e m o vi n g t h e tr e n d  m o d el, p oi nt s eit h er f all al o n g a pl a n e or still p o s s e s s a tr e n d aft er
r e m o vi n g t h e tr e n d fr o m t h e  S D F d at a.
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All di s c u s s e d i nt er p ol at or s f or  S D F  m o d eli n g pr o bl e m s r el y o n s e c o n d or d e r st ati o n ar-

it y  w h er e t h e s p ati al r el ati o n s hi p s b et w e e n l o c ati o n s ar e c o n st a nt t hr o u g h o ut t h e d o m ai n.

A ni s otr o p y i s oft e n pr e s e nt i n g e ol o gi c al d o m ai n s b ut a si n gl e s et of a ni s otr o pi c p ar a m et er s a p-

pli e d gl o b all y  m a y n ot d e s cri b e all l o c ati o n s i n str u ct ur all y c o m pl e x d o m ai n s ( Lill a h  &  B oi s v ert,

2 0 1 3).

R e g ar dl e s s of c h o s e n i nt er p ol ati o n  m et h o d, t h e i nt er p ol at e d  S D F s h o ul d b e artif a ct-fr e e

t o p er mit f urt h er s urf a c e g e n er ati o n or e xtr a cti o n of c at e g ori e s o n a n e sti m ati o n  m e s h.  Gl o b al

i nt er p ol at or s e n s ur e a n artif a ct-fr e e  m a p.  S e ar c h-r e stri ct e d i nt er p ol at or s li k e  O K or I D W r e q uir e

a d diti o n al c o n si d er ati o n t o e n s ur e t h at artif a ct s i n ar e a s of i m p ort a nt t hr e s h ol d s ( e. g., n e ar 0)

ar e  mi ni mi z e d.  A gl o b al v ari a nt of kri gi n g i s g e n er all y pr ef err e d t o s e ar c h-r e stri ct e d kri gi n g

( Sil v a  &  D e ut s c h, 2 0 1 2 b). I n t hi s t h e si s, t h e  R B F i nt er p ol ati o n fr a m e w or k i s e x pl or e d f urt h er a s

it pr o vi d e s i nt er e sti n g o p p ort u niti e s f or g e ol o gi c al  m o d eli n g.

C o n si d er a s et of s a m pl e l o c ati o n s i n r e pr e s e nt e d b y w h er e t h e v al u e of t h e

S D F, , i s c al c ul at e d f or all l o c ati o n s.  T h e  R B F i nt er p ol at or l e ar n s a f u n cti o n

t h at i nt er p ol at e s at all s a m pl e l o c ati o n s.  T hi s i nt er p ol a nt i s a gri d-fr e e c o nti n u o u s

f u n cti o n d efi n e d f or all l o c ati o n s .  T h e v al u e of t h e  S D F at a n y l o c ati o n i s gi v e n b y t h e

w ei g ht e d li n e ar c o m bi n ati o n of all d at a e v al u at e d o n a r a di al k er n el:

( 2. 3)

w h er e i s a r a di al k er n el c h o s e n f or t h e c urr e nt pr o bl e m ( T a b. 2. 1) a n d i s a v e ct or of  w ei g ht s

o bt ai n e d b y i m p o si n g t h e c o n str ai nt t h at t h e i nt er p ol a nt  m u st e q u al t h e d a t a at t h e d at a l o c ati o n s:

( 2. 4)

W hi c h l e a d s t o t h e li n e ar s y st e m of e q u ati o n s:

( 2. 5)

w h er e t h e s q u ar e a n d s y m m etri c i nt er p ol ati o n  m atri x h a s c o m p o n e nt s

f or , i s a c ol u m n v e ct or c o nt ai ni n g t h e v al u e of t h e  S D F, , at l o c ati o n
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f or , a n d i s a c ol u m n v e ct or of  w ei g ht s d et er mi n e d b y s ol vi n g t h e li n e ar s y st e m

of e q u ati o n s.  O n c e t h e  w ei g ht s ar e d et er mi n e d, t h e v al u e of t h e i nt er p ol a nt c a n b e e xtr a ct e d

f or a n y l o c ati o n ( E q. 2. 3) a n d t h e i nt erf a c e b et w e e n g e ol o gi c al d o m ai n s i s s ai d t o b e k n o w n

i m pli citl y a s a f u n cti o n of l o c ati o n, .

P ar a m et eri z ati o n of a n  R B F i nt er p ol at or i s pr o bl e m s p e cifi c a n d d e p e n d s o n t h e d at a c o n-

fi g ur ati o n, t ar g et s urf a c e pr o p erti e s, a n d str u ct ur al pr o p erti e s of t h e g e ol o gi c al b o di e s u n d er

i n v e sti g ati o n.  T h e p ar a m et er s i n cl u d e t h e k er n el t y p e, t h e s u p p ort of t h e k er n el (if r e q uir e d),

a n d t h e a ni s otr o p y pr e s e nt i n t h e d o m ai n.  T h e k er n el d efi n e s t h e s p ati al r el ati o n s hi p b et w e e n

all p oi nt s e v al u at e d  wit h t h e  E u cli d e a n di st a n c e, a n d i n t hi s c o nt e xt i s s y n o n y m o u s  wit h t h e

c o v ari a n c e f u n cti o n t y pi c all y u s e d i n kri gi n g e sti m at or s.  Gl o b al a ni s otr o p y c a n b e i ntr o d u c e d

u si n g a n a ni s otr o pi c k er n el.  A n i nt er p ol a nt i s c o m m o nl y e v al u at e d o n a  m e s h di s cr eti z e d f or t h e

gi v e n pr o bl e m  wit h t h e fi n al st e p t o pr o c e s s a n d e xtr a ct v ari o u s l e v el s of i nt er e st i n t h e s c al ar

fi el d  wit h al g orit h m s s u c h a s  m ar c hi n g c u b e s ( L or e n s e n  &  Cli n e, 1 9 8 7).

A s et of  R B F k er n el s ar e s h o w n i n  T a bl e. 2. 1; e a c h k er n el h a s v ar yi n g pr o p erti e s b ut all g e n er at e

p o siti v e d efi nit e  m atri c e s f or t h e li n e ar s y st e m of e q u ati o n s ( E q. 2. 3;  F a s s h a u er, 2 0 0 7).  E a c h

k er n el i s s uit a bl e f or diff er e nt a p pli c ati o n s, li k e h ol e filli n g (f or s p ar s e d at a e n vir o n m e nt s) or

c o m p a ct s u p p ort f or d e n s e d at a e n vir o n m e nt s or l ar g e d at a s et s ( C arr et al. , 2 0 0 1;  F a s s h a u er,

2 0 0 7).  D et er mi ni n g t h e b e st k er n el f u n cti o n/ p ar a m et eri z ati o n f or a gi v e n pr o bl e m i s p o s si bl e

wit h l e a v e- N- o ut cr o s s v ali d ati o n ( L N O C V) ( F a s s h a u er, 2 0 0 7;  Hilli er et a l., 2 0 1 4).

T h e r a di al k er n el e st a bli s h e s t h e s p ati al r el ati o n s hi p b et w e e n all p oi nt s i n t h e d o m ai n

( Fi g. 2. 6).  P ar a m et eri z ati o n of t h e k er n el  m a y dr a w fr o m a v ari o gr a m  m o d eli n g  w or kfl o w.  A n

R B F k er n el i s f ull y p ar a m et eri z e d  wit h a s u p p ort p ar a m et er a n d a n o pti o n al s et of a ni s otr o pi c

p ar a m et er s c o n si sti n g of r ot ati o n a n gl e s a n d a ni s otr o pi c r ati o s  w hi c h ar e e a sil y e xtr a ct e d fr o m a

m o d el v ari o gr a m, e. g., , , , , , a n d ( D e ut s c h

& J o ur n el, 1 9 9 8;  R o s si  &  D e ut s c h, 2 0 1 4).  T h e aff e ct of a ni s otr o p y o n t h e r a d i al k er n el s i s s h o w n

i n  Fi g ur e 2. 6 c a n d d. I n t hi s si m pl e e x a m pl e, i s r e d u c e d t o h alf t h e si z e of , r e-

s ulti n g i n a n .  T h e eff e ct h er e i s t h at l o c ati o n s ori e nt e d al o n g t h e dir e cti o n ar e
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R B F k er n el s a n d t h eir pr o p erti e s ( F a s s h a u er, 2 0 0 7). i s t h e s u p p ort f a ct or u s e d f or e a c h
k er n el, d efi ni n g t h e k er n el ‘r a n g e’

G a u s si a n e x p
Gl o b all y s u p p ort e d, p o siti v e d efi-
nit e

S p h eri c al
C o m p a ct s u p p ort, p o siti v e d efi-
nit e

I n v er s e
M ulti q u a dri c

Gl o b all y s u p p ort e d, p o siti v e d efi-
nit e

M ulti q u a dri c
Gl o b all y s u p p ort e d, c o n diti o n all y
p o siti v e d efi nit e

C u bi c
Gl o b all y s u p p ort e d, c o n diti o n all y
p o siti v e d efi nit e, p ar a m et er fr e e,
h ol e filli n g pr o p erti e s

T hi n pl at e
s pli n e

l o g
Gl o b all y s u p p ort e d, c o n diti o n all y
p o siti v e d efi nit e, p ar a m et er fr e e,
h ol e filli n g pr o p erti e s

W e n dl a n d s
C 2

C o m p a ct s u p p ort, p o siti v e d efi-
nit e

Li n e ar
Gl o b all y s u p p ort e d, c o n diti o n all y
p o siti v e d efi nit e, p ar a m et er fr e e

N ot e:

m or e r el at e d t o o n e a n ot h er t h a n l o c ati o n s i n t h e dir e cti o n at t h e s a m e di st a n c e.

If c o n si d eri n g a kri gi n g i nt er p ol at or, a l o w- n u g g et  G a u s si a n v ari o gr a m fit t o a n e x p eri m e n-

t al v ari o gr a m c al c ul at e d fr o m t h e  S D F d at a s et s h o ul d b e u s e d si n c e t h e  G a u ssi a n str u ct ur e i s

c o nti n u o u s at t h e ori gi n a n d r efl e ct s t h e pr o p erti e s of a b o u n d ar y ( M a n c h u k  &  D e ut s c h, 2 0 1 5).

I n d e e d, t h e  G a u s si a n  m o d el i s p o p ul ar f or  R B F i nt er p ol ati o n ( Hilli er et al., 2 0 1 4). I n ot h er di s-

ci pli n e s a s u p p ort p ar a m et er i s e sti m at e d fr o m t h e g e o m etri c c o nfi g ur ati o n of t h e s a m pl e l o c a-

ti o n s r at h er t h a n st ati sti c al c o nti n uit y ( F a s s h a u er  &  Z h a n g, 2 0 0 7).  F a s sh a u er ( 2 0 0 7) s u g g e st

a s u p p ort di st a n c e e sti m at e d fr o m t h e r a di u s of t h e l ar g e st cir cl e or s p h er e t h at c a n b e pl a c e d

b et w e e n s a m pl e l o c ati o n s  wit hi n t h e d o m ai n.  T hi s c a n b e e sti m at e d b y fi n di n g t h e  m a xi m u m

di st a n c e fr o m a n y o n e gri d c ell i n t h e d o m ai n t o it s n e ar e st d at a ( F a s s h a u er , 2 0 0 7):

( 2. 6)

It i s  w ort h n oti n g t h at f or irr e g ul arl y di stri b ut e d d at a i n a d o m ai n  wit h a r e ctili n e ar gri d ( a s i s

oft e n t h e c a s e i n g e o st ati sti c al d o m ai n s), t h e s u p p ort p ar a m et er  m a y b e o v er- e sti m at e d  wit h

t hi s  m et h o d if e xtr a p ol ati o n b e y o n d r e a s o n a bl e d o m ai n li mit s i s n ot a c c o unt e d f or.  G e o st ati sti c al
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( a) I s otr o pi c  G a u s si a n k er n el ( b) I s otr o pi c s p h eri c al k er n el

( c)  A ni s otr o pi c  G a u s si a n k er n el ( d)  A ni s otr o pi c s p h eri c al k er n el

I s otr o pi c ( a)  G a u s si a n a n d ( b)  S p h eri c al r a di al k er n el s  wit h a s u p p ort p ar a m et er . ( c)
a n d ( d): a ni s otr o pi c v er si o n s of ( a) a n d ( b), r e s p e cti v el y,  w h er e , a n d .

d o m ai n s ar e al s o c o m m o nl y s a m pl e d i n irr e g ul ar p att er n s  w h er e s a m pl e d e n sit y i n cr e a s e s i n

ar e a s of i nt er e st. I n pr a cti c e t hi s di s p arit y i n s a m pl e d e n sit y  m a y r e s ult i n a n e sti m at e d s u p p ort

p ar a m et er t h at i s n ot stri ctl y r e pr e s e nt ati v e of all l o c ati o n s.  R e g ar dl e s s, a d at a s p a ci n g a n al y si s

i s u s ef ul i n t hi s s e n s e t o d et er mi n e a r e a s o n a bl e s u p p ort t h at d o e s n ot e xtr a p ol at e e x c e s si v el y

fr o m d at a l o c ati o n s t o t h e u n s a m pl e d gri d l o c ati o n s.

G e o st ati sti c al d at a s et s c o nt ai n 1 0’ s t o 1 0 0’ s of t h o u s a n d s of d at a; e n o u g h s a m pl e s t h at t h e

d e n s e li n e ar s y st e m of e q u ati o n s ( E q. 2. 5) f or a gl o b al i nt er p ol at or i s i m pr a cti c al.  M et h o d s t o

o v er c o m e t hi s li mit ati o n ar e  w ell r e s e ar c h e d: a s e ar c h-r e stri cti o n f oll o wi n g a  M ar k o v s cr e e ni n g

a s s u m pti o n (f or a kri gi n g e sti m at or;  D e ut s c h  & J o ur n el, 1 9 9 8); s p ar s e- dir e ct i nt er p ol ati o n  w h er e

t h e i nfl u e n c e of p oi nt s b e y o n d s o m e di st a n c e fr o m o n e a n ot h er i s n e gli gi bl e ( O ht a k e,  B el y a e v,  &

S ei d el, 2 0 0 6); it er ati v e s ol vi n g t e c h ni q u e s t h at a s s u m e a s p ar s e s y st e m of e q u ati o n s a n d s o m e
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S c h e m ati c e x a m pl e of a bi n ar y p artiti o ni n g al g orit h m. ( a) t h e d o m ai n  wit h s c att er e d drill
h ol e s a n d  m e s h, ( b) fi n al s et of p artiti o n s g e n er at e d fr o m bi n ar y d e c o m p o siti o n, ( c) l o c al i nt er p ol a nt s ar e
s ol v e d i n d e p e n d e ntl y i n e a c h p artiti o n, o n o v erl a p pi n g sit e s t h e l o c al i nt er p ol a nt s ar e  w ei g ht e d t o
t h e gl o b al i nt er p ol a nt

l e v el of a c c ur a c y ( B e at s o n,  C h erri e,  &  M o u at, 1 9 9 9;  C arr et al., 2 0 0 1); a n d d o m ai n d e c o m p o-

siti o n t e c h ni q u e s  w hi c h p artiti o n t h e d o m ai n i nt o o v erl a p pi n g s u b s et s a n d s ol v e  m a n y s m all

s u b- pr o bl e m s i n d e p e n d e ntl y a n d oft e n i n p ar all el ( B e at s o n, a Li g ht,  &  Bil li n g s, 2 0 0 1;  C u o m o,

G all etti,  Gi u nt a,  &  St ar a c e, 2 0 1 3;  O ht a k e,  B el y a e v,  &  S ei d el, 2 0 0 3;  P o u d e r o u x,  G o n z at o,  T o b or,

&  G uitt o n, 2 0 0 4;  Xi a oj u n,  Mi c h a el,  &  W a n g, 2 0 0 5).  A p artiti o ni n g fr a m e w or k h a s s e v er al ot h er

b e n efi ci al pr o p erti e s  w h e n c o n si d eri n g g e ol o gi c al  m o d eli n g a n d i s i ntr o d u c e d h er e.

T h e  P artiti o n of  U nit y ( P U) d o m ai n p artiti o ni n g al g orit h m r e c ur si v el y p artiti o n s a d o m ai n,

, i nt o o v erl a p pi n g s u b d o m ai n s, , s o t h at ( Fi g. 2. 7).  T h e s u b s et of d at a

c o nt ai n e d  wit hi n e a c h s u b d o m ai n f or m a l o c al i nt er p ol ati o n pr o bl e m, e a c h of  w hi c h i s r el ati v el y

s m all a n d c a n b e s ol v e d effi ci e ntl y.  T o r e c o n str u ct t h e gl o b al i nt er p ol a nt, a l o c al i nt er p ol a nt i s
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Diff er e nt st yl e s of p artiti o ni n g o v erl a p t o e nf or c e t h e s m o ot h r e c o n str u cti o n of t h e gl o b al
i nt er p ol a nt.

c al c ul at e d i n d e p e n d e ntl y i n e a c h s u b d o m ai n, a n d t h e gl o b al i nt er p ol a nt, , i s r e c o n str u ct e d

b y  w ei g hti n g t h e i nt er p ol a nt s fr o m s u b d o m ai n s o n o v erl a p pi n g sit e s:

( 2. 7)

A n u m b er of d o m ai n p artiti o ni n g al g orit h m s c a n b e u s e d, i n cl u di n g: a r e g ul ar c o ar s e gri d;  K-

m e a n s; bi s e cti n g- K- m e a n s; bi n ar y tr e e; o ctr e e; a n d ot h er s ( Kl a a s  &  S h e p h ar d, 2 0 0 0;  P o u d er-

o u x et al., 2 0 0 4).  T h e si m pl e st p artiti o ni n g i s t h e r e g ul ar c o ar s e gri d,  w h i c h c a n  w or k  w ell f or

d o m ai n s of r o u g hl y u nif or m s a m pli n g.  H o w e v er, a  m et h o d t h at p artiti o n s b a s e d o n t h e d at a

arr a n g e m e nt i s r e q uir e d f or g e o st ati sti c al d o m ai n s si n c e s a m pl e s ar e c o m m o nl y irr e g ul arl y di s-

tri b ut e d.  A bi n ar y p artiti o ni n g i s c o n si d er e d h er e si n c e it c a n r a pi dl y g e n er at e p artiti o n s  wit h

r o u g hl y e q u al d at a a s si g n e d t o e a c h,  wit h a s uit a bl e a m o u nt of o v erl a p, a n d s p a n ni n g t h e a s s o-

ci at e d s et of a xi s- ali g n e d gri d l o c ati o n s.  P artiti o n s g e n er at e d b y t hi s  m et h o d al s o h a v e s e v er al

v ali d  w ei g hti n g f u n cti o n s t o r e c o n str u ct t h e gl o b al i nt er p ol a nt ( P o u d er o u x et al., 2 0 0 4).
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Bi n ar y d o m ai n p artiti o ni n g i s a r e c ur si v e p artiti o ni n g al g orit h m t h at c o n si d er s t h e t ot al d o-

m ai n a s t h e r o ot n o d e.  F or e a c h p artiti o n a s plit i s c o n si d er e d if t h e p artiti o n c o nt ai n s gr e at er

t h a n a u s er- s p e cifi c t ar g et n u m b er of d at a i n e a c h p artiti o n.  F or t h e c urr e nt p artiti o n, t h e l o n g e st

di m e n si o n ( e. g., eit h er x, y, or z) i s c al c ul at e d fr o m t h e c o nt ai n e d s a m pl e d at a, a n d t h e p arti-

ti o n i s s plit i nt o 2 o v erl a p pi n g s u b- p artiti o n s ( Fi g. 2. 7 a a n d c).  O v erl a p b et w e e n p artiti o n s i s

e n s ur e d i n t w o  w a y s: 1) d uri n g s plitti n g, a fr a cti o n of t h e d at a c a n b e t a k e n t o b e p art of b ot h

c hil d p artiti o n s s o o v erl a p i s  m ai nt ai n e d al o n g t h e b o u n d ar y ( Fi g. 2. 8 b  & c); a n d 2) aft er p ar-

titi o ni n g i s fi n ali z e d t h e p artiti o n s c a n b e e x p a n d e d t o g u ar a nt e e a s uit abl e a m o u nt of o v erl a p

( Fi g. 2. 8 d, e, a n d f). I n pr a cti c e, b ot h o v erl a p  m et h o d s  m a y b e r e q uir e d si n c e t h e d at a o v erl a p

al o n e c a n c a u s e i s s u e s  wit h r e c ur si o n f or s o m e d at a c o nfi g ur ati o n s a n d t h e e x p a n si o n o v erl a p

h a s p ot e nti al t o e x p a n d p artiti o n s t o e n c o m p a s s t o o  m a n y d at a ( e. g. c y a n i n  Fi g. 2. 8 c v er s u s

Fi g. 2. 8f).

P artiti o n s g e n er at e d fr o m bi n ar y p artiti o ni n g ar e a xi s- ali g n e d r e ct a n g l e s s p a n ni n g diff er e nt

r e gi o n s  wit hi n t h e d o m ai n, a n d o v erl a p pi n g  wit h p ot e nti all y s e v er al ot h er p artiti o n s  wit hi n t h e

d efi n e d c o or di n at e s y st e m ( Fi g. 2. 7).  P o u d er o u x et al. ( 2 0 0 4) i ntr o d u c e s e v er al  w ei g hti n g f u n c-

ti o n s f or p artiti o n s of t hi s s h a p e:

( 2. 8)

( 2. 9)

W h er e i s t h e di st a n c e fr o m t h e c e nt er of t h e p artiti o n t o e a c h c ell i n t h e p artiti o n, c o m p ut e d

a s ( P o u d er o u x et al., 2 0 0 4):

( 2. 1 0)

wit h t h e c o or di n at e of t h e c urr e nt gri d c ell, i s t h e l o w er c o or di n at e of t h e b o u n di n g b o x,

a n d i s t h e u p p er c o or di n at e of t h e b o u n di n g b o x, a n d t h e pr o d u ct i s t a k e n o v er e a c h c o-

or di n at e .  Si n c e t h e bi n ar y p artiti o ni n g al g orit h m c h o o s e s  w h et h er or n ot t o s plit a

p artiti o n b a s e d o n t h e n u m b er of c o nt ai n e d d at a, t h e fi n al p artiti o n s g e n er at e d fr o m t hi s  m et h o d

ar e  m ai nl y b a s e d o n t h e n u m b er of d at a c o nt ai n e d  wit hi n e a c h p artiti o n.  T h u s, t h er e i s n o g u ar-

a nt e e t h at t h e d at a all o c at e d t o e a c h p artiti o n b e st r efl e ct s all  m e s h l o c ati o n s all o c at e d t o t h at
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p artiti o n.  F or e x a m pl e, t h e d at a  m a y e xi st o nl y at 1 c or n er of t h e p artiti o n r at h er t h a n b ei n g

di stri b ut e d u nif or ml y t hr o u g h o ut t h e p artiti o n. I n t hi s c a s e it i s criti c al t h at e xtr a p ol ati o n of t h e

l o c al i nt er p ol a nt i s c o ntr oll e d  wit h s o m e st yl e of cli p pi n g.

T w o g e n er al t y p e s of u n c ert ai nti e s c a n b e c o n si d er e d i n g e ol o gi c al  m o d eli n g pr oj e ct s: 1) v ol-

u m etri c u n c ert ai nt y; a n d 2) g e o m etri c u n c ert ai nt y ( Fi g. 2. 9).  V ol u m etri c a n d g e o m etri c u n c er-

t ai nti e s ar e r el at e d; v ol u m etri c u n c ert ai nt y r e pr e s e nt s t h e b et w e e n- s a m pl e u n c ert ai nt y i n t h e

v ol u m e c o nt ai n e d b y t h e b o u n di n g s urf a c e f or a si n gl e g e o m etri c i nt er pr et ati o n.  B y c o ntr a st, g e-

o m etri c u n c ert ai nt y r ef er s t o t h e u n c ert ai nt y i n t h e ori e nt ati o n, e xt e nt a n d i nt er c o n n e ct e d n e s s of

t h e g e ol o gi c al b o di e s; t h e b et w e e n drill h ol e i nt er pr et ati o n p ar a m et eriz e d b y t h e  m o d el er  wit hi n

t h e str u ct ur al s etti n g of t h e d e p o sit.  B ot h st yl e s of u n c ert ai nt y ar e pr e se nt i n all g e ol o gi c al  m o d-

eli n g pr oj e ct s a n d ar e i m p ort a nt i n t h e pr e s e n c e of s p ar s e s a m pli n g ( Lill a h  &  B oi s v ert, 2 0 1 3).

A criti c al a s s u m pti o n f or  m o st g e ol o gi c al  m o d eli n g pr oj e ct s i s t h at t h e g e ol o gi c al i nt er pr et ati o n

r e a s o n a bl y a c c o u nt s f or g e o m etri c u n c ert ai nt y,  w hi c h l e a v e s t h e  m or e  m a n a g e a bl e v ol u m etri c

u n c ert ai nt y t o b e q u a ntifi e d.  T hi s a s s u m pti o n i s r e a s o n a bl e gi v e n i m pli cit  m o d eli n g t o ol s ar e

m o stl y utili z e d f or t h e l ar g e- s c al e g e ol o gi c al b o u n d ari e s.

Alt h o u g h g e o m etri c u n c ert ai nt y i s a s s u m e d t o b e c a pt ur e d t hr o u g h g e ol o gi c al i nt er pr et a-

ti o n s, t hi s c a n b e a l ar g e s o ur c e of u n c ert ai nt y  w h e n t h e d at a s et f or i m pli cit  m o d eli n g c o n si st s of

p oi nt ori e nt ati o n  m e a s ur e m e nt s t h at c o n str ai n t h e ori e nt ati o n of t h e s urf a c e, o wi n g t o  m e a s ur e-

m e nt err or s ( Li n d s a y,  Aill èr e s, J e s s ell, d e  K e m p,  &  B ett s, 2 0 1 2; Li n d s a y e t al., 2 0 1 3). Li n d s a y

et al. ( 2 0 1 2) pr o p o s e t o si m ul at e s et s of ori e nt ati o n i n p ut d at a t o g e n er at e diff er e nt b o u n d ar y

m o d el s.  T h e s uit e of b o u n d ar y  m o d el s c o n str u ct e d  wit h diff er e nt si m ul at e d i n p ut s all o w s f or

t h e q u a ntifi c ati o n of t h e pr o b a bilit y f or e a c h r o c k t y p e t o b e f o u n d at e a c h l o c ati o n i n t h e d o-

m ai n. I n t h eir  w or k t h e d at a s et c o n si st s s ol el y of p oi nt ori e nt ati o n  m e a s ur e m e nt s a n d  m o d el s

ar e c o n str u ct e d u si n g a p ot e nti al fi el d c o- kri gi n g b a s e d i nt er p ol ati o n  m et h o d ( L aj a u ni e et al.,

1 9 9 7; Li n d s a y et al., 2 0 1 2).  Si n c e t h er e i s u n c ert ai nt y a n d s u bj e cti vit y e m b e d d e d i n t h e  m e a-

s ur e d ori e nt ati o n s, t h eir h y p ot h e si s i s t h at r a n d o ml y p ert ur b e d s et s of i n p ut d at a f e d t hr o u g h

t h e  m o d eli n g al g orit h m c orr e ctl y a c c o u nt f or t h e s e u n c ert ai nti e s.  H o w e v er, f or a g e n er ali z e d
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( a)  G e o m etri c b o u n d ar y u n c ert ai nt y

B as e I nt er pr et ati o n

I nt er pr et ati o n 2

I nt er pr et ati o n 1

( b)  V ol u m etri c b o u n d ar y u n c ert ai nt y

N e utr al M o d el

Er o d e d M o d el

Dil at e d M o d el

T y p e s of b o u n d ar y u n c ert ai nt y t o c o n si d er i n i m pli cit  m o d eli n g pr oj e ct s.
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i m pli cit  m o d eli n g pr oj e ct t h e  m ai n s o ur c e of i nf or m ati o n ar e t h e l o c ati o n s of i n di c at or d at a fr o m

w hi c h v ol u m etri c f u n cti o n s ar e d eri v e d. I nf or m ati o n o n t h e ori e nt ati o n of diff er e nt g e ol o gi c al

b o u n d ari e s  m a y b e s e c o n d ar y.  Al s o, t h e pr o b a bili sti c  m o d el fr o m  w hi c h l o c al ori e nt ati o n s ar e

si m ul at e d i s  mi s si n g fr o m t h eir  m et h o d ( Li n d s a y et al., 2 0 1 2).  F or e x a m pl e , a c o v ari a n c e f u n c-

ti o n s h o ul d di ct at e h o w r el at e d ori e nt ati o n s ar e si m ul at e d o n a p arti c ul ar str u ct ur e t o e n s ur e

c o n si st e n c y.

V ol u m etri c u n c ert ai nt y i s i m p ort a nt si n c e t h e v ol u m e of t h e  mi n er ali z e d r e s o ur c e dir e ctl y af-

f e ct s t h e t o n n a g e  w hi c h di ct at e s t h e t ot al a m o u nt of e x pl oit a bl e  m at eri al f o u n d at a gi v e n d e p o sit.

Lill a h a n d  B oi s v ert ( 2 0 1 3) s h o w e d t h at t h e c o ntri b uti o n of b o u n d ari e s t o t h e t ot al u n c ert ai nt y i s

si g nifi c a nt i n s p ar s el y s a m pl e d d o m ai n s ( Fi g. 2. 1 0).  T h u s, i n t h e e arl y st a g e s of a pr oj e ct, or

i n s p ar s el y s a m pl e d ar e a s, t h e c o ntri b uti o n of u n c ert ai n b o u n d ari e s t o t h e t ot al u n c ert ai nt y  will

b e hi g h r el ati v e t o t h e ot h er c o m p o n e nt s aff e cti n g t h e g e o st ati sti c al  m o d el.  S e v er al t e c h ni q u e s

ar e d e v el o p e d t o q u a ntif y v ol u m etri c u n c ert ai nt y  wit h i m pli cit  m o d eli n g ( Lill a h  &  B oi s v ert, 2 0 1 3;

Wil d e  &  D e ut s c h, 2 0 1 2).  M c L e n n a n a n d  D e ut s c h ( 2 0 0 6) pr o p o s e d t o q u a ntif y t h e pri or u n c er-

t ai nt y i n t h e  m e a n of t h e  S D F  wit h t h e s p ati al b o ot str a p, t h e n g e n er at e b o u n d ar y r e ali z ati o n s

wit h  S K a n d a diff er e nt st ati o n ar y  m e a n dr a w n fr o m t h e u n c ert ai n di stri b uti o n.  Alt er n ati v el y,

m ulti pl e tr ai ni n g-i m a g e t e c h ni q u e s c a n b e u s e d t o c o m bi n e st o c h a sti c a n d d et er mi ni sti c i n p ut s

s o t h at t h e g e o m etr y d efi n e d b y t h e i m pli cit  m o d el c o n diti o n s t h e o v er all s h a p e a n d f e at ur e s of

st o c h a sti c  m ulti pl e p oi nt st ati sti c s ( M P S)  m o d el s ( Sil v a  &  D e ut s c h, 2 0 1 2 c).  T hi s c o m bi n ati o n of

m et h o d s c a n pr o d u c e b ot h v ol u m etri c a n d g e o m etri c u n c ert ai nt y f or a d e p o s it.

F or t a b ul ar d e p o sit s  Y a m a m ot o et al. ( 2 0 1 5) pr o p o s e t o si m ul at e r e ali z ati o n s of v erti c al drill

h ol e d at a  wit hi n s o m e u n c ert ai n b a n d wi dt h.  A si mil ar  m et h o d ol o g y i s pr o p o s e d b y  D e ut s c h

( 2 0 0 5) f or t a b ul ar d e p o sit s; t h e v ol u m etri c u n c ert ai nt y i s q u a ntifi e d b y r ot ati n g t h e l o c al r ef er-

e n c e s y st e m t o t h e ori e nt ati o n of t h e t a b ul ar d e p o sit a n d o bt ai ni n g r e ali z ati o n s of t h e b o u n di n g

s urf a c e s.  T h e s e  m et h o d s c a n b e e s p e ci all y u s ef ul if t h e g e o m etr y of t h e d e p o sit i s a m e n a bl e t o

u nf ol di n g a n d t h e b o u n di n g s urf a c e s c a n b e e xtr a ct e d a n d  m o d el e d t o q u a nti f y t h e di stri b uti o n

of c o nt ai n e d v ol u m e s.

A s e p ar at e  m et h o d ol o g y t o q u a ntif y b o u n d ar y u n c ert ai nt y u s e s  S G S t o g e n er at e c o n diti o n al

r e ali z ati o n s of t h e  S D F dir e ctl y ( Lill a h  &  B oi s v ert, 2 0 1 3).  C o m bi n e d  wit h t h e s p ati al b o ot str a p
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C o ntri b uti o n s t o u n c ert ai nt y i n t h e t ot al  mi n er ali z e d r e s o ur c e (fr o m: Li ll a h  &  B oi s v ert, 2 0 1 3).

T h e  m o difi e d di st a n c e f u n cti o n c o n si d eri n g t h e si n gl e  C- p ar a m et er (fr o m :  Wil d e  &  D e ut s c h,
2 0 1 1 a)

a n d ot h er  m et h o d s f or p ar a m et er u n c ert ai nt y t hi s  m et h o d c a n pr o vi d e b ot h a l o c al a n d gl o b al

a s s e s s m e nt of t h e v ol u m etri c u n c ert ai nt y.  St o c h a sti c si m ul ati o n of t h e  S D F g e n er all y c o ntr a st s

wit h t h e ot h er a s s u m pti o n s i n h er e nt i n  S D F  m o d eli n g of g e ol o gi c al d o m ai n s (l ar g e- s c al e, v ari-

a bilit y b e y o n d t h e d at a- s p a ci n g).  T h e n o n- st ati o n arit y i n t h e  S D F al s o pr e s e nt s pr a cti c al i s s u e s

f or t hi s  m et h o d, alt h o u g h i n Lill a h a n d  B oi s v ert ( 2 0 1 3), a n L V A e sti m ati o n fr a m e w or k a c c o u nt s

f or s e c o n d- or d er n o n- st ati o n arit y a n d c a pt ur e s t h e g e ol o gi c al i nt er pr et ati o n i n t h e b o u n d ar y

m o d el.  T h e u s e of  S G S t o si m ul at e t h e  S D F  m a y g e n er at e u n d e sir a bl e f e at ur e s si n c e t h er e

i s a p o s si bilit y of s h ort r a n g e di s c o nti n uiti e s a n d, o v er t h e  w h ol e d o m ai n, i s ol at e d l o c ati o n s

i n c o n si st e nt  wit h t h e g e ol o gi c al i nt er pr et ati o n  m a y b e si m ul at e d.
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M u nr o e a n d  D e ut s c h ( 2 0 0 8) pr o p o s e d a  m et h o d ol o g y t o c ali br at e a b a n d wi dt h of u n c ert ai nt y

i n v ei n-t y p e d e p o sit s u si n g a  m o difi e d  S D F.  P ar a m et er s ar e a d d e d t o t h e  S D F c al c ul ati o n t o

c a pt ur e t h e b a n d wi dt h of u n c ert ai nt y a n d a n y bi a s e s i n t h e v ol u m etri c f u n cti o n s.  T h e t w o p a-

r a m et er s, a n d  C, ar e a d d e d t o t h e  S D F c al c ul ati o n a s f oll o w s ( M u nr o e  &  D e ut s c h, 2 0 0 8):

C if i s i n si d e

C if i s o ut si d e

( 2. 1 1)

w h er e  C c o ntr ol s t h e b a n d wi dt h of u n c ert ai nt y, a n d c orr e ct s f or bi a s i n t h e c ali br at e d u n c er-

t ai nt y b a n d wi dt h.  T h e f ull c ali br ati o n of b ot h p ar a m et er s i s c o m p ut ati o nall y e x p e n si v e,  w hi c h

l e d  Wil d e a n d  D e ut s c h ( 2 0 1 1 a) t o si m plif y t h e t w o- p ar a m et er u n c ert ai nt y t o a si n gl e p ar a m et er

b y o mitti n g fr o m a b o v e ( Fi g. 2. 1 1). I n t hi s c a s e, l o c ati o n s e sti m at e d t o b e l e s s t h a n - C ar e

c ert ai n t o b e i n si d e t h e  m o d el, a n d l o c ati o n s e sti m at e d t o b e gr e at er t h a n  + C ar e c ert ai n t o

b e o ut si d e t h e  m o d el ( Wil d e  &  D e ut s c h, 2 0 1 1 a).  A n y v al u e s f alli n g b et w e e n - C a n d  + C ar e

p art of t h e u n c ert ai n b a n d wi dt h.  Wil d e a n d  D e ut s c h ( 2 0 1 1 b) g e n er at e b o u n d ar y r e ali z ati o n s

b y u n c o n diti o n all y si m ul ati n g  G a u s si a n r e ali z ati o n s  wit h t h e s a m e s p ati al i nt er p ol ati o n p ar a m-

et er s a s t h e i m pli cit  m o d el.  B o u n d ar y r e ali z ati o n s h o n ori n g t h e u n c ert ai n b a n d wi dt h ar e t h e n

g e n er at e d b y tr u n c ati n g t h e  S D F fi el d b et w e e n - C a n d  + C.  T h e c o m bi n ati o n of  C- c ali br ati o n

a n d  S D F tr u n c ati o n b y u n c o n diti o n al r e ali z ati o n s all o w s a s s e s s m e nt of v ol u m etri c u n c ert ai nt y

i n t h e b o u n d ar y  m o d el, f oll o wi n g t h e g e ol o gi c al i nt er pr et ati o n e m b e d d e d i n t h e i m pli cit  m o d el

( M a n c h u k  &  D e ut s c h, 2 0 1 5).

N e arl y all g e o st ati sti c al al g orit h m s  m a k e s o m e a s s u m pti o n of st ati o n arit y, or e x pli citl y a c c o u nt

f or n o n- st ati o n arit y, t o f a cilit at e t h e  m o d eli n g of t h e s p ati all y c orr el at e d  S R F s.  C o m m o n pr a c-

ti c e i s t o c o m pil e s et s of r el at e d s a m pl e s at or n e ar t h e st art of t h e  m o d eli n g  w or kfl o w,  w hi c h

ar e t h e n c o n si d er e d st ati c f or all s u b s e q u e nt g e o st ati sti c al a cti viti e s ( Fi g. 1. 2).  St ati o n arit y i n

a g e o st ati sti c al c o nt e xt i s d efi n e d i n  C h a pt er 1, a n d st at e s t h at t h e s a m pl e s c oll e ct e d fr o m t h e
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d o m ai n ar e r e pr e s e nt ati v e of t h e  S R F t o b e  m o d el e d, a n d t h e st ati sti c s i nf err e d fr o m t h e s a m-

pl e ar e r e pr e s e nt ati v e of all l o c ati o n s i n t h e d o m ai n.  T h e g e ol o gi c al pr o c e s s e s r e s p o n si bl e f or

e c o n o mi c c o n diti o n s ar e t h e r e s ult of c o m pl e x t h er m al, p h y si c al a n d c h e mi c al i nt er a cti o n s o p-

er ati n g o v er v er y l o n g p eri o d s of ti m e.  Z o ni n g, o v er pri nti n g, f ol di n g a n d alt er ati o n ar e h all m ar k s

of e c o n o mi c c o n diti o n s; h o w e v er, t h e s e f e at ur e s i m pl y t h at s e v er al o v erl a p pi n g pr o c e s s e s ar e

r e s p o n si bl e f or t h e o b s er v e d c o n diti o n s.  T hi s v ari a bilit y i s pr e s e nt at all s c al e s, a n d t h u s, g e o-

st ati sti c al d o m ai n s ar e r ar el y st ati o n ar y ( B oi s v ert  &  D e ut s c h, 2 0 1 1;  H a d a v a n d  &  D e ut s c h, 2 0 1 7;

Q u  &  D e ut s c h, 2 0 1 7).

T h e  m oti v ati o n f or st ati o n ar y d o m ai n s f oll o w s fr o m t h e c o m pl e xit y of t h e g e ol o gi c al e n vir o n-

m e nt.  T h e a s s u m pti o n i s t h at s a m pl e s c oll e ct e d fr o m d o m ai n c o m pri s e a n u n k n o w n

n u m b er st ati o n ar y r a n d o m f u n cti o n s ( S R F) , e a c h  wit h u ni q u e fir st a n d s e c o n d or d er

st ati sti c al pr o p erti e s.  P artiti o ni n g t h e d at a s et i nt o m ut u all y e x cl u si v e gr o u p s t o c a pt ur e t h e

di sti n ct  S R F s r e s ult s i n i m pr o v e d n u m eri c al  m o d el s si n c e t h e e sti m at e at t h e u n s a m pl e d l o c a-

ti o n dr a w s fr o m a  m or e r e pr e s e nt ati v e st ati sti c al p o ol.  T h e st ati o n ar y d eli n e ati o n o p er at e s at

t h e s c al e of n u m eri c al  m o d eli n g t o f a cilit at e st ati sti c al i nf er e n c e at t h e u n s a m pl e d l o c ati o n.

A n u m b er of diff er e nt  m et h o d ol o gi e s ar e a v ail a bl e t o d efi n e st ati o n ar y d o m ai n s f or g e o st ati s-

ti c al  m o d eli n g.  C o m m o n c a s e s ar e s h o w n i n  Fi g ur e 2. 1 2 a n d di s c u s s e d i n t h e f oll o wi n g s e cti o n.

E sti m ati o n d o m ai n s  m a y b e n at ur all y d efi n e d fr o m t h e g e ol o gi c al l o g gi n g i n c a s e s  w h er e s p e cifi c

lit h ol o gi c al u nit s h a v e str o n g c o ntr ol o n t h e s p ati al di stri b uti o n of  mi n er ali z ati o n.  F or e x a m pl e,

i n  m a g m ati c pl ati n u m gr o u p el e m e nt ( P G E) d e p o sit s it i s c o m m o n f or all  P G E s t o b e d e p o sit e d

i n s p e cifi c h ori z o n s t h at ar e l at er all y e xt e n si v e f or mi n g a ‘r e ef’ of  P G E  mi n er ali z ati o n i n t h e v ol-

c a ni c p a c k a g e ( E c k str a n d,  R o g er,  & L arr y, 2 0 0 7). I n t hi s c a s e t h er e i s str o n g lit h ol o gi c al c o ntr ol

o wi n g t o t h e fr a cti o n ati o n pr o c e s s e s,  w hi c h i s r e a dil y i d e ntifi e d i n drill c or e.  S a m pl e s i d e ntifi e d

a s b ei n g p art of t h e r e ef  w o ul d b e c o m pil e d t o g et h er t o d efi n e a si n gl e st ati o n ar y p o p ul ati o n f or

n u m eri c al  m o d eli n g. I n ot h er g e ol o gi c al s etti n g s t h e c o ntr ol s a n d f e at ur e s i d e ntif yi n g diff er e nt

st ati sti c al p o p ul ati o n s  m a y b e l e s s pr e v al e nt.  F or e x a m pl e, i n a p or p h yr y- st yl e d e p o sit,  mi n er al-

i z ati o n i s a s s o ci at e d  wit h l ar g e- s c al e h y dr ot h er m al s y st e m s t h at e n c o m p a s s s e v er al r o c k t y p e s,
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A p o s si bl e  w or kfl o w t o d efi n e s et s of st ati o n ar y d o m ai n s c o n si d eri n g t h e pr o p erti e s of t h e
R V, t h e s p ati al c o nfi g ur ati o n, a n d t h e ot h er t y p e s of g e ol o gi c al i nf or m ati o n a v ail a bl e i n t h e c or e l o g s.

g e n er ati n g  m ulti pl e alt er ati o n a n d  mi n er ali z ati o n st yl e s t h at o v erl a p a n d o v er pri nt o n e a n ot h er

( Fi g. 2. 1 3).  T h e g e ol o gi c al f a ct or s  m a y h a v e l e s s c o n s e q u e n c e f or d efi ni n g st ati o n ar y d o m ai n s

d u e t o t h e diff u s e a n d p er v a si v e st yl e of  mi n er ali z ati o n.  H o w e v er, g e o st ati sti c al pr o bl e m s ar e

i n cr e a si n gl y  m ulti v ari at e  wit h 1 0’ s t o 1 0 0’ s of v ari a bl e s  wit h c o m pl e x i nt er- v ari a bl e r el ati o n s hi p s

t h at  m u st b e c a pt ur e d b y t h e n u m eri c al  m o d el s ( B ar n ett, 2 0 1 5).  Si m ult a n e ou sl y c o n si d eri n g t h e

s p ati al,  m ulti v ari at e a n d g e ol o gi c al c h ar a ct eri sti c s r e c or d e d i n a s et of drill c or e s i s a c o m pl e x

pr o bl e m.

A c o m m o n i s s u e f a c e d i n r e s o ur c e e sti m ati o n i s  w h e n t h er e ar e  m a n y lit h ol o gi c al u nit s, or c o m-

bi n ati o n s of f a ct or s e x pl ai ni n g e c o n o mi c c o n diti o n s,  w hi c h ar e g e ol o gi c all y j u stifi e d, b ut t h er e

ar e eit h er t o o f e w s a m pl e s t o s u p p ort st ati sti c al i nf er e n c e or t o o  m a n y u nit s d efi n e d t h a n c a n
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C o n c e pt u al s etti n g( s) f or g ol d  mi n er ali z ati o n a s s o ci at e d  wit h i ntr u si o n s ( D u b é  &  G o s s eli n,
2 0 0 7)

b e pr a cti c all y  m o d el e d. I n t hi s c a s e t h e g e o st ati sti ci a n  m u st c o m bi n e a ‘l ar g e’ s et of lit h ol o gi c al

u nit s i nt o ‘f e w er’ ( < 7- 1 0) e sti m ati o n d o m ai n s t h at ar e g e ol o gi c all y r e a s o n a bl e, h a v e e n o u g h

d at a a n d c a pt ur e i m p ort a nt  mi n er ali zi n g pr o c e s s e s.  T hi s  w or kfl o w  m u st c o n si d er t h e g e ol o gi-

c al, s p ati al, a n d st ati sti c al pr o p erti e s of e a c h u nit t o d et er mi n e r e a s o n a bl e  m er g e s a n d g e n er at e

a  m or e c o n ci s e s et.  R o s si a n d  D e ut s c h ( 2 0 1 4) d e s cri b e t hi s  w or kfl o w i n d et ail a n d n ot e t h at

alt h o u g h t h e d e ci si o n s f or  m er gi n g ar e s u bj e cti v e, t h e y ar e st ati sti c all y a n d g e ol o gi c all y s u p-

p ort e d a n d ulti m at el y pr o vi d e t h e  m o d el er  wit h b ett er k n o wl e d g e of t h e d at a b a s e, i s s u e s, a n d

t h e r el ati o n s hi p s b et w e e n t h e d o m ai n s.  T hi s  w or kfl o w i s a si g nifi c a nt u n d ert a ki n g si n c e t h e fir st

a n d s e c o n d or d er st ati sti c s, l o g- q u a ntil e- q u a ntil e ( Q- Q) pl ot s, s p ati al arr a n g e m e nt s a n d g e ol o g-

i c al pr o p erti e s  m u st b e c o m p ar e d t o d efi n e a  m etri c of ‘ si g nifi c a nt’ ( di s) si mil arit y t o v ali d at e e a c h

m er g e.  C o nt a ct r el ati o n s hi p s s h o ul d b e i n v e sti g at e d f oll o wi n g  m er gi n g t o d et er mi n e t h e b e h a v-

i or of t h e  R V a cr o s s b o u n d ari e s ( Fi g. 2. 1 4).  B ett er k n o wl e d g e of t h e d at a b a s e g ai n e d fr o m t hi s

w or kfl o w all o w s f urt h er j u stifi c ati o n s f or d e ali n g  wit h pr o bl e m s a m pl e s, a n d t h e i n si g ht s g ai n e d

fr o m t hi s a n al y si s i m pr o v e s t h e p ar a m et er i nf er e n c e f or t h e fi n al s et s of  mo d eli n g d o m ai n s.

Gr a d e d o m ai ni n g i s a c o m m o n pr a cti c e t y pi c all y a p pli e d i n si d e h o m o g e n e o u s lit h ol o gi c al u nit s

w h er e s a m pl e s ar e s e p ar at e d i nt o di sti n ct p o p ul ati o n s f oll o wi n g pr oj e ct s p e cifi c gr a d e- c ut off s.

C ut off s  m a y c orr e s p o n d t o diff er e nt d e sti n ati o n s, or  m a y b e b a s e d o n s o m e c o m bi n ati o n of
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E x a m pl e of c o ntr a sti n g b e h a vi or of t h e  R V a cr o s s c o nt a ct s. (fr o m:  M c L e n n a n, 2 0 0 8)

f a ct or s i nfl u e n ci n g t h e pr o c e s si n g of t h e  m at eri al s.  T hi s t y p e of d o m ai ni n g c o ul d b e j u stifi e d st a-

ti sti c all y  w h e n v ari a bl e s ar e l o g n or m all y di stri b ut e d ( E m er y  &  Orti z, 2 0 0 5;  M a n c h u k, L e u a n gt h-

o n g,  &  D e ut s c h, 2 0 0 9).  Gr a d e d o m ai ni n g i s t y pi c all y u n d ert a k e n t o pr e v e nt ‘ s m e ari n g’ of hi g h

gr a d e s i nt o l o w gr a d e z o n e s a n d vi c e v er s a ( E m er y  &  Orti z, 2 0 0 5; L e u a n gt h o n g  &  N o w a k, 2 0 1 5;

L e u a n gt h o n g  &  Sri v a st a v a, 2 0 1 2).  T h e d eli n e ati o n of s e p ar at e p o p ul ati o n s  m u st b e p air e d  wit h

a s uit a bl e b o u n d ar y  m o d eli n g  m et h o d  w hi c h pr e v e nt s t h e e xtr a p ol ati o n of hi g h gr a d e z o n e s i nt o

l o w gr a d e ar e a s pr e v e nti n g s m e ari n g ( D o mi n y  &  E d g ar, 2 0 1 2; J e w b ali,  P err y,  All e n,  & I n gli s,

2 0 1 6; L e u a n gt h o n g  &  N o w a k, 2 0 1 5;  St e g m a n, 2 0 0 1).  Gr a d e d o m ai n s ar e c o m m o nl y d efi n e d

eit h er u si n g t h e pr e- d et er mi n e d c ut off s, or b a s e d o n i nfl e cti o n s i n t h e l o g- Q- Q pl ot s ( E m er y  &

Orti z, 2 0 0 5).

M et h o d ol o gi e s f or  m ulti v ari at e ‘ gr a d e d o m ai n s’ ar e o nl y r e c e ntl y a d dr e s s e d  wit h r e s e ar c h

i nt o s p ati al cl u st eri n g.  A s  Fi g ur e 2. 1 2 s h o w s, c o n v e nti o n al  w or kfl o w s t o d efi n e st ati o n ar y d o-

m ai n s ar e p o orl y s uit e d t o c o m pl e x e n vir o n m e nt s  wit h  m ulti pl e t ar g et v ari a bl e s.

Si n c e gr a d e d o m ai n s ar e ar bitr ar y s u b s et s of a s p ati all y c orr el at e d  R V, s a m pl e s f o u n d i n a d-

j a c e nt d o m ai n s ar e e x p e ct e d t o b e c orr el at e d ( E m er y  &  Orti z, 2 0 0 5;  M c L e n n an, 2 0 0 8).  C o nt a ct

a n al y si s a n d a d o pti n g s o m e f or m of p o p ul ati o n  mi xi n g str at e g y n e ar t h e b o u n d ari e s, or c o n si d-

eri n g t h e st o c h a sti c fl u ct u ati o n s i n t h e l o c ati o n of b o u n d ari e s i s r e q uir e d t o pr o p erl y h o n or t h e

b e h a vi or of t h e  R V at t h e b o u n d ari e s b et w e e n gr a d e d o m ai n s ( E m er y  &  Orti z, 2 0 0 5).

Cl u st er a n al y si s i d e ntifi e s str u ct ur e i n - di m e n si o n al attri b ut e s p a c e.  A n e x a m pl e  w h er e = 3

i s s h o w n i n  Fi g ur e 2. 1 5.  A cl u st er, b y d efi niti o n, r e q uir e s a si mil arit y  m etri c,  w hi c h e n s ur e s t h at
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E x a m pl e of h ar d cl u st eri n g of a 3- di m e n si o n al  m ulti v ari at e s p a c e  w h er e e a c h s a m pl e
a s si g n e d o n e of fr o m a  G M M cl u st er er.

( a) ( b)

E x a m pl e of s oft (’f u z z y’) cl u st eri n g of t h e 3- di m e n si o n al  m ulti v ari at e s p a c e i n  Fi g ur e 2. 1 5.
E a c h l o c ati o n a s si g n e d a pr o b a bilit y t o b e i n e a c h cl u st er.

cl u st er  m e m b er s ar e  m or e r el at e d t o e a c h ot h er t h a n t h e y ar e t o  m e m b er s of ot h er cl u st er s.

T h e r e s ult of cl u st eri n g c a n b e di s cr et e or f u z z y.  Di s cr e et cl u st er s a s si g n a si n gl e c at e g or y

t o e a c h l o c ati o n: ( Fi g. 2. 1 5).  B y c o ntr a st, f u z z y cl u st eri n g r e s ult s

i n a s et of pr o b a biliti e s t h at d e s cri b e t h e li k eli h o o d

t h at t h e l o c ati o n i s p art of t h e cl u st er ( Fi g. 2. 1 6).

Cl u st eri n g al g orit h m s ar e  wi d el y a p pli e d i n r e s er v oir  m o d eli n g  w h er e u n- c or e d  w ell s ar e
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c h ar a ct eri z e d  wit h a s et of d o w n- h ol e g e o p h y si c al  m e a s ur e m e nt s. I n s u c h d o m ai n s, dir e ct o b-

s er v ati o n s of t h e s u b s urf a c e pr o p erti e s ar e r ar e r el ati v e t o g e o p h y si c al l o g s  w hi c h ar e a v ail a bl e

f or  m a n y u n- c or e d  w ell s.  T h e g e o p h y si c al r e s p o n s e s ar e i nt er pr et e d b y a tr ai n e d e x p ert  w h o

t h e n d eli n e at e s t h e diff er e nt f a ci e s e n c o u nt er e d i n t h e s u b s urf a c e.  T h e cl a s sifi c ati o n of g e o-

l o gi c al pr o p erti e s fr o m t h e s e l o g s ( c all e d ‘ el e ctr of a ci e s’) i s a c h all e n gi n g t a s k; t h e c o m pl e xit y,

ti m e a n d e x p eri e n c e r e q uir e d t o pr o c e s s g e o p h y si c al l o g s h a s  m oti v at e d alt er n ati v e a ut o m at e d

m et h o d s t o c h ar a ct eri z e t h e  m aj or u nit s fr o m t h e  w ell r e s p o n s e v ari a bl e s, b ot h t o r e d u c e bi-

a s e s a n d i n cr e a s e effi ci e n c y ( M at hi s e n,  H e o n L e e,  &  D att a- G u pt a, 2 0 0 1;  P e r e z  &  D att a- G u pt a,

2 0 0 5;  T or g h a b e h et al., 2 0 1 4).  H o w e v er, c o n v e nti o n al cl u st eri n g a n d d at a - mi ni n g al g orit h m s

c a n pr o d u c e u n s ati sf a ct or y r e s ult s si n c e t h e l o g s  m a y n ot cl e arl y d eli n e at e di sti n ct a n d s p ati all y

si g nifi c a nt f a ci e s f or g e o st ati sti c al  m o d eli n g ( C h a utr u,  C h a utr u,  G ar n er,  Sri v a st a v a,  &  Y ar u s,

2 0 1 7).

Cl u st eri n g al g orit h m s f oll o w t w o  m ai n p ar a di g m s.  Cl u st er s c a n b e r e pr e s e nt e d a s a pr ot o-

t y p e o bj e ct; f or e x a m pl e, r e pr e s e nt e d b y a - di m e n si o n al  m e a n or  G a u s si a n k er n el ( H a sti e,

Ti b s hir a ni,  &  Fri e d m a n, 2 0 0 9).  Alt er n ati v el y, cl u st er s c a n b e r e pr e s e nt e d i n a r e c ur si v e p arti-

ti o n hi er ar c h y  w h er e t h e t o p p artiti o n c o nt ai n s all s a m pl e s, a n d t h e b ott om p artiti o n s e a c h

c o nt ai n a si n gl e s a m pl e.  T hi s p artiti o n hi er ar c h y i s c o m m o nl y c all e d hi er ar c hi c al cl u st eri n g a n d

c a n eit h er b e a g gl o m er ati v e, st arti n g fr o m t h e b ott o m a n d a g gl o m er ati n g u p w ar d s, or di vi si v e,

st arti n g at t h e t o p a n d di vi di n g p artiti o n s d o w n w ar d s ( H a sti e et al., 2 0 0 9).

K- m e a n s i s a p o p ul ar pr ot ot y pi c al cl u st eri n g al g orit h m b e c a u s e of it s si m pli cit y a n d s p e e d ( J ai n,

2 0 1 0). I n  K- m e a n s, cl u st er s ar e r e pr e s e nt e d a s t h e  m e a n of t h e  m e m b er s of e a c h cl u st er.

T hi s al g orit h m o p er at e s s ol el y i n di m e n si o n al attri b ut e s p a c e b y  mi ni mi zi n g t h e  wit hi n cl u st er

v ari a n c e ( Al g. 1;  H a sti e et al., 2 0 0 9).  K- m e a n s r e s ult s i n di s cr et e cl u st e ri n g  wit h a si n gl e cl u st er

c o d e a s si g n e d t o e a c h l o c ati o n ( Fi g. 2. 1 5).  A r e q uir e d i n p ut t o  K- m e a n s i s t h e n u m b er of

cl u st er s .  Al s o, t h e t y p e of i niti ali z ati o n  m u st b e c h o s e n.  S o m e pr a ctiti o n er s r a n d o ml y i niti ali z e

cl u st er c e nt er s f or cl u st eri n g r e ali z ati o n s a n d c h o o s e t h e si n gl e c o nfi g ur ati o n t h at r e s ult s i n

t h e  mi ni m u m  wit hi n- cl u st er v ari a n c e o v er all .  Alt er n ati v el y t h e al g orit h m i niti ali z e s
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r o u g hl y u nif or ml y di stri b ut e d cl u st er c e nt er s ( Art h ur  &  V a s sil vit s kii, 2 0 0 7).

T h e cl u st er s f o u n d b y  K- m e a n s ar e r o u g hl y e q u all y di m e n si o n e d i n  m ulti v ari at e s p a c e.  T hi s

i s a g o o d fir st p a s s  m et h o d t o g e n er ali z e a n d i nf er i niti al pr o p erti e s fr o m t h e d at a s et, h o w e v er,

t hi s  m et h o d c a n pr o d u c e u n s ati sf a ct or y r e s ult s f or d o m ai n s  wit h  m or e c o m pl e x  m ulti v ari at e

r el ati o n s hi p s, s p e cifi c all y,  w h er e f e at ur e s ar e li n e arl y c orr el at e d.  F or e x a m pl e, c o n si d er t h e

r el ati o n s hi p b et w e e n  F e a n d  Si O i n  Fi g ur e 2. 1 6. Li n e ar c orr el ati o n i s cl e arl y a n i m p ort a nt

c o m p o n e nt of t hi s d at a s et; a cl u st er er t h at a c c o u nt s f or t hi s c orr el ati o n  will b e n efit t h e  m o d eli n g

of  m ulti v ari at e pr o p erti e s.

K- m e a n s  Cl u st eri n g

1: C h o o s e ;
2: C h o o s e t h e i niti al cl u st er c e nt er s, r a n d o ml y or b y ( Art h ur  &  V a s sil vit s kii, 2 0 0 7);
3: n o  m e a ni n gf ul c h a n g e
4: C al c ul at e di m e n si o n al  E u cli d e a n di st a n c e b et w e e n e a c h cl u st er c e nt er a n d e a c h

s a m pl e;
5: R e a s si g n s a m pl e s t o e a c h cl u st er s b a s e d o n t h e  mi ni m u m c al c ul at e d di st a n c e;
6: U p d at e t h e cl u st er c e nt er c o or di n at e s fr o m t h e s et of p oi nt s a s si g n e d t o e a c h cl u st er;

7: gi v e n b y t a ki n g t h e c o d e fr o m t h e cl u st er c e nt er  wit h t h e  mi ni m u m di st a n c e t o ;

G a u s si a n  mi xt ur e  m o d el s ( G M M) ar e a n ot h er p o p ul ar pr ot ot y p e cl u st eri n g  m et h o d  w h er e t h e

cl u st er s ar e r e pr e s e nt e d b y - di m e n si o n al  G a u s si a n k er n el s.  C o ntr ar y t o t h e  K- m e a n s al g o-

rit h m t h e  G M M cl u st er er g e n er at e s a f u z z y cl u st eri n g b y t a ki n g t h e li k eli h o o d f or e a c h s a m pl e t o

b el o n g t o e a c h  G a u s si a n k er n el.  A fi n al di s cr et e cl u st eri n g i s al s o a v ail a bl e b y a s si g ni n g e a c h

s a m pl e t o t h e  G a u s si a n k er n el t h at gi v e s t h e  m a xi m u m li k eli h o o d.  T h e al g orit h m f or  G M M cl u s-

t eri n g i s s h o w n i n  Al g orit h m 2.  A n ot a bl e diff er e n c e b et w e e n t hi s  m et h o d a n d  K- m e a n s i s t h at

t h e  G a u s si a n k er n el s  m a y b e li n e arl y c orr el at e d, a n d t h u s el o n g at e d cl u st er s i n - di m e n si o n al

attri b ut e s p a c e c a n b e f o u n d.

T h e h ar d a n d s oft cl u st eri n g s s h o w n i n  Fi g ur e 2. 1 5 a n d 2. 1 6, r e s p e cti v el y, ar e g e n er at e d  wit h

a 4- c o m p o n e nt  G M M fitt e d t o t h e  m ulti v ari at e d at a s et.  T h e c h oi c e of h o w  m a n y c o m p o n e nt s

i s al s o a n i n p ut t o t hi s cl u st eri n g  m et h o d.  F or t hi s a n al y si s t h e n u m b er i s c h o s e n t o b e 4 si n c e

t h er e ar e 4 r o c k t y p e s d efi n e d i n t h e g e ol o gi c al l o g s.
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G M M  Cl u st eri n g

1: C h o o s e ;
2: C h o o s e t h e i niti al cl u st er c e nt er s, r a n d o ml y or b y ( Art h ur  &  V a s sil vit s kii, 2 0 0 7);
3: ! c o n v er g e d
4: C o m p ut e t h e l o g- pr o b a bilit y f or e a c h l o c ati o n t o b el o n g t o e a c h p ar a m et eri z e d  G a u s-

si a n k er n el;
5: U p d at e t h e k er n el  w ei g ht,  m e a n a n d c o v ari a n c e s gi v e n t h e s et of s a m pl e s t h a t h a v e

t h e  m a xi m u m li k eli h o o d t o b el o n g t o e a c h k er n el;

6: gi v e n b y c o m p uti n g t h e pr o b a bilit y u n d er e a c h  G a u s si a n k er n el ( e. g.,  Fi g. 2. 1 6);
7: gi v e n b y t a ki n g t h e c o d e fr o m t h e k er n el  wit h t h e  m a xi m u m li k eli h o o d at ;

Hi er ar c hi c al cl u st eri n g c o ntr a st s t h e pr ot ot y p e  m et h o d s  wit h a r e c ur si v e p artiti o ni n g of di-

m e n si o n al attri b ut e s p a c e.  T h e p artiti o ni n g c a n eit h er b e a g gl o m er ati v e or di vi si v e ( H a sti e et

al., 2 0 0 9); h er e t h e f o c u s i s o n t h e a g gl o m er ati v e c a s e.  T h e d o m ai n st art s  w it h cl u st er s, o n e

f or e a c h s a m pl e.  Cl u st er s ar e it er ati v el y  m er g e d b y fi n di n g p air s of cl u st er s t h at ar e t h e  m o st

si mil ar b a s e d o n a c h o s e n si mil arit y  m etri c.  M er gi n g c o nti n u e s u ntil t h er e i s a si n gl e p artiti o n l eft

at t h e t o p m o st l e v el ( Al g. 3).  Hi er ar c hi c al cl u st eri n g r e q uir e s a  m etri c d e s cri bi n g t h e si mil arit y

b et w e e n t w o cl u st er s; a t h or o u g h s u m m ar y of s u c h ‘ p o p ul ati o n diff er e n c e’  m etri c s i s pr o vi d e d

i n  C h a pt er 4.

A b y pr o d u ct of t h e it er ati v e  m er gi n g i n t hi s st yl e of cl u st eri n g i s a r e c or d of t h e r el ati v e di s-

t a n c e s b et w e e n  m er g e d cl u st er s at e a c h l e v el i n t h e cl u st eri n g hi er ar c h y.  T hi s r el ati v e di st a n c e

c a n b e r e pr e s e nt e d i n vi s u al f or m a s a d e n dr o gr a m ( Fi g. 2. 1 7, b ott o m).  T h e vi s u al i n s p e cti o n

of t h e d e n dr o gr a m p er mit s i nt er pr et ati o n of t h e cl u st er e d str u ct ur e of t h e d at a s et,  w hi c h i n t ur n

all o w s a s uit a bl e c h oi c e of .  F or t hi s r e a s o n hi er ar c hi c al cl u st eri n g i s oft e n c o n si d er e d i n i niti al

i n v e sti g ati o n s a s a t o ol f or vi s u al i n s p e cti o n of t h e n u m b er of cl u st er s i n a d at a s et.

Hi er ar c hi c al  Cl u st eri n g

1: C o m p ut e a p air wi s e di st a n c e  m atri x u si n g t h e c h o s e n di st a n c e  m etri c;
2: K = N;
3: K > 1
4: C al c ul at e t h e p o p ul ati o n diff er e n c e  m etri c f or all  K*( K- 1) cl u st er c o m bi n ati o n s;
5: M er g e t h e t w o cl u st er s t h at h a v e t h e  mi ni m u m p o p ul ati o n diff er e n c e;
6: ;
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2. Lit er at ur e  R e vi e w

E x a m pl e of hi er ar c hi c al cl u st eri n g of a p air wi s e- si mil arit y  m atri x f or ill u str ati o n p ur p o s e s.
T h e b ott o m a xi s s h o w s t h e a s s o ci at e d d e n dr o gr a m  w hi c h c a n b e vi s u all y i n s p e ct e d t o d et er mi n e h o w
m a n y cl u st er s ar e f o u n d i n t h e d at a s et.
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M ulti v ari at e cl u st eri n g of s p ati all y c orr el at e d d at a  m a y pr o d u c e cl u st er s t h at ar e o v erl y  mi x e d

i n t h e s p ati al d o m ai n, t h er e b y li miti n g t h e utilit y of t h o s e cl u st er s f or f urt h er pl a n ni n g or s p ati al

a n al y si s.  T hi s li mit ati o n h a s l e d s e v er al r e s e ar c h er s (i n cl u di n g t hi s t h e si s) t o e x pl or e cl u st er

g e n er ati o n i n t h e pr e s e n c e of s p ati al c orr el ati o n.

S p ati al cl u st eri n g d e s cri b e s cl u st eri n g a p pli e d t o d at a s et s  w h er e s a m pl e s h a v e s o m e s p ati al

c o nt e xt, e. g., fr o m st u di e s of  w at er c h e mi str y, s oil c h e mi str y, e pi d e mi ol o g y, e c ol o gi c al st u di e s,

g e ol o g y, a n d,  m or e r e c e ntl y, n at ur al r e s o ur c e e sti m ati o n.  T h e g o al of cl u st eri n g g e o st ati sti c al

d at a i s t o pr o d u c e s p ati all y c o nti g u o u s cl u st er s t h at h a v e  m ulti v ari at e si g nifi c a n c e.  T h u s, t h e

p artiti o ni n g of di m e n si o n al s p a c e i s c o u pl e d t o  C art e si a n s p a c e t o e n s ur e t h at t h e d efi n e d

m ulti v ari at e cl a s s e s ar e s p ati all y c o n n e ct e d.  T w o g e n er al  m et h o d ol o gi e s h a v e b e e n a p pli e d: 1)

s o m e f or m of n ei g h b or h o o d c o n str ai nt t o li mit r el at e d n e s s of di st a nt a n d u n c orr el at e d s a m pl e s

( A m br oi s e  &  G o v a ert, 1 9 9 8;  F o u e dji o, 2 0 1 6 a;  Oli v er  &  W e b st er, 1 9 8 9;  R o m ar y,  Or s,  Ri v oir ar d,

&  D er ai s m e, 2 0 1 5); a n d 2) g e n er ati o n of a s e c o n d ar y d at a s et c al c ul at e d fr o m t h e ori gi n al d at a

wit h l o c al a ut o c orr el ati o n st ati sti c s ( S cr u c c a, 2 0 0 5).

Oli v er a n d  W e b st er ( 1 9 8 9)  m o difi e d t h e p air wi s e si mil arit y  m atri x ( e. g.,  Fi g. 2. 1 7) u si n g a s e c-

o n d ar y  m atri x c al c ul at e d fr o m t h e s p ati al i nt er c o n n e ct e d n e s s of t h e s a m pl e l o c ati o n s.  T h e y j u s-

tifi e d a v ari o gr a m  m o d el a s s uit a bl e f or g e n er ati n g t h e s e c o n d ar y  m atri x, eff e cti v el y d e cr e a si n g

t h e r el at e d n e s s i n t h e p air wi s e si mil arit y f or p oi nt s s e p ar at e d b y l ar g e di st a n c e s.  T h e  m o di-

fi e d p air wi s e- si mil arit y  m atri x i s cl u st er e d  wit h c o n v e nti o n al al g orit h m s t o i d e ntif y  m ulti v ari at e

cl u st er s t h at ar e s p ati all y c o nti g u o u s. I n t h eir  w or k t h e s p ati al c o m p a ct n e s s of cl u st er s c a n b e

t u n e d b y  m o dif yi n g t h e r a n g e a n d s h a p e of t h e v ari o gr a m  m o d el.  F o u e dji o ( 2 01 6 a) pr o p o s e a

si mil ar k er n el- b a s e d  m o difi er t h at i n c or p or at e s dir e ct a n d cr o s s v ari o gr a m  m e a s ur e s of s p ati al

si mil arit y.  R o m ar y et al. ( 2 0 1 5) u s e a s p ati al n ei g h b or h o o d c o n str ai nt i n hi er ar c hi c al a n d s p e c-

tr al cl u st eri n g al g orit h m s  w hi c h e n s ur e s t h at o nl y s a m pl e s i n r el at e d s p ati al n ei g h b or h o o d s ar e

p air e d  wit h o n e a n ot h er.  T h eir s p ati al n ei g h b or h o o d i s d efi n e d  wit h  D el a u n a y tri a n g ul ati o n,  m o d-

ifi e d f or 3 D t o a c c o u nt f or t h e c o ntr a sti n g s a m pl e s p a ci n g al o n g r el ati v e to b et w e e n drill h ol e s.
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T h e  m et h o d ol o g y fr o m  A m br oi s e a n d  G o v a ert ( 1 9 9 8) i s  m ai nl y f o c u s e d o n i m a g e s e g m e nt ati o n;

t h e l o c al r el at e d n ei g h b or h o o d i s i m pli e d f or e a c h pi x el b y t h e a dj a c e nt pi x el s.  Tr e at m e nt of t h e

c o ntr a sti n g s a m pl e d e n sit y al o n g v er s u s b et w e e n drill h ol e s i s k e y f or o bt ai ni n g r e a s o n a bl e

s p ati al cl u st er s  wit h g e o st ati sti c al d at a s et s.

T h e s e c o n d str at e g y f or c o n si d eri n g s p ati al i nf or m ati o n i n cl u st eri n g al g orit h m s u s e s l o c al a ut o-

c orr el ati o n st ati sti c s a n d c o n v e nti o n al  m ulti v ari at e cl u st eri n g al g or it h m s ( S cr u c c a, 2 0 0 5).  T h e

m ai n i d e a i s t o c al c ul at e a n e w d at a s et u si n g l o c al a ut o c orr el ati o n st ati sti c s s u c h t h at t h e  m a g-

nit u d e a n d si g n of t h e ori gi n al d at a i s i nt e gr at e d  wit h a  m e a s ur e of t h e r el at e d n e s s t o n e ar b y

l o c ati o n s ( Fi g. 2. 1 8;  A n s eli n, 1 9 9 5).  S e v er al l o c al a ut o c orr el ati o n st ati sti c s ar e a v ail a bl e, t w o of

w hi c h ar e li st e d i n  T a bl e 2. 2.

T o c al c ul at e t h e l o c al a ut o c orr el ati o n, t h e f or m ul a s i n  T a bl e 2. 2 r e q uir e a s p ati al  w ei g ht  m atri x

t h at s p e cifi e s s p ati al r el ati o n s hi p b et w e e n e a c h l o c ati o n. I n a si m pl e c a s e t hi s c o ul d b e a

bi n ar y  w ei g ht  m atri x:

if r el at e d

ot h er wi s e

( 2. 1 2)

w h er e r e q uir e s s o m e s p ati al n ei g h b or h o o d s e ar c h, or  D el a u n a y tri a n g ul ati o n ( a s i n:

R o m ar y et al., 2 0 1 5).  S cr u c c a ( 2 0 0 5) u s e s a l o c al r a di u s s e ar c h  w h er e s a m pl e s f alli n g o ut si d e

s o m e r a di u s fr o m t h e c urr e nt l o c ati o n ar e c o n si d er e d u nr el at e d.  Alt er n ati v el y t hi s  w ei g ht  m atri x

c o ul d c o nt ai n t h e i n v er s e di st a n c e  w ei g ht s f or s o m e n u m b er of n e ar e st n ei g h b or s ar o u n d e a c h

l o c ati o n.

T h e v ali d ati o n of a s et of cl u st er s i s a n i nt er e sti n g pr o bl e m.  A s cl u st eri n g i s u n s u p er vi s e d, t e c h-

ni c all y t h er e ar e n o ‘tr u e’ l a b el s f or v ali d ati o n.  T o d e m o n str at e n e w cl u st eri n g al g orit h m s s o m e

r e s e ar c h er s c o n si d er cl u st eri n g a s et of  m ulti v ari at e d at a t h at h a s l a b el s.  T h e d e v el o p e d cl u st er-

i n g al g orit h m s ar e u s e d t o pr e di ct t h e k n o w n l a b el s a n d t h e p erf or m a n c e of t h e al g orit h m a g ai n st

ot h er si mil ar cl u st eri n g al g orit h m s c a n b e a s s e s s e d.  V ali d ati o n i n t hi s s e n s e i s e xt er n al si n c e
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Cr o s s s e cti o n s of t h e ori gi n al v ari a bl e v al u e s a n d t h e n or m al s c or e d  M or a n’ s l o c al a ut o c or-
r el ati o n v al u e s c al c ul at e d at t h e s a m pl e l o c ati o n s.

L o c al a ut o c orr el ati o n st ati sti c s a n d t h eir pr o p erti e s ( A n s eli n, 1 9 9 5)

M or a n s

. L ar g e p o siti v e
i n di c at e si mil ar v al u e s s urr o u n di n g t h e l o-
c ati o n  w h er e a s n e g ati v e i n di c at e di s si mil ar
v al u e s s urr o u n di n g t h e l o c ati o n

G eti s

, L ar g e p o siti v e
v al u e s i n di c at e cl u st er s of hi g h v al u e s s ur-
r o u n di n g t h e l o c ati o n  w h er e a s l ar g e n e g-
ati v e v al u e s i n di c at e cl u st er s of l o w v al u e s
s urr o u n di n g t h e l o c ati o n.

i s t h e  w ei g ht  m atri x t h at d efi n e s r el ati o n s hi p b et w e e n l o c ati o n a n d
f or s a m pl e s i n a l o c al s e ar c h, f or l o c ati o n s, v ari a bl e s
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G a p st ati sti c c al c ul at e d f or t h e 3- v ari at e s p a c e s h o w n i n  Fi g ur e 2. 1 5.

a s et of l a b el s e xt er n al t o t h e i nf or m ati o n u s e d t o f or m cl u st er s i s u s e d t o j u stif y h o w cl u st er e d

t h e c o nfi g ur ati o n i s.  Alt er n ati v el y, v ali d ati o n  m a y al s o t a k e t h e f or m of i nt er n al  m etri c s  w h er e

t h e c o m p a ct n e s s of t h e cl u st er s  m e a s ur e d  wit h a cl u st eri n g  m etri c i s u s e d t o e x pr e s s t h e r el a-

ti o n s hi p b et w e e n cl u st er  m e m b er s a n d pr ot ot y p e s.  T hi s i s f u n d a m e nt all y si mil ar t o d et er mi ni n g

t h e i n a gi v e n d at a s et.  D et er mi ni n g t h e i s a s u bj e ct of  m u c h r e s e ar c h i n t h e cl u st eri n g lit er-

at ur e;  m e a s ur e s s u c h a s sil h o u ett e s ( R o u s s e e u w, 1 9 8 7), t h e g a p st ati sti c ( Fi g. 2. 1 9;  Ti b s hir a ni,

W alt h er,  &  H a sti e, 2 0 0 1), or si m pl y e sti m ati n g t h e c o m p a ct n e s s  wit h t h e i n h er e nt cl u st eri n g

m etri c ( Ti b s hir a ni  &  W alt h er, 2 0 0 5) c a n b e u s e d t o d et er mi n e .  H o w e v er, i nt er n al  m etri c s ar e

o nl y u s ef ul f or v ali d ati o n of o n e cl u st eri n g o v er a n ot h er b a s e d o n p ar a m et eri z ati o n.

V ali d ati o n of s p ati al cl u st er s f or st ati o n ar y d e ci si o n s i s n ot t y pi c all y di s c u s s e d i n t h e lit er a-

t ur e ( F o u e dji o,  Hill,  & L a u k a m p, 2 0 1 7;  R o m ar y et al., 2 0 1 5).  Si n c e t h e s p ati al cl u st eri n g t o ol s

ar e d e pl o y e d a s a n ai d t o  m a n u al or e b o d y d o m ai ni n g, t h e v ali d ati o n of t h e r e s ult c o m e s fr o m

s u bj e cti v e a s s e s s m e nt gi v e n t h e g e ol o gi c al k n o wl e d g e of t h e d o m ai n.  T h e g e n er at e d d o m ai n s

m a y b e st ati sti c all y s u p p ort e d s u c h t h at t h e fir st a n d s e c o n d or d er st ati o n ar y c h ar a ct eri sti c s of

t h e d o m ai n s ar e i m pr o v e d o v er ot h er s et s of d o m ai n s, b ut i n g e n er al, q u a ntit ati v e v ali d ati o n

m e a s ur e s f or st ati o n ar y d o m ai n s ar e n ot d e v el o p e d.

E n s e m bl e cl u st eri n g i s a  m et h o d t o e xtr a ct i nf or m ati o n fr o m s e v er al diff er e nt cl u st eri n g s of t h e

s a m e d at a s et, u s e d t o i m pr o v e r e s ult s o v er a si n gl e cl u st er er. I n di vi d u al cl u st eri n g s i n t h e
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E n s e m bl e cl a s sifi c ati o n a n d r e gr e s si o n tr e e pr e di ct or ( M o difi e d fr o m:  K D n u g g et s, 2 0 1 8).

e n s e m bl e ar e t y pi c all y e nf or c e d t o b e di v er s e,  w hi c h l e a d s t o i m pr o v e d r e s ult s o v er a si n gl e

cl u st er er a s t h e cl u st er s e xtr a ct e d fr o m t h e e n s e m bl e ar e l e s s s e n siti v e t o p ar a m et eri z ati o n,

c a n fit n o n-li n e ar f e at ur e s a n d a v oi d o v er-fitti n g ( T o p c h y, J ai n,  &  P u n c h , 2 0 0 5).

A cl a s si c al e x a m pl e of a n e n s e m bl e s u p er vi s e d l e ar ni n g t e c h ni q u e i s t h e r a n d o m f or e st

( R F),  w hi c h c o m pri s e s cl a s sifi c ati o n a n d r e gr e s si o n tr e e’ s ( C A R T), e a c h tr ai n e d u si n g r a n d o m-

s u b s p a c e  m et h o d s t o i n cr e a s e t h e di v er sit y b et w e e n tr e e’ s ( Fi g. 2. 2 0;  Br e i m a n, 2 0 0 1).  E a c h

tr e e i n t h e e n s e m bl e i n d e p e n d e ntl y  m a k e s a pr e di cti o n of t h e cl a s s l a b el f or t h e s a m pl e.

D uri n g tr ai ni n g, s plit s i n t h e tr e e ar e c h o s e n t o i m pr o v e t h e pr e di cti o n of t h e r e s p o n s e v ari a bl e.

Si n c e e a c h tr e e i s tr ai n e d a g ai n st a tr u e r e s p o n s e v ari a bl e, t h e c o n s e n s u s pr e di cti o n of t h e

e n s e m bl e i s t h e a v er a g e of all pr e di cti o n s o v er all tr e e s.  T h e  R F c a n b e u s e d i n eit h er cl a s-

sifi c ati o n or r e gr e s si o n  m o d e. I n a cl a s sifi c ati o n pr o bl e m t h e  R F c a n pr o d u c e a b ot h f u z z y or

di s cr et e cl a s sifi c ati o n.

T h e i n di vi d u al cl u st eri n g s i n a n e n s e m bl e c a n b e g e n er at e d b y di v er s e  m et h o d s, e v e n a s

si m pl e a s r a n d o m pr oj e cti o n s t o l o w- di m e n si o n al s u b s p a c e s f oll o w e d b y c o n v e nti o n al cl u st er-

i n g al g orit h m s a p pli e d i n t h at s u b s p a c e ( R at h or e,  B e z d e k,  Erf a ni,  R aj a s eg ar ar,  &  P al a ni s w a mi,

2 0 1 8).  F or t h e c urr e nt di s c u s si o n, c o n si d er i n di vi d u al cl u st eri n g s t o b e g e n er at e d u si n g  K-

m e a n s  wit h o ut  m o difi c ati o n s f or s p ati al f e at ur e s. tr ai ni n g d at a s et s ar e cr e at e d u si n g t h e r a n-
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d o m s u b s p a c e  m et h o d a n d t h e cl u st eri n g i s g e n er at e d i n d e p e n d e ntl y f or e a c h d at a s et.  T h e

r e s ult of e a c h cl u st eri n g i s st or e d i n a n m atri x  w h er e e a c h c ol u m n r e c or d s t h e a s si g n m e nt

of e a c h s a m pl e i nt o cl u st er s f or e a c h r e ali z ati o n.

T h e r a n d o m s u b s p a c e d e s cri b e s t h e r a n d o mi z ati o n of t h e s p a c e ( v ari a bl e s, s et of d at a, p ar a m-

et er s) i n di vi d u al l e ar n er s i n a n e n s e m bl e ar e tr ai n e d o n.  T hi s t e c h ni q u e i s c o m m o nl y u s e d t o

i n cr e a s e t h e di v er sit y b et w e e n l e ar n er s ( Br ei m a n, 2 0 0 1).  F or e n s e m bl e cl u st eri n g, e a c h cl u s-

t eri n g c o n si d er s a s u b s et of t h e v ari a bl e s a n d s a m pl e s a s i n p ut.  A d diti o n all y, t h e n u m b er of

cl u st er s or p ar a m et er s s p e cifi c t o t h e c h o s e n cl u st eri n g al g orit h m c a n b e c h o s e n at r a n d o m,

w hi c h ulti m at el y d e cr e a s e s t h e s e n siti vit y of t h e o ut c o m e t o t h e c h oi c e of p ar a m et er s.

A c o n s e n s u s f u n cti o n i s r e q uir e d t o c o m bi n e cl u st eri n g s f oll o wi n g t h e c o n str u cti o n of t h e

cl u st eri n g s  m atri x.  Str e hl a n d  G h o s h ( 2 0 0 2) i ntr o d u c e 3  m et h o d s b y  w hi c h a c o n s e n s u s cl u st er-

i n g c a n b e e xtr a ct e d fr o m a cl u st eri n g e n s e m bl e.  T h e si m pl e st  m et h o d i s t o c o n si d er a n

si mil arit y  m atri x  w hi c h i s c o n str u ct e d b y c o u nti n g t h e n u m b er of ti m e s e a c h s a m pl e i s p air e d

wit h e a c h s a m pl e o v er all cl u st eri n g s i n t h e e n s e m bl e ( Fi g. 2. 2 1). I n t h e  R F t hi s  m atri x i s r e -

f err e d t o a s t h e pr o xi mit y  m atri x ( Af a n a d or,  S m oli n s k a,  Tr a n,  &  Bl a n c h et, 2 0 1 6;  Br ei m a n, 2 0 0 1).

Fi n all y, cl u st eri n g t hi s si mil arit y  m atri x gi v e s cl u st er s t h at ar e t h e c o n s e n s u s of all cl u st eri n g s i n

t h e e n s e m bl e.  F or e x a m pl e, t h e fi n al cl u st eri n g c o ul d b e g e n er at e d  wit h hi er ar c hi c al or s p e ctr al

cl u st eri n g of t h e si mil arit y  m atri x.

H o w e v er, t hi s p air wi s e- si mil arit y- b a s e d c o n s e n s u s f u n cti o n s c al e s p o orl y  wit h t h e si z e of t h e

i n p ut d at a s et si n c e t h e st or a g e a n d c o m p ut ati o n al r e q uir e m e nt s ar e q u a dr ati c  wit h ( R at h or e

et al., 2 0 1 8;  Str e hl  &  G h o s h, 2 0 0 2).  Str e hl a n d  G h o s h ( 2 0 0 2) d e v el o p t w o ot h er c o n s e n s u s

f u n cti o n s t h at ar e  m or e c o m pl e x b ut s c al e li n e arl y  wit h .  R o m ar y et al. ( 2 0 1 5) alt er n ati v el y

pr o p o s e a 2- st e p pr o c e s s  w h er e t h e cl u st eri n g i s o bt ai n e d o n a s u b s et of a l ar g e d at a b a s e,

f oll o w e d b y s u p er vi s e d cl a s sifi c ati o n t o pr e di ct t h e cl u st er l a b el s at t h e o mitt e d s a m pl e l o c ati o n s.

R e s e ar c h i nt o alt er n ati v e e n s e m bl e c o n s e n s u s f u n cti o n s i s o n g oi n g ( R at h or e et al., 2 0 1 8).
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2. Lit er at ur e  R e vi e w

P air wi s e si mil arit y  m atri x c o n s e n s u s f u n cti o n. L eft: I n di vi d u al cl u st eri n g s of a h y p ot h eti c al
d at a s et.  Ri g ht:  T h e p air wi s e si mil arit y  m atri x, or d er e d b y hi er ar c hi c al cl u st eri n g,  wit h a d e n dr o gr a m o n
t h e l eft a xi s.

T w o t y p e s of u n c ert ai nt y  m a y b e c o n si d er e d  w h e n u n d ert a ki n g st ati o n ar y d o m ai ni n g  w or kfl o w s.

Fir st, t h e all o c ati o n of a s a m pl e t o diff er e nt st ati o n ar y gr o u p s i s i n h er e ntl y u n c ert ai n.  T w o e x-

p ert s u n d ert a ki n g t hi s t a s k f or t h e s a m e d at a s et ar e u nli k el y t o c o d e all s a m pl e s i nt o t h e s a m e

s et s of st ati o n ar y d o m ai n s.  T hi s u n c ert ai nt y i s r ar el y q u a ntifi e d si n c e t h er e ar e n o stri ct r ul e s f or

g e n er ati n g st ati o n ar y d o m ai n s, e x c e pt t h at t h e y ar e r e q uir e d, a n d b ett er st ati o n ar y d o m ai n s  will

i m pr o v e t h e q u alit y of t h e g e o st ati sti c al  m o d el s ( R o s si  &  D e ut s c h, 2 0 1 4). T h e s e c o n d t y p e of

st ati o n ar y d o m ai n u n c ert ai nt y i n v ol v e s t h e l o c ati o n of b o u n d ari e s.  T hi s  w a s a d dr e s s e d i n  S e c-

ti o n 2. 2. 6 r el ati n g t o t h e l ar g e- s c al e d e ci si o n of g e ol o gi c al st ati o n arit y,  w h er e u n c ert ai nt y i n i m-

pli cit g e ol o gi c al  m o d eli n g c a n b e a c c e s s e d b y a c ali br at e d b a n d wi dt h of u n c ert ai nt y ( S e c. 2. 2. 6).

T h e  m o st  wi d el y u s e d  m et h o d a p pli e d t o u n c ert ai nt y i n st ati o n ar y d o m ai ni n g i s t o c o n si d er

t h e all o c ati o n of l o c ati o n s t o e a c h st ati o n ar y d o m ai n u n c ert ai n ( Fi g. 2. 2 2). I n pr a cti c e

t hi s i s a c c o m pli s h e d u si n g  mi xi n g  m o d el s, c o- kri gi n g, or c at e g ori c al si m ul ati o n,  wit h  mi xi n g

r el ati o n s hi p s or tr a n siti o n al st ati sti c s d et er mi n e d gl o b all y b et w e e n st ati o n ar y d o m ai n s ( E m er y

&  Orti z, 2 0 0 5;  M c L e n n a n, 2 0 0 8).

T h e n at ur e of b o u n d ari e s b et w e e n diff er e nt d o m ai n s i s  wi d el y st u di e d ( M c L e n n a n, 2 0 0 8).
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B o u n d ari e s c a n b e c h ar a ct eri z e d a s eit h er h ar d or s oft.  A h ar d b o u n d ar y i s c h ar a ct eri z e d b y

a br u pt c h a n g e s i n t h e v al u e of t h e  R V a cr o s s t h e b o u n d ar y.  C o n v er s el y, a s oft b o u n d ar y i s

c h ar a ct eri z e d b y a gr a d u al c h a n g e i n t h e  R V a cr o s s t h e b o u n d ar y.  T h e n at ur e of t h e b o u n d ari e s

p artl y d e p e n d s o n h o w t h e b o u n d ari e s ar e d efi n e d.  F or e x a m pl e, gr a d e d o m ai n s d efi n e d o n

ar bitr ar y c ut off s of a s p ati all y c orr el at e d  R V ar e e x p e ct e d t o h a v e s oft b o u n d ari e s.  Wit h o ut

c ar ef ul att e nti o n t o t h e b o u n d ar y r el ati o n s hi p s, bi a s e s a n d err or s  m a y b e i ntr o d u c e d t o t h e fi n al

n u m eri c al  m o d el s ( E m er y  &  Orti z, 2 0 0 5).

T h e n at ur e of t h e  R V n e ar b o u n d ari e s c a n b e c h ar a ct eri z e d b y pl otti n g t h e e x p e ct e d gr a d e

v al u e s a s a f u n cti o n of di st a n c e fr o m t h e b o u n d ar y.  U si n g t hi s a n al y si s t h e c o nt a ct c a n eit h er

b e d e e m e d h ar d or s oft.  A str at e g y f or g e o st ati sti c al  m o d eli n g n e ar b o u n d ari e s i s r e q uir e d i n

t h e pr e s e n c e of s oft b o u n d ari e s.  E m er y a n d  Orti z ( 2 0 0 5) pr o p o s e a c o- kri gi n g b a s e d a p pr o a c h

w h er e a n e sti m at e  m a d e i n t h e tr a n siti o n z o n e c o n si d er s s a m pl e s a n d st ati s ti c s fr o m b ot h d o-

m ai n s ( Fi g. 2. 1 4).  T hi s r e q uir e s a li n e ar  m o d el of c or e gi o n ali z ati o n ( L M C)  m o d el e d b et w e e n

d o m ai n s t o c a pt ur e t h e i nt er- d o m ai n a n d b et w e e n- d o m ai n s p ati al r el ati o n s hi p s i n t h e tr a n siti o n

z o n e.  M c L e n n a n ( 2 0 0 8) pr o p o s e s a li n e ar- mi xi n g  m o d el t h at  mi x e s e sti m at e s g e n er at e d i n t h e

tr a n siti o n z o n e i n d e p e n d e ntl y i n e a c h st ati o n ar y d o m ai n.  Alt h o u g h t hi s do e s n ot c o n si d er a n y

n o n- st ati o n arit y i n t h e tr a n siti o n z o n e, t h e  mi xi n g of e sti m at e d v al u e s s e e m s r e a s o n a bl e f or

c a pt uri n g b o u n d ar y r el ati o n s hi p s.

V ali d ati n g n u m eri c al  m o d el s of g e ol o gi c al d o m ai n s i s a n i nt er e sti n g a n d i m p ort a nt pr o bl e m a n d

t h er e ar e s e v er al a s p e ct s t h at  m u st b e c o n si d er e d.  N u m eri c al  m o d el s c a n n ev er b e f ull y v al-

i d at e d si n c e t h e e x h a u sti v e u n k n o w n tr ut h i s n ot a c c e s si bl e ( Or e s k e s,  S hra d er- Fr e c h ett e,  &

B elit z, 1 9 9 4).  T h e b e st v ali d ati o n of a n u m eri c al  m o d el t h at o n e c a n a c hi e v e i s t o c o m p ar e h o w

pr e di ct e d v al u e s  m at c h t h e  m e a s ur e d v al u e f o u n d at s a m pl e l o c ati o n s.  Cr o s s v ali d ati o n ( C V)

a n d a n al y si s of pr e di cti o n err or s pr o vi d e s a n o bj e cti v e  m e a s ur e of t h e pr e di cti v e p erf or m a n c e

of a st ati sti c al  m o d el o n t h e c oll e ct e d s a m pl e s ( F a s s h a u er  &  Z h a n g, 2 0 0 7;  H a sti e et al., 2 0 0 9;

R o s si  &  D e ut s c h, 2 0 1 4).  H o w e v er, t hi s st yl e of v ali d ati o n d o e s n ot v ali d at e a b s ol ut el y; t h er e

i s n o  m e a s ur e of g o o d n e s s a g ai n st t h e f ull tr ut h si n c e t hi s tr ut h i s i n a c c e s si bl e. I n st e a d, t hi s
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st yl e of v ali d ati o n c a n b e t h o u g ht of a s v erifi c ati o n; u s ef ul f or c o m p ari n g  m o d eli n g al g orit h m s or

diff er e nt p ar a m et eri z ati o n s of t h e s a m e al g orit h m ( R o s si  &  D e ut s c h, 2 0 1 4 ).  T h e a p pli c ati o n of

C V u s u all y c o n si d er s a  K-f ol d,  w h er e t h e d at a s et i s p artiti o n e d i nt o di sj oi nt r a n d o m s u b s et s

a n d t h e v al u e s i n t h e p artiti o n ar e c o n si d er e d t o b e t h e tr ut h a n d pr e di ct e d u si n g t h e r e m ai n-

d er of t h e d at a s et ( Fi g. 2. 2 3;  H a sti e et al., 2 0 0 9).  T hi s i s s y n o n y m o u sl y r ef err e d t o a s l e a v e

o ut cr o s s v ali d ati o n or s o m eti m e s j a c k k nif e.  Alt er n ati v el y if , t hi s i s si m pl y r ef err e d t o

a s cr o s s v ali d ati o n,  w h er e e a c h s a m pl e l o c ati o n i s r e- e sti m at e d c o n si d eri n g t h e e ntir e d at a s et.

F or drill h ol e d at a s et s i n g e o st ati sti c s, t h e  K-f ol d  m u st p artiti o n b a s e d o n f ull drill h ol e s i n or d er

t o g e n er at e r e pr e s e nt ati v e v ali d ati o n  m etri c s.

G e n er all y t h e  m o st i m p ort a nt v ali d ati o n i n g e o st ati sti c s i s o bt ai n e d b y r e c o n cili n g pr e di ct e d

gr a d e s a n d t o n n a g e s  wit h pr o d u cti o n d at a.  H o w e v er, a s t hi s r e q uir e s pr o d u cti o n, it c a n h ar dl y

b e u s e d t o v ali d at e n e ar t h e b e gi n ni n g of a pr oj e ct.  M or e c o m m o nl y a s et of g e o st ati sti c al

al g orit h m s c a n i niti all y b e v ali d at e d t hr o u g h  K-f ol d  m et h o d ol o gi e s.  O n c e hi g h er-r e s ol uti o n i n-

f or m ati o n i s a v ail a bl e, eit h er t hr o u g h a d diti o n al drilli n g c a m p ai g n s, deli n e ati o n drilli n g, gr a d e

c o ntr ol or pr o d u cti o n, t h e gr a d e s pr e di ct e d fr o m t h e i niti al  m o d el  m u st b e r e c o n cil e d  wit h t h e

n e w i nf or m ati o n, a n d  m o d el p ar a m et er s u p d at e d t o a c c o u nt f or a n y diff er e n c e s.
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E x a m pl e of  mi xi n g st ati o n ar y p o p ul ati o n s al o n g t h e b o u n d ar y b et w e e n  m o d e li n g d o m ai n s.
E sti m at e s at u n s a m pl e d l o c ati o n s n e ar t h e b o u n d ar y c o n si d er s a m pl e s fr o m diff er e nt st ati o n ar y p o p ul a-
ti o n s.

K-f ol d a n al y si s  wit h 3-f ol d s.  V ali d ati o n r e q uir e s 3 pr e di cti o n r u n s  w h er e t h e s a m pl e s fr o m
e a c h f ol d c o m pri s e t h e t e st d at a s et,  wit h t h e r e m ai n d er of t h e d at a f or mi n g t h e tr ai ni n g d at a s et.
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T hi s c h a pt er r e vi e w s t h e c urr e nt pr a cti c e i n g e o st ati sti c s f or g e n er ati n g b o u n d ar y  m o d el s a n d

d efi ni n g gr o u p s of s a m pl e s f or st ati sti c al  m o d eli n g.  S p e cifi c all y:

1.  T h e g e n er ati o n of g e ol o gi c al b o u n d ari e s fr o m l ar g e d at a s et s c o n si d eri n g  R B F i nt er p ol a-

t or s;

2.  M et h o d ol o gi e s t o g e n er at e st ati o n ar y d o m ai n s c o n si d eri n g t h e i nf or m ati o n c o nt ai n e d i n

t h e g e ol o gi c al l o g s;

3.  Cl u st eri n g t e c h ni q u e s t o d efi n e gr o u p s of si mil ar s a m pl e s;

4.  E n s e m bl e cl u st eri n g t o r e d u c e s e n siti vit y of r e s ult s t o p ar a m et eri z at i o n;

5.  V ali d ati o n of g e o st ati sti c al pr e di cti o n s.

E xi sti n g r e s e ar c h i nt o g e ol o gi c al b o u n d ar y  m o d eli n g d o e s n ot a d dr e s s t h e n e e d f or a g e n er-

ali z e d i nt er p ol ati o n  wit h L V A f or d e n s e d at a e n vir o n m e nt s.  T h er e i s al s o a n e e d f or t o ol s a n d

m et h o d ol o gi e s t o ai d t h e i nt er pr et ati o n of l o c al str u ct ur al f e at ur e s fr o m t h e c o m p o sit e d at a s et s.

C urr e nt pr a cti c e l a c k s pr a cti c al t o ol s a n d g ui d eli n e s f or t h e st ati o n ar y d o m ai ni n g  w or kfl o w.

T h e s e t w o c o m p o n e nt s f or m a n i m p ort a nt pr e c ur s or t o g e o st ati sti c al  m o d el i n g t h at s h o ul d b e

gi v e n c ar e.
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T hi s c h a pt er d e v el o p s a  m et h o d ol o g y t o i m pr o v e g e ol o gi c al f e at ur e r e pr o d u cti o n of i m pli cit  m o d-

el s.  T h e t e c h ni q u e  m ai nl y t ar g et s a c a s e of  m e di u m t o hi g h d e n sit y s a m pli n g r el ati v e t o t h e g e-

ol o gi c al v ari a bilit y,  w h er e l o c al a ni s otr o pi c pr o p erti e s c a n b e i nf err e d dir e ctl y fr o m t h e s a m pl e s.

T hi s i s c o m m o n i n  mi ni n g,  w h er e a b u n d a nt d at a ar e a v ail a bl e t o c o n str u ct b o u n d ar y  m o d el s a n d

a d v a n c e d vi s u ali z ati o n t e c h ni q u e s ( s u c h a s t h e ‘ X- R a y  Pl u n g e’;  C o w a n, 2 0 1 4) ar e r e q uir e d t o

c orr e ctl y i nt er pr et a n d  m o d el c o m pl e x l o c al ori e nt ati o n s of c o nti n uit y i n 3 D. I n t h e s e t y p e s of d o-

m ai n s, i m pli cit  m o d el s t h at a c c o u nt f or l o c al c o nti n uiti e s b ett er c a pt ur e g e ol o gi c al r el ati o n s hi p s.

T h e pr o p o s e d  m et h o d ol o g y r e s ult s i n s u bj e cti v el y a n d o bj e cti v el y b ett er g e ol o gi c al  m o d el s, a n d

si m plifi e d p ar a m et er i nf er e n c e f or c o m pl e x d o m ai n s.

G e ol o gi c all y r e ali sti c b o u n d ari e s ar e a n i m p ort a nt pr e c ur s or t o g e o st ati sti c al  m o d el s.  B o u n d-

ari e s d efi n e t h e l o c ati o n, e xt e nt s, v ol u m e a n d ulti m at el y t o n n a g e of a  mi n er ali z e d r e s o ur c e.

T h u s,  m o d eli n g r e ali sti c g e ol o gi c al b o u n d ari e s  w hil e si m ult a n e o u sl y c a pt uri n g a s s o ci at e d u n-

c ert ai nti e s i s a n i m p ort a nt c o m p o n e nt of g e o st ati sti c al  m o d eli n g.  G e ol o gi c al d o m ai n s oft e n

c o nt ai n n o n-li n e ar f e at ur e s t h at ar e n ot a d e q u at el y d e s cri b e d b y a si n gl e dir e cti o n of c o nti n uit y.

S e c o n d- or d er n o n- st ati o n ar y e sti m ati o n fr a m e w or k s c a n i n c or p or at e r e ali sti c c ur vili n e ar i nt er-

pr et ati o n s of s u b s urf a c e g e o m etri e s.  A  R B F b a s e d i m pli cit  m o d eli n g fr a m e w or k i s d e v el o p e d

i n t hi s c h a pt er; u si n g d o m ai n d e c o m p o siti o n, t h e fr a m e w or k all o w s i n c or p or ati o n of l o c all y v ar y-

i n g ori e nt ati o n s a n d  m a g nit u d e s of a ni s otr o p y t o t h e g e n er at e d b o u n d ari e s.  T h e i nt er p ol ati o n

fr a m e w or k i s p air e d  wit h a  m et h o d t o a ut o m ati c all y i nf er l o c al str u ct ur al ori e nt ati o n s,  w hi c h r e-

s ult s i n a r a pi d a n d it er ati v e n o n- st ati o n ar y b o u n d ar y  m o d eli n g t e c h ni q u e t h at c a n r efi n e l o c all y
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3.  G e ol o gi c al  B o u n d ar y  M o d eli n g  wit h  U n c ert ai nt y

a ni s otr o pi c g e ol o gi c al s h a p e s a ut o m ati c all y fr o m t h e s a m pl e d at a.  T h e  m et h o d i s c o m p ati bl e

wit h e xi sti n g  m et h o d ol o gi e s f or q u a ntif yi n g t h e v ol u m etri c u n c ert ai nt y .

I d e ntif yi n g, i nt er pr eti n g a n d p ar a m et eri zi n g g e ol o gi c al f e at ur e s t o i mpli cit b o u n d ar y  m o d el s i s

n ot tri vi al.  T hi s c o m p o n e nt of i m pli cit  m o d eli n g i s tr a diti o n all y i m pl e m e nt e d u si n g t o ol s t h at al-

l o w f or t h e e x pli cit c o ntr ol of g e ol o gi c al f e at ur e s t hr o u g h i nt er a cti v e 3 D- di giti z ati o n ( Fi g. 3. 1).

I nt er pr eti n g l o c al f e at ur e s fr o m t h e p oi nt d at a s et f or m s a n i m p ort a nt c o m p o n e nt of t hi s  w or k-

fl o w; si g nifi c a nt u n c ert ai nt y i s pr e s e nt i n t hi s st e p si n c e i nt er pr et atio n s fr o m diff er e nt i n di vi d u al s

ar e u nli k el y t o b e i d e nti c al a n d t hi s i nt er pr et ati o n h a s a l ar g e a n d s u bj e cti v e i m p a ct o n t h e fi n al

m o d el ( Li n d s a y et al., 2 0 1 2, 2 0 1 3).  O n c e i nt er pr et e d, i n c or p or ati n g l o c al f e at ur e s t o t h e b o u n d-

ar y  m o d el s i s r el ati v el y  w ell e x pl or e d  wit h s e c o n d- or d er n o n- st ati o n ar y i nt er p ol ati o n t e c h ni q u e s,

i n cl u di n g: p artiti o ni n g; u nf ol di n g; c o or di n at e tr a n sf or m ati o n s; or s pa c e d ef or m ati o n.  Oft e n a

pr eli mi n ar y i s otr o pi c  m o d el i s g e n er at e d f or i n s p e cti o n, a n d t o g ui d e i nt er a cti v e r efi n e m e nt of

l o c al f e at ur e s a n d g e ol o gi c all y r e a s o n a bl e s h a p e s ( Fi g. 3. 1;  C o w a n et al., 2 0 0 3; L e u a n gt h o n g

&  Sri v a st a v a, 2 0 1 2).  T hr e e- di m e n si o n al vi s u ali z ati o n  m et h o d ol o gi e s c a n b e u s e d t o ai d i d e n-

tifi c ati o n of l o c al str u ct ur al ori e nt ati o n s b y o b s er vi n g gr a d e c o nti n uiti e s i n diff er e nt dir e cti o n s

wit h a r ot ati n g vi e w, s el e cti v e o p a cit y a n d filt er s ( C o w a n, 2 0 1 4).  T h e g o al of all  m et h o d ol o gi e s

i s t o i d e ntif y a n d di giti z e l o c al str u ct ur e s s u c h t h at t h e  S D F i nt er p ol ati o n al g orit h m i s a bl e t o

r e pr o d u c e t h e i nt er pr et e d f e at ur e s.

T h e i d e ali z e d g e ol o gi c al  m o d el h a s f a mili ar f or m s a n d p att er n s, g e ol o gi c al  m e a ni n g, e m b e d-

d e d g e ol o gi c al k n o wl e d g e, c o n si st e nt g e ol o gi c al t o p ol o g y a n d t h e c orr e c t g e ol o gi c al r el ati o n-

s hi p s ( Hilli er et al., 2 0 1 5).  T h e i nt er pr et ati o n s b et w e e n a n d a w a y fr o m t h e i n p ut d at a ar e s u bj e ct

t o t h e di s cr eti o n of t h e  m o d el er, t h e p ur p o s e of t h e  m o d el a n d t h e al g orit h m s u s e d t o c h ar a c-

t eri z e t h e n at ur e of t h e b o u n d ari e s.  T h e crit eri a t h at c h ar a ct eri z e s t h e qu alit y of a g e ol o gi c al

m o d el i s s u bj e cti v e si n c e it d e p e n d s o n t h e i nt er pr et ati o n of t h e g e ol o gi c al  m o d el er, t h e i nt er-

pr et ati o n of t h e  m o d el e v al u at or a n d t h e p ur p o s e of t h e  m o d el.  Alt h o u g h s e v er al  m o d el s c a n

b e g e n er at e d, t h e q u alit y, a n d t h u s pr ef er e n c e b et w e e n diff er e nt  m o d el s, c a n n ot b e a s s e s s e d

q u a ntit ati v el y si n c e t h er e i s a n u n k n o w n tr u e  m o d el a n d a n y  m etri c of g e ol o gi c al q u alit y fr o m
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3.  G e ol o gi c al  B o u n d ar y  M o d eli n g  wit h  U n c ert ai nt y

( a) ( b)

( a) I s otr o pi c  R B F i nt er p ol ati o n s h o wi n g ‘ bl o b b y’ r a di al-li k e s h a p e s t hro u g h o ut t h e  m o d el, ( b)
t h e i d e ali z e d v er si o n of ( a)  wit h r e pr e s e nt ati v e l o c al a ni s otr o p y (r e pr od u c e d fr o m:  C o w a n et al., 2 0 0 3)

t h e c urr e nt e x p ert i s i m pli citl y bi a s e d.  A  K-f ol d cr o s s v ali d ati o n e x er cis e ( s e e:  S e c. 2. 6) c a n

b e u s e d t o j u stif y o n e al g orit h m or p ar a m et eri z ati o n o v er a n ot h er f or i m pl i cit g e ol o gi c al  m o d el-

i n g, h o w e v er, a n i n cr e a s e i n pr e di cti o n a c c ur a c y d o e s n ot n e c e s s aril y e n s ur e t h e t ar g et l o c al

f e at ur e s ar e r e pr o d u c e d.

F or t h e r e m ai n d er of t hi s c h a pt er, a b o u n d ar y  m o d el t h at i s g e ol o gi c all y r e pr e s e nt ati v e i s

o n e t h at  m at c h e s t h e g e ol o gi c al i nt er pr et ati o n b y c a pt uri n g l o c al f e at ur e s ( e. g.,  Fi g. 3. 1 b). I n

pr a cti c e t hi s i s a c hi e v e d b y c o n si d eri n g L V A,  w h er e t h e L V A i s p ar a m et eri z e d t o r e pr e s e nt l o c all y

v ari a bl e g e ol o gi c al c o n diti o n s.  A p pli c ati o n s of L V A i n i m pli cit  m o d eli n g ar e n ot  wi d el y e x pl or e d

i n t h e lit er at ur e, t h o u g h it i s n ot e d t h at i m pli cit  m o d el s  m u st b e g e n er at e d  wit h c ar e t o r e s p e ct g e-

ol o gi c al i nt er pr et ati o n s.  R e c all t h e  P U  R B F i nt er p ol ati o n fr a m e w or k pr e s e nt e d i n  S e cti o n 2. 2. 5

w h er e a r e c ur si v e d e c o m p o siti o n of t h e d at a s et r e s ult s i n s e v er al o v erl a p pi n g p artiti o n s  wit h

r o u g hl y e q u al n u m b er s of d at a a s si g n e d t o e a c h ( Fi g. 3. 3).  T h e r e m ai n d er of t hi s c h a pt er d e v el-

o p s a  m et h o d ol o g y u si n g t h e  P U i nt er p ol ati o n fr a m e w or k t o it er ati v el y r efi n e g e ol o gi c al f e at ur e s

t o g e ol o gi c al b o u n d ar y  m o d el s.
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3.  G e ol o gi c al  B o u n d ar y  M o d eli n g  wit h  U n c ert ai nt y

M o d el 
a p pr o pri at e 
a ni s otr o p y

I d e ntif y G e ol o gi c al 
B o di es f or B o u n d ar y 

M o d eli n g

G e n er at e b o u n d ar y 
m o d el c o nsi d eri n g 
c urr e nt a nis otr o p y

C h e c k if b o u n d ar y 
m o d el is s uffi ci e ntl y 

c h a n g e d

It er ati v e b o u n d ar y r efi n e m e nt al g orit h m.  A ni s otr o p y i s i nf err e d at e a c h st a g e u si n g a p pr o-
pri at e  m et h o d ol o gi e s f or t h e n at ur e of t h e c urr e nt i nf or m ati o n.

T h e pr o p o s e d al g orit h m i s t o it er ati v el y r efi n e g e ol o gi c al b o u n d ar y  m o d e l s b y u p d ati n g l o c al

a ni s otr o p y p ar a m et er s g e n er at e d fr o m pr e vi o u s b o u n d ar y  m o d el s.  T h e al g orit h m h a s t w o  m ai n

c o m p o n e nt s: a  m et h o d t o i m pli citl y  m o d el  wit h L V A, a n d a  m et h o d t o a ut o m ati c all y i nf er l o c al

ori e nt ati o n s fr o m pr e vi o u s b o u n d ar y  m o d el s.  T h e st e p s of t h e pr o p o s e d al g orit h m ar e s h o w n

i n  Fi g ur e 3. 2  w h er e e a c h i m pli cit  m o d el c o n si d er s t h e a ni s otr o p y i nf err e d fr o m t h e pr e vi o u sl y

g e n er at e d  m o d el.

T h e pr o p o s e d it er ati v e r efi n e m e nt al g orit h m i s d e v el o p e d u si n g a t e st d at a s et  w h er e t h e

t ar g et g e ol o gi c al str u ct ur e c a n n ot b e a d e q u at el y  m o d el e d u si n g a gl o b al s et of a ni s otr o pi c p a-

r a m et er s.  Fi g ur e 3. 3 a s h o w s t h e l o c ati o n s of t h e c o m p o sit e s a m pl e s t h at ar e c o d e d a s eit h er

i n si d e or o ut si d e t h e d o m ai n of i nt er e st.  T h e  S D F i s c al c ul at e d fr o m t h e l o c ati o n of t h e c at e g ori-

c al s a m pl e s ( Fi g. 3. 3 b).  A s et of gl o b al a ni s otr o pi c p ar a m et er s ar e e xtr a ct e d b y c al c ul ati n g a n d

m o d eli n g t h e e x p eri m e nt al v ari o gr a m of t h e  S D F ( Fi g. 3. 4).  A n i niti al b o u n d ar y  m o d el i s g e n er-

at e d u si n g t h e  P U  R B F i nt er p ol ati o n al g orit h m fr o m  S e cti o n 2. 2. 5 ( Fi g. 3. 5 a).  T h e b o u n d ari e s

b et w e e n i n si d e a n d o ut si d e ar e e xtr a ct e d b y fi n di n g t h e 0-l e v el c o nt o ur i n t h e i nt er p ol at e d  S D F.
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3.  G e ol o gi c al  B o u n d ar y  M o d eli n g  wit h  U n c ert ai nt y

E x a m pl e d o m ai n s h o wi n g t h e l o c ati o n s of t h e ( a) c at e g ori c al d at a s et a n d ( b) t h e c al c ul at e d
S D F at t h e d at a l o c ati o n s.

E x p eri m e nt al a n d fitt e d  m o d el v ari o gr a m s c al c ul at e d f or t h e  S D F f or i n di c at or 2 i n t h e d o m ai n
s h o w n i n  Fi g ur e 3. 3.  E x p eri m e nt al v ari o gr a m s ar e fitt e d  wit h a  G a u s si a n  m o d el. ( a)  T h e  m aj or dir e cti o n,
w hi c h i n t hi s c a s e i s v erti c al. ( b) t h e  mi n or dir e cti o n,  w hi c h i s h ori z o nt al o n t hi s cr o s s s e cti o n.

Alt h o u g h t h e s e b o u n d ari e s g e n er at e d u n d er a n a s s u m pti o n of gl o b al a ni s ot r o p y ar e r e a s o n a bl e

f or t h e l eft-li m b of t h e f ol d e d str u ct ur e ( Fi g. 3. 5 a), t h e ri g ht li m b c a n b e i m pr o v e d t o b ett er  m at c h

a n i nt er pr et ati o n of d o w n- di p c o nti n uit y.

T h e  P U g e n er at e s s e v er al s m all o v erl a p pi n g s u b pr o bl e m s t h at c a n b e i nt er p ol at e d i n d e p e n-

d e ntl y a n d c o m bi n e d t o t h e gl o b al i n a p o st- pr o c e s si n g st e p.  A l o c all y a ni s otr o pi c k er n el i n

e a c h p artiti o n i s pr o p o s e d t o i n c or p or at e L V A t o i m pli cit b o u n d ar y  m o d el s.  T hi s i s f or m ul at e d
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3.  G e ol o gi c al  B o u n d ar y  M o d eli n g  wit h  U n c ert ai nt y

( a)  Gl o b al a ni s otr o p y. ( b) I nt er pr et e d l o c al a ni s otr o p y

a s a  m o difi c ati o n t o  E q u ati o n 2. 3:

( 3. 1)

w h er e f or e a c h p artiti o n t h e k er n el i s u ni q u e a n d h a s pr o p erti e s of a ni s otr o p y a n d s u p p ort

t h at ar e r e pr e s e nt ati v e of t h e l o c al d at a.  A s i n  Fi g ur e 2. 6 c a n d d, t h e a ni s otr o pi c k er n el d e-

cr e a s e s t h e si mil arit y of p oi nt s f o u n d al o n g n o n- pri n ci pl e ori e nt ati o n s.  T h e r e s ult i s si mil ar t o

a ni s otr o p y a p pli e d gl o b all y; di s c o n n e ct e d r e gi o n s b e c o m e c o n n e ct e d a n d l o c al f e at ur e s str et c h

t o b e c o m e  m or e r e pr e s e nt ati v e of t h e l o c al d at a s et.  F or e x a m pl e, a s et of l o c al ori e nt ati o n s a n d

r a n g e s of a ni s otr o p y ar e g e n er at e d t hr o u g h  m a n u al i nt er pr et ati o n,  w h er e c o nti n uit y i s e x p e ct e d

d o w n- di p o n t h e li m b s of t h e f ol d e d str u ct ur e.  T h e i nt er pr et e d ori e nt ati o n s ar e s h o w n a s bl u e

v e ct or s  wit h t h e p artiti o n c e ntr oi d i n r e d i n  Fi g ur e 3. 5 b.  T h e r e s ult of  P U i nt er p ol ati o n  wit h l o c al

a ni s otr o p y i s s h o w n a s t h e  w hit e b o u n d ar y i n  Fi g ur e 3. 5 b.  T hi s b o u n d ar y h a s t h e e x p e ct e d

d o w n- di p c o nti n uit y a n d i m pr o v e s t h e g e ol o gi c al f e at ur e r e pr o d u cti o n  w h e n c o m p ar e d t o t h e

gl o b all y a ni s otr o pi c  m o d el.

I nf er e n c e of L V A p ar a m et er s i s  w ell st u di e d ( F o u e dji o, 2 0 1 6 b; Lill a h  &  B ois v ert, 2 0 1 5;  M a c h u c a-

M or y  &  D e ut s c h, 2 0 1 3). Lill a h a n d  B oi s v ert ( 2 0 1 5) d e v el o p s e v er al  m et h o d ol o gi e s t o i nf er t h e

l o c al ori e nt ati o n s fr o m b ot h p oi nt a n d gri d d e d d at a s o ur c e s.  W h e n a p oi nt d at a s et pr o vi d e s

i n s uffi ci e nt i nf or m ati o n, Lill a h a n d  B oi s v ert ( 2 0 1 5) r e c o m m e n d t o g e n er at e a n e utr al gri d d e d
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3.  G e ol o gi c al  B o u n d ar y  M o d eli n g  wit h  U n c ert ai nt y

m o d el  wit h gl o b al or di n ar y kri gi n g a n d a hi g h- n u g g et i s otr o pi c v ari o gr a m .  T h e g o al i s t o a s-

si g n v al u e s of t h e s p ar s e p oi nt d at a t o t h e  m o d eli n g gri d t o e n s ur e e x h a u sti v e i nf or m ati o n i s

a v ail a bl e f or ori e nt ati o n e xtr a cti o n al g orit h m s.  Ori e nt ati o n s ar e e xtr a ct e d fr o m gri d d e d d at a s et s

b y a n al y zi n g c o v ari a n c e or gr a di e nt s c al c ul at e d i n  m o vi n g  wi n d o w s ( F e n g  & Mil a nf ar, 2 0 0 2;

H a s s a n p o ur  &  D e ut s c h, 2 0 0 7; Lill a h  &  B oi s v ert, 2 0 1 5).

F e n g a n d  Mil a nf ar ( 2 0 0 2) d e v el o p a  m ulti-l e v el al g orit h m  w h er e bl o c k a v er a gi n g a n d

b et w e e n-l a y er  w ei g hti n g e xtr a ct s ori e nt ati o n s fr o m n oi s y i n p ut d at a s et s.  T h o s e a ut h or s u s e

si n g ul ar v al u e d e c o m p o siti o n ( S V D) of a n -l o n g gr a di e nt  m atri x c o n str u ct e d fr o m t h e gr a di e nt

v al u e s c al c ul at e d i n l o c al  wi n d o w s:

( 3. 2)

W h er e i s t h e gr a di e nt  m atri x f or c ell s f o u n d i n e a c h  wi n d o w, ar e t h e si n g ul ar v al u e s a n d

i s t h e r ot ati o n  m atri x o bt ai n e d fr o m  S V D.  T h e i m pl e m e nt ati o n fr o m  F e n g a n d  Mil a nf ar ( 2 0 0 2)

i s d e v el o p e d f or 2 D a p pli c ati o n s a p pli e d t o i m a g e s; t h e al g orit h m i s  m o difi e d h er e f or 3 D b y

i n cl u di n g c al c ul ati o n s i n t h e t hir d c o or di n at e di m e n si o n.  T h u s f or 3 D d o m ai n s t h e m atri x i s

, a n d t h e  S V D of pr o d u c e s a ort h o g o n al r ot ati o n  m atri x ,  wit h t h e fir st v e ct or

i n di c ati n g i n t h e dir e cti o n of t h e l ar g e st c h a n g e i n gr a di e nt s f or e a c h l o c al  wi n d o w.  T h e  m ulti-

l a y er al g orit h m t a k e s a n i n p ut gri d d e d d at a s et a n d bl o c k a v er a g e s t h e gri dd e d d at a t o a c o ar s er

r e s ol uti o n.  B e gi n ni n g at t h e c o ar s e st t o p- m o st l a y er, e sti m at e d ori e nt ati o n s ar e pr o p a g at e d b y

w ei g hti n g t h e c o m p o n e nt s of t h e e sti m at e d ori e nt ati o n v e ct or s fr o m t h e c urr e nt l a y er  wit h t h o s e

e sti m at e d fr o m t h e l a y er a b o v e:

( 3. 3)

w h er e t h e a n d i n di c at e t h e c urr e nt a n d u p p er l a y er, r e s p e cti v el y.  W ei g ht s f or e a c h ori e n-

t ati o n e sti m at e ar e c al c ul at e d a s:

( 3. 4)
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3.  G e ol o gi c al  B o u n d ar y  M o d eli n g  wit h  U n c ert ai nt y

E x a m pl e of t h e ori e nt ati o n e xtr a ct e d fr o m t h e gr a di e nt- S V D al g orit h m i m pl e m e nt e d i n 3 D

w h er e ar e t h e e n er gi e s c al c ul at e d f or e a c h l a y er a s:

( 3. 5)

W h e n a n ori e nt ati o n i s d o mi n a nt  wit hi n a l o c al  wi n d o w, t h e  m a g nit u d e of t h e si n g ul ar v al u e s

fr o m gr a di e nt d e c o m p o siti o n  will diff er si g nifi c a ntl y, r e s ulti n g i n a hi g h e n er g y c al c ul at e d f or t h at

l o c al  wi n d o w, a n d t h u s  m or e  w ei g ht gi v e n t o t h at ori e nt ati o n e sti m at e  w h e n c o n si d eri n g fi n er

l a y er s.  C o n v er s el y if t h e ori e nt ati o n i s n ot d o mi n a nt, t h e si n g ul ar v al u e s ar e  m or e e q u al i n

m a g nit u d e r e s ulti n g i n a l o w er e n er g y f or t h at ori e nt ati o n e sti m at e.

T h e ori e nt ati o n e xtr a ct e d fr o m t h e gr a di e nt al g orit h m p oi nt s i n t h e dir e cti o n of gr e at e st

c h a n g e, a n d i n 2 D t h e c o n v er si o n fr o m t hi s t o t h e dir e cti o n of gr e at e st c o nti n uit y i s tri vi al.  H o w-

e v er, e xtr a c o n si d er ati o n i s r e q uir e d t o e xtr a ct ori e nt ati o n s i n 3 D.  Fi g ur e 3. 6 s h o w s t h e diff er e nt

dir e cti o n s e xtr a ct e d fr o m t h e 3 D- gr a di e nt al g orit h m.  T h e  S D F r e pr e s e nt s a n i d e al t ar g et f or

t hi s ori e nt ati o n e xtr a cti o n al g orit h m si n c e t h e  S D F i s h y p er- c o nti n u o u s a s i s o- v al u e s urf a c e s

p ar all el  wit h t h e t ar g et b o u n di n g s urf a c e s, a n d t h e v e ct or e xtr a ct e d fr o m t h e gr a di e nt al g orit h m

i s s urf a c e- n or m al t o t h e s e b o u n d ari e s ( Fi g. 3. 6).  T h e di p- dir e cti o n a n d di p ( G S LI B , )

ar e e xtr a ct e d a s:

( 3. 6)

w h er e , a n d ar e t h e c o m p o n e nt s of t h e n or m al v e ct or e xtr a ct e d at e a c h l o c ati o n fr o m

t h e gr a di e nt- S V D al g orit h m, a n d t h e e xtr a ct e d a n d ar e  m o difi e d t o e n s ur e t h at t h e

v e ct or i s al w a y s d o w n- di p pi n g.
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E xtr a cti o n of t h e p artiti o n-r e pr e s e nt ati v e ori e nt ati o n s. ( a)  S h o w s t h e p artiti o n c e nt er s (r e d
p oi nt s), b o u n d ari e s ( c ol or e d b o x e s), a n d t h e e x h a u sti v e l o c al a ni s otr o p y e xtr a ct e d u si n g t h e  F e n g a n d
Mil a nf ar ( 2 0 0 2) al g orit h m. ( b)  S h o w s 3 i n s et  m a p s  w h er e t h e p artiti o n-r e pr e s e nt ati v e ori e nt ati o n (r e d) i s
e xtr a ct e d fr o m t h e e x h a u sti v e ori e nt ati o n s ( bl u e).

Fi g ur e 3. 7 s h o w s a n  S D F  m o d el of t h e s a m pl e d o m ai n  w h er e t h e c ol or of t h e i nt er p ol at e d

S D F i s bi n n e d t o b et w e e n - 7 5 a n d  + 7 5, hi g hli g hti n g t h e l o c ati o n of t h e b o u n d ar y a n d t h e l o c a-

ti o n s of i m p ort a nt gr a di e nt s i n t h e  S D F ( e. g. n e ar t h e b o u n d ar y).  T h e s et of p artiti o n b o u n d-

ari e s a n d c e nt er s ar e s h o w n  wit h t h e c ol or e d b o x e s a n d r e d p oi nt s, r e s p e cti v el y ( Fi g. 3. 7 a).

T h e s et of l o c al ori e nt ati o n s e xtr a ct e d u si n g t h e gr a di e nt- p yr a mi d t e c h n i q u e d e v el o p e d a b o v e

ar e s h o w n  wit h t h e bl u e v e ct or s ( Fi g. 3. 7 a).  T hi s  m ultil e v el gr a di e nt- S V D a n al y si s d efi n e s a

s et of a ni s otr o pi c p ar a m et er s ( stri k e, di p, pl u n g e, , ) f or all l o c ati o n s i n

t h e d o m ai n ( Fi g. 3. 7 a).  F or e a c h p artiti o n fr o m t h e  P U d e c o m p o siti o n, t h e pr o bl e m i s n o w t o

o pti m all y c o m bi n e t h e a ni s otr o pi c p ar a m et er s fr o m t h e p artiti o n t o r e pr e s e nt t h e  m o st i m p ort a nt

ori e nt ati o n f or t h at p artiti o n.

O n e u s ef ul v al u e g e n er at e d fr o m t h e gr a di e nt d e c o m p o siti o n i s t h e r el ati v e e n er g y of e a c h

ori e nt ati o n i n t h e gr a di e nt  wi n d o w.  A s s h o w n i n  E q u ati o n 3. 5, t h e e n er g y i s d eri v e d fr o m t h e

m a g nit u d e of t h e si n g ul ar v al u e s, a n d gi v e s a  m e a s ur e of t h e d o mi n a n c e of t h e ori e nt ati o n e s-

ti m at e d  wit hi n e a c h l o c al  wi n d o w.  F e n g a n d  Mil a nf ar ( 2 0 0 2) u s e t h e s e e n er gi e s t o pr o p a g at e

ori e nt ati o n e sti m at e s b et w e e n l a y er s t o e n s ur e t h at r e a s o n a bl e ori e nt ati o n s ar e e xtr a ct e d i n t h e

pr e s e n c e of n oi s e.  H er e, t h e g o al i s t o o bt ai n a n ori e nt ati o n e sti m at e f or e a c h p artiti o n c o n si d-

eri n g t h e s et of ori e nt ati o n s e n c o m p a s s e d  wit hi n e a c h p artiti o n.  U si n g t h e e n er g y a s s o ci at e d
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wit h e a c h ori e nt ati o n, t h e p artiti o n ori e nt ati o n i s e sti m at e d b y  w ei g hti n g ori e nt ati o n s e sti m at e d

i n e a c h c ell b y t h e a s s o ci at e d e n er g y, a n d e n s uri n g t h e  w ei g ht s s u m t o 1:

( 3. 7)

f or all c ell s c o nt ai n e d i n e a c h p artiti o n.  Si n c e t h e e sti m at e d ori e nt ati o n s d o n ot c o nt ai n a

tilt- c o m p o n e nt ( e. g., ) t h e ori e nt ati o n a v er a gi n g i s gr e atl y si m plifi e d a s t h e  w ei g ht e d

li n e ar c o m bi n ati o n of t h e v e ct or c o m p o n e nt s  wit h c o n si d er ati o n t o t h e a xi al n at ur e i s s uit a bl e

( a s i n:  M a c h u c a- M or y,  R e e s,  & L e u a n gt h o n g, 2 0 1 5).  T h e r e s ulti n g p artiti o n- ori e nt ati o n r e pr e-

s e nt s t h e  m o st d o mi n a nt ori e nt ati o n fr o m t h e e sti m at e d e n er gi e s.  S et s of p artiti o n ori e nt ati o n s

e sti m at e d fr o m t h e e x h a u sti v e ori e nt ati o n s ar e s h o w n i n  Fi g ur e 3. 7 b.  T h e i n s et  m a p s s h o w t h e

r e pr e s e nt ati v e p artiti o n ori e nt ati o n( s) e xtr a ct e d fr o m t h e e x h a u sti v e ori e nt ati o n fi el d. I n c a s e s

w h er e p artiti o n s e n c o m p a s s  m a n y pr e d o mi n a nt s et s of ori e nt ati o n s, t hi s a v er a gi n g c o ul d r e s ult

p artiti o n ori e nt ati o n s t h at d o n ot r efl e ct t h e d at a. I n t hi s c a s e,  m o dif yi n g t h e p artiti o ni n g o v erl a p

i n t h e x, y or z dir e cti o n s t o e n c o m p a s s l e s s of t h e ori e nt ati o n- v ari a bilit y or r e- p artiti o ni n g  wit h

f e w er d at a- p er- p artiti o n i s r e c o m m e n d e d.

T h e c o m bi n ati o n of p artiti o n ori e nt ati o n e xtr a cti o n a n d t h e  P U  R B F i nt er p ol ati o n al g orit h m c o m-

pri s e s t h e pr o p o s e d it er ati v e b o u n d ar y  m o d eli n g al g orit h m.  T h e st e p s of t h e it er ati v e al g orit h m

ar e s h o w n i n  Fi g ur e 3. 2:  m o d el (l o c al) a ni s otr o p y; a n d i nt er p ol at e  wit h (l o c al) a ni s otr o p y.  T h e

fir st it er ati o n i s s p e ci al i n t h e s e n s e t h at a ni s otr o p y i s gl o b al a n d c h ar a ct eri z e d fr o m t h e c o m p o s-

it e d at a s et r at h er t h a n a pr e vi o u sl y i nt er p ol at e d  S D F  m o d el.  T h e fir st  S D F  m o d el i s g e n er at e d

u n d er st ati o n ar y c o n diti o n s u si n g a ni s otr o pi c p ar a m et er s e sti m at e d fr o m t h e c o m p o sit e d at a s et.

T h e it er ati v e al g orit h m b e gi n s at t hi s st e p b y a n al y zi n g t h e l o c al a ni s otr o p y u si n g t h e gr a di e nt-

S V D al g orit h m a n d t h e e n er g y- w ei g hti n g t o e sti m at e t h e r e pr e s e nt ati v e l o c al a ni s otr o p y f or e a c h

p artiti o n.  T h e n e xt i nt er p ol ati o n st e p c o n si d er s t hi s r efi n e d l o c al a ni s otr o p y, a n d t h e pr o c e s s

r e p e at s b y a n al y zi n g l o c al a ni s otr o p y a n d r e g e n er ati n g t h e b o u n d ar y  m o d el  wit h r efi n e d l o c al
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F ull y a ut o m ati c it er ati v e r efi n e m e nt s of t h e s y nt h eti c t e st d o m ai n
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p ar a m et er s ( Fi g. 3. 2).  T h e i n di vi d u al c o m p o n e nt s of t hi s al g orit h m ar e fl e xi bl e.  A n y  m et h o d t o

e sti m at e l o c al a ni s otr o p y c o ul d b e c o n si d er e d.  Si mil arl y, t h e  S D F i nt er p ol at or i s n ot r e q uir e d t o

b e t h e  P U  R B F i nt er p ol at or; t hi s i s si m pl y u s e d h er e si n c e t h er e ar e ot h er b e n efit s t o c o n si d eri n g

t hi s f or m ul ati o n f or it er ati v e g e ol o gi c al  m o d eli n g.

T h e fi n al c o m p o n e nt of t h e it er ati v e r efi n e m e nt s i s t o c h o o s e a st o p pi n g crit eri a. If r efi n e-

m e nt of a p artiti o n h a s g e n er at e d n o b e n efi ci al c h a n g e s, t h e n f urt h er r efi n e m e nt of t h at p artiti o n

m a y b e s ki p p e d  wit h o ut a d v er s el y aff e cti n g t h e b o u n d ar y  m o d el f or n o d e s c o nt ai n e d  wit hi n

t h at p artiti o n.  S o m e p ot e nti al st o p pi n g crit eri a  mi g ht i n cl u d e: b o u n d ar y s m o ot h n e s s; v ol u m etri c

pr o p erti e s; or err or o n o v erl a p pi n g sit e s.  H er e, t h e i m pl e m e nt e d  m etri c i s t o st o p r efi ni n g p ar-

titi o n s  w h e n t h er e i s a n i n s uffi ci e nt a m o u nt of c h a n g e d c ell s b et w e e n it er ati o n s.  F or e x a m pl e,

if a c ell i n a p artiti o n c h a n g e s c at e g or y b et w e e n it er ati o n s, t h at c ell i s c o n si d er e d c h a n g e d. If

f e w er t h a n s o m e s p e cifi e d n u m b er of c ell s, s a y 1 %, c h a n g e b et w e e n it er ati o n s, t h e n t hi s p ar-

titi o n c o ul d b e c o n si d er e d ‘r efi n e d’, a n d b e fr o z e n f or all f oll o wi n g it er ati o n s. I n t hi s c a s e, t h e

u n- w ei g ht e d l o c al s ol uti o n c a n b e st or e d s o t h at t h e gl o b al i nt er p ol a nt c a n b e q ui c kl y r e c o v er e d

wit h  E q u ati o n 2. 7.

T h e it er ati v e al g orit h m i s a p pli e d t o t h e s y nt h eti c t e st d o m ai n a n d t h e r e s ulti n g f ull y a ut o-

m ati c r efi n e m e nt s ar e s h o w n i n  Fi g ur e 3. 8.  E v e n a si n gl e it er ati o n r e pr e s e nt s a  m o d e st vi s u al

i m pr o v e m e nt o v er t h e gl o b al a ni s otr o p y  m o d el ( Fi g. 3. 8 b v s a).  F urt h er it er ati o n s g e n er at e

i m pr o v e d c o nti n uit y o n t h e di p pi n g li m b s  w hi c h b ett er  m at c h e s t h e i nt er pr et ati o n of t h e f ol d e d

g e ol o gi c al b o d y.  B y t h e fi n al it er ati o n t h e b o u n d ar y  m o d el s m o ot hl y r efl e ct s t h e l o c al ori e nt a-

ti o n s t h at  w er e  m a n u all y i nf err e d i n  Fi g ur e 3. 5 b.

P ar a m et er s r e q uir e d f or t hi s it er ati v e al g orit h m i n cl u d e t h e p artiti o ni n g p ar a m et er s, t h e c h oi c e of

l o c al ori e nt ati o n al g orit h m, t h e c o n diti o n s of t h e i niti al b o u n d ar y i nt er p ol ati o n a n d s o m e f or m of

st o p pi n g crit eri a.  T h e c o n diti o n s of t h e i niti al b o u n d ar y i nt er p ol ati o n ar e p artl y s u bj e cti v e.  P a st

e x p eri e n c e h a s s h o w n t h at r e pr e s e nt ati v e gl o b al a ni s otr o p y i n cl u d e d i n t h e fir st b o u n d ar y  m o d el

c a n ai d i n t h e it er ati v e r efi n e m e nt s t o b ett er  m at c h t h e pr eli mi n ar y i nt er pr et ati o n.  C h o o si n g t h e

l o c al ori e nt ati o n e sti m ati o n al g orit h m i s al s o s u bj e cti v e. t e  Str o et a n d  S n e p v a n g er s ( 2 0 0 5) u s e
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S plitti n g (l eft) a n d e x p a n si o n (ri g ht) o v erl a p a p pli e d t o a 1 D d o m ai n.  N ot e t h e a s y m m etr y i n
o v erl a p b et w e e n p artiti o n s d e p e n di n g o n t h e d at a c o nfi g ur ati o n i n t h e s plitti n g c a s e.

a n it er ati v el y d e cr e a si n g  wi n d o w si z e i n t h eir l o c al ori e nt ati o n a n al y si s t o r e s ol v e s m all- s c al e

d et ail s at l at er st a g e s of t h eir al g orit h m.  A si mil ar str at e g y c o ul d b e c o n si d er e d h er e, t h o u g h

it i s  w ort h n oti n g t h at t h e  P U  R B F i nt er p ol at or u s e d i n t hi s  w or k i s o nl y a bl e t o r e s ol v e l o c al

f e at ur e s at t h e s c al e of p artiti o ni n g.  T h u s i n s p ar s el y s a m pl e d e n vir o n m ent s, L V A f e at ur e s

will b e r el ati v el y l ar g e- s c al e  w h e n c o m p ar e d t o d e n s el y s a m pl e d e n vir o n m e nt s,  w hi c h n at ur all y

f oll o w s t h e s u p p ort of l o c al i nf or m ati o n.  T h e  m o st c o n s e q u e nti al c o n si d er ati o n f or t h e  P U  R B F

i nt er p ol at or i s t h e c h oi c e of p artiti o ni n g p ar a m et er s,  w hi c h i n t ur n aff e ct t h e l o c al a ni s otr o p y

a n d it er ati v e r efi n e m e nt s.  T h e bi n ar y p artiti o ni n g u s e d i n t hi s  w or k r e q uir e s 3 p ar a m et er s: t h e

d at a- p er- p artiti o n; s plitti n g o v erl a p; a n d e x p a n si o n o v erl a p ( S e c. 2. 2 . 5).

T h e d at a p er p artiti o n r o u g hl y c o ntr ol s t h e si z e of e a c h p artiti o n.  P artiti o n si z e i s i n v er s el y

pr o p orti o n al t o t h e d e n sit y of l o c al s a m pli n g.  F e w er d at a p er p artiti o n i s  m or e c o m p ut ati o n all y

effi ci e nt si n c e t h e l o c al li n e ar s y st e m of e q u ati o n s h a s a s m all er .  F e w er d at a p er p artiti o n al s o

all o w s  m or e v ari a bl e l o c al a ni s otr o p y t o b e c o n si d er e d, si n c e t h er e ar e  m or e p artiti o n s a v ail a bl e

t o s p e cif y u ni q u e l o c al p ar a m et er s.  H o w e v er, a n a n e c d ot al l o w er b o u n d, b a s e d o n s e v er al t e st

d at a s et s, a p p e ar s t o b e ar o u n d 6- 1 0 s a m pl e s f or 2 D d o m ai n s a n d ar o u n d 1 5- 4 0 s a m pl e s i n 3 D

d o m ai n s, d e p e n di n g o n t h e t ot al n u m b er of d at a a n d t h e d at a c o nfi g ur ati o n.

T h e diff er e nt o v erl a p p ar a m et er s f or bi n ar y p artiti o ni n g ar e di s c u s s e d i n  S e cti o n 2. 2. 5 a n d

s h o w n s c h e m ati c all y f or a 1 D c a s e of d o m ai n p artiti o ni n g i n  Fi g ur e 3. 9.  S plitti n g o v erl a p i s
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s p e cifi e d a s a fr a cti o n of t h e d at a c o nt ai n e d i n t h e p ar e nt p artiti o n.  A l ar g e s plitti n g o v erl a p  m a y

r e s ult i n r e c ur si o n i s s u e s f or s p e cifi c d at a c o nfi g ur ati o n s si n c e a s plit  m a y g e n er at e t w o p arti-

ti o n s l ar g el y c o nt ai ni n g t h e s a m e d at a s et a s t h e p ar e nt.  H o w e v er, s p e cif yi n g a s m all o v erl a p

h er e  m a y c a u s e artif a ct s i n t h e fi n al  m o d el.  A d diti o n all y, d e p e n di n g o n t h e d at a c o nfi g ur ati o n,

t h e o v erl a p o n eit h er si d e of t h e s plit  m a y b e a s y m m etri c ( Fi g. 3. 9, l eft).  P a st e x p eri e n c e h a s

s h o w n t h at t a ki n g b et w e e n a n d of t h e d at a f o u n d i n a p artiti o n a s c o m m o n t o b ot h

c hil d p artiti o n s i s r e a s o n a bl e.  A l ar g er o v erl a p at t hi s st a g e c a n p ot e nti all y g e n er at e  m a n y r e d u n-

d a nt p artiti o n s  wit h a l ar g e a m o u nt of o v erl a p  wit h o n e a n ot h er.  T h e s e c o n d o v erl a p p ar a m et er

e x p a n d s p artiti o n b o u n d ari e s s y m m etri c all y o n c e t h e p artiti o n s ar e g e n er at e d ( Fi g. 3. 9).  C ar e

m u st b e t a k e n  wit h t hi s p ar a m et er si n c e t h e g o al i s t o e n s ur e a s uit a bl e a m o u nt of o v erl a p b e-

t w e e n p artiti o n s, si m ult a n e o u sl y r e d u ci n g t h e n u m b er of d at a c o nt ai n e d  wit hi n e a c h t o e n s ur e

t h e effi ci e nt s ol uti o n of t h e li n e ar s y st e m of e q u ati o n s.  T h e r e c o m m e n d e d  m et h o d f or c h o o si n g

t h e r e q uir e d p ar a m et er s f or a gi v e n d o m ai n i s t o u s e a  K-f ol d v ali d ati o n a n d t o c h o o s e t h e  mi n-

i m u m p o s si bl e d at a p er p artiti o n a n d s m all e st o v erl a p p ar a m et er s t h at gi v e a r e a s o n a bl y s m all

a n d st a bl e r o ot  m e a n s q u ar e d err or ( R M S E).

F or t h e s y nt h eti c d o m ai n t h e p artiti o ni n g p ar a m et er s ar e d et er mi n e d u si n g a 5-f ol d v ali d ati o n

b y p er m uti n g t h e r e q uir e d i n p ut p ar a m et er s a n d o b s er vi n g t h e pr e di cti o n err or s a s s o ci at e d  wit h

e a c h s et.  Fi g ur e 3. 1 0 a s h o w s t h e  R M S E o bt ai n e d b y v ar yi n g t h e d at a p er p artiti o n a n d t h e

s plitti n g o v erl a p.  F or a l o w er d at a p er p artiti o n, t h e i nt er p ol ati o n a p p e ar s t o b e f airl y v ari a bl e

wit h diff er e nt s plitti n g o v erl a p.  Wit h  > 1 1 d at a p er p artiti o n, t h e err or r e s ult s s e e m  m or e st a bl e.

T h u s, a d at a p er p artiti o n of 1 1 a n d s plitti n g o v erl a p of 0. 0 6 ar e c h o s e n.  Fi g ur e 3. 1 0 b s h o w s

t h e err or a s s o ci at e d  wit h diff er e nt x a n d y e x p a n si o n o v erl a p f oll o wi n g t h e p artiti o ni n g  wit h t h e

c h o s e n d at a p er c e nt er a n d s plitti n g o v erl a p.  H er e, a fi n al o v erl a p of 0. 6 a n d 0. 5 ar e c h o s e n f or

t h e x a n d y dir e cti o n s, r e s p e cti v el y.

A s s e s s m e nt of a g e ol o gi c al b o u n d ar y  m o d el s at t hi s s c al e i s b a s e d o n s u bj e cti v e vi s u al i n s p e c-

ti o n a n d i s pr a ctiti o n er d e p e n d e nt.  O bj e cti v e  m e a s ur e s s u c h a s a  K-f ol d v ali d ati o n a n d ot h er

err or  m etri c s ar e u s ef ul t o c o m p ar e  m o d el s g e n er at e d  wit h diff er e nt al g orit h m s or diff er e nt p a-
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( a)

( b)

K-f ol d v ali d ati o n  R M S E t h e  P U  R B F i nt er p ol ati o n f or diff er e nt p artiti o n p ar a m et er s. ( a) t h e
d at a p er p artiti o n a n d d at a o v erl a p. ( b) t h e fi n al o v erl a p a p pli e d aft er p artiti o ni n g.

r a m et eri z ati o n s of t h e s a m e al g orit h m.  G e n er all y, a ‘ g o o d’ i m pli cit  m o d el i s o n e t h at a c c o u nt s

f or t h e d at a, c o nf or m s t o t h e c o n c e pt u al g e ol o gi c al  m o d el, a c c o u nt s f or u n c ert ai nt y ( p er h a p s

b ot h v ol u m etri c a n d g e o m etri c), a n d h a s i d e ali z e d s h a p e pr o p erti e s li k e s m o ot h n e s s a n d r e p-

r e s e nt ati v e l o c al a ni s otr o p y.  A ‘ g o o d’ i m pli cit  m o d el al s o l a c k s f e at ur e s pr e s e nt i n s u bj e cti v el y

p o or i m pli cit  m o d el s, i n cl u di n g: di s c o n n e ct e d b o di e s t h at c o ul d ot h er wi s e b e c o n n e ct e d gi v e n

t h e l o c al str u ct ur al i nt er pr et ati o n ( D e a c o n, 2 0 1 7); a n d bl o b- or b u b bl e-li k e l o c al f e at ur e s t h at

ar e c o m m o nl y o b s er v e d i n p o orl y p ar a m et eri z e d i m pli cit  m o d el s ( Fi g. 3. 1 a v s.  Fi g. 3. 1 b).  T h e

‘ bl o b b y’ n at ur e of p o orl y c o n str u ct e d i m pli cit  m o d el s s h o ul d b e a v oi d e d, u nl e s s t h e g e ol o gi c al

t o p ol o g y  w arr a nt s s u c h f e at ur e s ( Fi g. 3. 1 a).  H o w e v er, t h e s e bl o b-li k e f e at ur e s ar e  m or e c o m-
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m o nl y t h e r e s ult of i nt er p ol ati o n p ar a m et eri z ati o n s t h at ar e n ot r e pr e s e nt ati v e of t h e l o c al d at a.

T h e s u bj e cti v el y p o or f e at ur e s of a n i m pli cit  m o d el h a v e di sti n ct s h a p e pr o p erti e s.  A s p h er e,

f or e x a m pl e,  mi ni mi z e s t h e s urf a c e ar e a t o v ol u m e r ati o ( S A: V) f or a gi v e n v ol u m e.  B y  m e a-

s uri n g t h e  S A: V of i m pli cit  m o d el s,  m o d el s  wit h  m or e bl o b s or ot h er f e at ur e s a p pr o xi m ati n g

s p h er e s ( e. g.,  Fi g. 3. 1 a)  will h a v e a l o w er  S A: V  m etri c t h a n  m o d el s  wit h o ut t h e s e f e at ur e s.  A s

d e m o n str at e d i n t hi s c h a pt er, a r e a s o n a bl e g o al f or i m pli cit g e ol o gi c al  m o d eli n g i s t o g e n er-

at e l o c al g e o m etri c a ni s otr o pi e s t h at r efl e ct t h e u n d erl yi n g g e ol o gi c al s h a p e s.  Si mil ar s h a p e

pr o p ert y- m etri c s of g e ol o gi c al  m o d el s ar e pr o p o s e d b y Li n d s a y et al. ( 2 0 1 3).  T h eir  m etri c s ( of

‘ g e o di v er sit y’) q u a ntif y: t h e t o p a n d b ott o m el e v ati o n of e a c h u nit; t h e v ol u m e; t h e s urf a c e ar e a

of c o nt a ct s; t h e s urf a c e c ur v at ur e of c o nt a ct s; a n d t h e g e ol o gi c al c o m pl e xit y of a s uit e of g e o-

l o gi c al  m o d el s ( Li n d s a y et al., 2 0 1 3).  T h e g o al of t h eir  w or k i s t o a s s e s s t h e u n c ert ai nt y i n t h e

g e ol o gi c al  m o d el s, i d e ntif y o utli er  m o d el s t h at ar e si g nifi c a ntl y diff er e nt fr o m t h e e n s e m bl e, a n d

t o c o m e u p  wit h  m o d el s t h at ar e  m o st r e pr e s e nt ati v e of t h e s uit e.

T h e  S A: V  m etri c s pr o p o s e d h er e, c al c ul at e d f or e a c h it er ati o n of t h e it er ati v e r efi n e m e nt s of

t h e s y nt h eti c d o m ai n, ar e s h o w n i n  Fi g ur e 3. 1 1 a.  O n e dr a w b a c k of t h e  S A: V  m etri c i s t h at dir e ct

c o m p ari s o n b et w e e n diff er e nt  m o d el s a s s u m e s t h at t h e v ol u m e b et w e e n  m o d el s i s c o n st a nt. If

t hi s c o n diti o n i s s ati sfi e d, t hi s  m etri c e s s e nti all y q u a ntifi e s diff er e n c e s i n t h e s urf a c e ar e a b e-

t w e e n t w o  m o d el s.  H o w e v er f or t h e s y nt h eti c d o m ai n pr e s e nt e d h er e, t hi s c o n str ai nt i s n ot

s ati sfi e d b et w e e n it er ati o n s; f or e x a m pl e, b et w e e n it er ati o n 1 a n d 2 t h e v ol u m e of t h e  m o d el i n-

cr e a s e s si n c e t h e di s c o n n e ct e d r e gi o n s b e c o m e c o n n e ct e d.  T h e r e s ult i s a hi g h er  S A: V  m etri c

f or a s u bj e cti v el y p o or er  m o d el i n it er ati o n 1  w h e n c o m p ar e d t o t h e  m o d el g e n er at e d i n it er ati o n

2.  T o a d dr e s s t hi s li mit ati o n, t h e r ati o of t h e i m pli cit  m o d el s urf a c e ar e a t o t h e s urf a c e ar e a of

a s p h er e  wit h t h e s a m e v ol u m e i s pr o p o s e d ( Fi g. 3. 1 1 b). I n t hi s c a s e, t h e i n cr e a s e i n v ol u m e

b et w e e n it er ati o n s d o e s n ot a p p e ar t o aff e ct t h e  m etri c a s i n t h e c a s e of  S A: V a n d t h er e i s a

c o n si st e nt i n cr e a s e i n t h e pr o p o s e d  m etri c  wit h  m o d el d e v el o p m e nt.  Wit h  K-f ol d v ali d ati o n a n d

t h e s e s h a p e pr o p erti e s, s et s of i m pli cit  m o d el s ( or it er ati o n s of r efi n e d  m o d el s) c a n b e s u bj e c-

ti v el y a n d o bj e cti v el y a s s e s s e d a g ai n st o n e a n ot h er f or r e pr o d u cti o n of t h e d at a, r e pr o d u cti o n

of t h e g e ol o gi c al i nt er pr et ati o n, a n d a c o m p ari s o n of t h e s h a p e pr o p erti e s of t h e  m o d el.
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3.  G e ol o gi c al  B o u n d ar y  M o d eli n g  wit h  U n c ert ai nt y

( a)  S urf a c e ar e a t o v ol u m e r ati o

( b) I m pli cit s urf a c e ar e a t o s p h er e s urf a c e ar e a r ati o

( a)  S urf a c e t o v ol u m e r ati o f or it er ati v el y r efi n e d i m pli cit  m o d el s  w h er e t h e diff er e nt i n  m o d el
v ol u m e s b et w e e n it er ati o n s  m a k e s i nt er pr et ati o n of t h e  m etri c diffi c ult. ( b)  R ati o of i m pli cit s urf a c e ar e a
t o s p h er e of s a m e v ol u m e s urf a c e ar e a.  N or m ali zi n g t h e s urf a c e ar e a of t h e i m pli cit  m o d el b y t h e s urf a c e
ar e a of a s p h er e  wit h t h e s a m e v ol u m e a s t h e i m pli cit  m o d el s e e m s t o g e n er at e l e s s d e p e n d e n c e o n
c h a n g e s i n v ol u m e b et w e e n diff er e nt  m o d el s.
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U n c ert ai nt y i n t h e l o c ati o n of b o u n d ari e s i s a n i m p ort a nt c o n si d er ati o n f or i m pli cit  m o d el s si n c e

t h e s e b o u n d ari e s i nf or m  w h et h er or n ot a l o c ati o n i s a s si g n e d a v al u e  wit h g e o st ati sti c al  m et h-

o d s.  T h e l o c all y a ni s otr o pi c  R B F i nt er p ol at or d e v el o p e d i n t hi s c h a pt er i s c o m p ati bl e  wit h t h e

b a n d wi dt h- st yl e u n c ert ai nt y ( M u nr o e  &  D e ut s c h, 2 0 0 8;  Wil d e  &  D e ut s c h, 2 0 1 2).  R e c all t h at

t h e b a n d wi dt h  m o difi e s t h e u n d erl yi n g v ol u m etri c f u n cti o n s u c h t h at t w o l o c ati o n s i n diff er e nt

d o m ai n s ar e f urt h er a w a y fr o m o n e a n ot h er.  T hi s b a n d wi dt h p ar a m et er,  C, i s a gl o b al  m o d-

ifi er a n d  m u st b e c ali br at e d f or diff er e nt d o m ai n s a n d i nt er p ol ati o n c o n diti o n s.  C ali br ati o n of

C r e q uir e s a  K-f ol d v ali d ati o n  w or kfl o w  w h er e t h e pr e di cti o n err or s f or diff er e nt b a n d wi dt h p a-

r a m et er s ar e a n al y z e d  wit h a c ali br ati o n c ur v e, a n d a r e pr e s e nt ati v e b a n d wi dt h of u n c ert ai nt y

i s c h o s e n.  T h e c h o s e n u n c ert ai nt y b a n d wi dt h i s d e p o sit a n d d at a c o nfi g ur ati o n s p e cifi c.  T h e

C- p ar a m et er s h o ul d b e l e s s t h a n t h e ‘ eff e cti v e’ d at a s p a ci n g f or a p arti c ul ar d e p o sit, a n d i n t h e

a b s e n c e of t h e  K-f ol d a n al y si s t h e d at a s p a ci n g c a n b e u s e d a s t h e  C- p ar a m et er.

T hi s c h a pt er i ntr o d u c e s a pr a cti c al g e ol o gi c al b o u n d ar y  m o d eli n g al g orit h m e x pl oiti n g d o m ai n

d e c o m p o siti o n t o i m pr o v e g e ol o gi c al  m o d el s  w h er e l o c al str u ct ur al c o nti n uit y i s i m p ort a nt.  S p e cif-

i c all y:

1.  A pr a cti c al g e ol o gi c al b o u n d ar y  m o d eli n g  m et h o d ol o g y u si n g  P U d o m ai n d e c o m p o siti o n

a n d i n d e p e n d e nt l o c all y a ni s otr o pi c p ar a m et er s;

2.  A  m et h o d f or a ut o m ati c all y a n d it er ati v el y i nf erri n g l o c al a ni s otr o p y fr o m g e n er at e d b o u n d-

ar y  m o d el s t o i m pr o v e t h e g e ol o gi c al f e at ur e r e pr o d u cti o n.

T h e pr o p o s e d it er ati v e b o u n d ar y  m o d eli n g al g orit h m i s s uit a bl e f or c a pt uri n g n o n- st ati o n ar y

f e at ur e s pr e s e nt at a r el ati v el y l ar g e- s c al e.  M a n u al i nf er e n c e of l o c al f e at ur e s at t hi s s c al e i s

p o s si bl e, b ut i s s u bj e ct t o i nt er pr et ati o n bi a s e s a n d r e q uir e s si g nifi c a nt ti m e a n d eff ort o n t h e
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p art of t h e g e o m o d el er.  T h e pr o p o s e d it er ati v e r efi n e m e nt al g orit h m pr o vi d e s a b ett er fir st- p a s s

l o c all y a ni s otr o pi c  m o d el f or t h e e x p ert t o c o n si d er d uri n g g e o m o d eli n g.
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Cl u st er a n al y si s h a s  m a n y si mil ariti e s  wit h a st ati o n ar y d o m ai ni n g  w or kf l o w.  T h e g o al of cl u s-

t eri n g i s t o fi n d n at ur al p artiti o n s of a d at a s et  w h er e s a m pl e s  wit hi n a p artiti o n ar e  m or e r el at e d

t o e a c h ot h er t h a n t h e y ar e t o s a m pl e s i n ot h er p artiti o n s, a n d ‘r el at e d’ i s d e s cri b e d i n t er m s of

t h e  m ulti v ari at e pr o p erti e s of t h e d at a s et.  Fi n di n g st ati o n ar y d o m ai n s fr o m a g e ol o gi c al d at a s et

c a n b e f or m ul at e d i n a si mil ar  m a n n er e x c e pt t h at t h e n oti o n of si mil arit y i n cl u d e s s p ati al,  m ul-

ti v ari at e a n d g e ol o gi c al r el ati o n s hi p s.  H o w e v er, i d e ntif yi n g st ati o n ar y d o m ai n s i n pr a cti c e i s

e x c e e di n gl y c o m pl e x a n d n o v el t e c h ni q u e s r e d u ci n g s u bj e cti vit y a n d bi a s e s ar e n e e d e d.

T hi s c h a pt er d e v el o p s t hr e e c o ntri b uti o n s t o i m pr o v e st ati o n ar y d e ci si o n  m a ki n g i n g e o st ati sti c al

d o m ai n s.  Fir st, a c o m bi n e d s p ati al- m ulti v ari at e  m etri c i s pr o p o s e d t o p er mit o bj e cti v e c o m p ar-

i s o n s b et w e e n diff er e nt cl u st er c o nfi g ur ati o n s.  S e c o n d, a n o v el r a n d o m- p at h s p ati al cl u st eri n g

al g orit h m i s d e v el o p e d t h at all e vi at e s p ar a m et eri z ati o n c o n c er n s i n a s p ati al- cl u st eri n g  w or k-

fl o w,  w hi c h i n t ur n all o w s f or str ai g ht f or w ar d t u ni n g of t h e s p ati al c o nti g uit y or  m ulti v ari at e

d eli n e ati o n of t h e g e n er at e d s p ati al cl u st er s.  Fi n all y, a n e n s e m bl e- cl u st eri n g b a s e d fr a m e w or k

i s d e v el o p e d t o a s s e m bl e a pri or di stri b uti o n of u n c ert ai nt y f or t h e d e ci si o n of st ati o n arit y.  T hi s

pri or di stri b uti o n c o ul d r e pr e s e nt t h e p ar a m et er u n c ert ai nt y f or t h e d e ci si o n of st ati o n arit y  w hi c h

c a n b e i n c or p or at e d i n a tr a diti o n al g e o st ati sti c al u n c ert ai nt y c h ar a ct eri z ati o n  w or kfl o w.

N ot e, i n t h e f oll o wi n g t e xt t h e t er m ‘ cl u st eri n g’ r ef er s t o a s et of c at e g ori e s

a s si g n e d t o e a c h s a m pl e l o c ati o n f oll o wi n g s o m e  m et h o d t h at p artiti o n s t h e d at a s et ( e. g.,  m a n-

u al or a ut o m ati c).  T h e f oll o wi n g t er m s ar e s y n o n y m o u s  wit h ‘ cl u st eri n g’: st ati o n ar y d o m ai n s,

p artiti o n s, gr o u p s, s et s, cl a s s e s, c at e g ori e s, f a ci e s, a n d r o c k t y p e s.  All t er mi n ol o g y r ef er s t o
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a s et of  m ut u all y e x cl u si v e c at e g ori e s, e a c h r efl e cti n g o n e c at e g or y, d o m ai n, p artiti o n, gr o u p,

et c.,  wit hi n t h e c at e g ori e s, d o m ai n s, p artiti o n s, gr o u p s, et c.  T h e o nl y di v er g e n c e fr o m t hi s

n ot ati o n i s  wit h a ‘ cl u st eri n g’,  w hi c h c o m pri s e s i n di vi d u al cl u st er s.

O n e g o al of st ati o n ar y d o m ai ni n g i s t o i m pr o v e t h e e sti m at e of v al u e at t h e u n s a m pl e d l o c ati o n.

T h e e sti m at e i s i m pr o v e d i n t w o  w a y s: 1) n e ar b y s a m pl e s fr o m t h e s a m e st ati o n ar y d o m ai n

ar e i n cr e a si n gl y r el at e d, a n d 2) st ati o n ar y d o m ai n s t h e m s el v e s ar e i n cr e a si n gl y c o nti g u o u s

t hr o u g h o ut t h e s p ati al d o m ai n.  T h e e sti m at e at t h e u n s a m pl e d l o c ati o n i n v ol v e s  m a n y st e p s

i n cl u di n g p ar a m et er i nf er e n c e, c at e g ori c al  m o d eli n g, a n d c h o o si n g a s uit a bl e al g orit h m t o i nf er

t h e di stri b uti o n of u n c ert ai nt y c o n diti o n al t o t h e r el at e d n e ar b y d at a.  T h u s, v ali d ati n g a s et of

st ati o n ar y d o m ai n s s h o ul d i n cl u d e a  m e a s ur e of h o w  w ell t h e tr u e v al u e h a s b e e n pr e di ct e d

at a n u n s a m pl e d l o c ati o n. I n ot h er  w or d s, o n e r e a s o n a bl e g o al of st ati o n ar y d o m ai ni n g i s t o

mi ni mi z e pr e di cti o n err or s i n a  K-f ol d cr o s s v ali d ati o n st u d y.  H o w e v er, e v al u ati n g all p o s si bl e

c o m bi n ati o n s i s i m pr a cti c al n ot o nl y b e c a u s e of t h e l ar g e c o m bi n at ori al pr o bl e m, b ut al s o si n c e

e a c h c o m bi n ati o n r e q uir e s a f ull g e o st ati sti c al e sti m ati o n or si m ul ati o n  w or kfl o w t o a s s e s s t h e

eff e ct s.

C o n si d er t h e p or p h yr y d o m ai n s h o w i n  Fi g ur e 4. 1 (fr o m:  B oi s v ert, 2 0 1 0).  Fi g ur e 4. 1 a s h o w s

t w o p o p ul ati o n s t h at n e arl y c o m pl et el y o v erl a p  wit h r e s p e ct t o t h eir  C u- A u ( h er e aft er,  m ulti-

v ari at e) pr o p erti e s,  w hi c h r e s ult s i n fir st a n d s e c o n d or d er st ati sti c al pr o p erti e s t h at ar e si mil ar

b et w e e n d o m ai n s.  B y c o ntr a st, t h e s p ati al c o nfi g ur ati o n i n  Fi g ur e 4. 1 b s h o w s cl e arl y d efi n e d

s p ati al p artiti o n s of t hi s d o m ai n; pr e s u m a bl y t h e c e ntr al f e at ur e i s t h e p or p h yr y i ntr u si o n ( R T 1)

t h at h a s i ntr u d e d t h e s urr o u n di n g c o u ntr y r o c k ( R T 2).  Gi v e n t h e p o or d eli n e ati o n of  m ulti v ari-

at e cl a s s e s, g e o st ati sti c al  m o d eli n g of t hi s d at a s et s h o ul d c o n si d er a d diti o n al p artiti o ni n g of t h e

m ulti v ari at e s p a c e a n d s u b s e q u e nt b o u n d ar y a n al y si s i n e a c h d o m ai n t o e n s ur e t h e a s s u m pti o n

of st ati o n arit y i s r e a s o n a bl e.  T h e hi g h c orr el ati o n b et w e e n  C u a n d  A u h er e s u g g e st s a t y pi c al

2- v ari a bl e gr a d e- d o m ai n i s a p pr o pri at e.  Alt er n ati v el y, t h e e ntir e d o m ai n c o ul d b e c o n si d er e d

a s a si n gl e p o p ul ati o n si n c e t h e st ati sti c al pr o p erti e s of e a c h d eli n e at e d d o m ai n ar e si mil ar.

A p artiti o ni n g b a s e d o n t h e  m ulti v ari at e pr o p erti e s f or t hi s d o m ai n c o ul d r e s e m bl e t h e c o n-
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4.  St ati o n ar y  D e ci si o n  M a ki n g  wit h  Cl u st eri n g

( a)

( b)

R T 1R TRR 1

R T 2R TRR 2

( a)  Bi v ari at e r el ati o n s hi p b et w e e n  A u a n d  C u c ol or e d b y r o c k t y p e s d efi n e d i n t h e g e ol o gi c al
l o g. ( b)  O bli q u e pr oj e cti o n of t h e p or p h yr y d at a s et c ol or e d b y  R o c k  T y p e s.
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4.  St ati o n ar y  D e ci si o n  M a ki n g  wit h  Cl u st eri n g

( a)

( b)

R T 1R TRR 1

R T 2R TRR 2

( a)  Bi v ari at e r el ati o n s hi p s b et w e e n  A u a n d  C u c ol or e d b y  m ulti v ari at e cl u st er s. ( b)  O bli q u e
pr oj e cti o n of t h e p or p h yr y d at a s et c ol or e d b y cl u st er s.

7 1



4.  St ati o n ar y  D e ci si o n  M a ki n g  wit h  Cl u st eri n g

fi g ur ati o n i n  Fi g ur e 4. 2.  H er e t h e  m ulti v ari at e s p a c e i s p artiti o n e d n e arl y p erf e ctl y b et w e e n t h e

hi g h a n d l o w gr a d e v al u e s c o n si d eri n g b ot h v ari a bl e s,  wit h  mi ni m al  mi xi n g of t h e t w o p o p ul a-

ti o n s i n t h e  m ar gi n al di stri b uti o n s ( Fi g. 4. 2 a).  H o w e v er t h er e ar e l e s s cl e arl y d efi n e d s p ati al

cl a s s e s ( Fi g. 4. 2 b).  T h e l a c k of s p ati al c o nti n uit y of t h e d efi n e d cl a s s e s  m a y a d v er s el y aff e ct

g e o st ati sti c al  m o d eli n g si n c e t h er e  m a y b e diffi c ulti e s o bt ai ni n g a s p ati al  m o d el of c o nti n uit y,

w hi c h  will i n t ur n i m p a ct h o w v al u e i s a s si g n e d t o t h e u n s a m pl e d l o c ati o n.  T h e r el ati o n s hi p

b et w e e n a p artiti o ni n g of t h e d at a s et a n d pr e di cti o n err or  m u st b e e st a bli s h e d.

C o n si d eri n g t h e a b o v e d o m ai n, t w o crit eri a c a n b e c o n si d er e d t o r a n k t h e t w o c o nfi g ur ati o n s

f or r el ati v e ‘ g o o d n e s s’.  T h e s p ati al c o nti g uit y of t h e cl a s s e s a n d t h e  m ulti v ari at e d eli n e ati o n ar e

b ot h i m p ort a nt f a ct or s f or t h e r e s ulti n g  m o d eli n g d o m ai n s. If t h e d eli n e at e d d o m ai n s ar e i d e nti-

c al i n t h eir  m ulti v ari at e a n d s p ati al pr o p erti e s,  w h y b ot h er  m o d eli n g t h e m s e p ar at el y ?  Si mil arl y,

if t h e d eli n e at e d d o m ai n s r e s ult i n r a n d o m s p ati al f e at ur e s, g e o st ati sti c al  m o d eli n g  will s uff er

fr o m a l a c k of c o nti n uit y i n t h e s p ati al  m o d el of t h e c at e g ori c al v ari a bl e s. I n pr a cti c e, b ot h t h e

m ulti v ari at e a n d s p ati al pr o p erti e s s h o ul d b e c o n si d er e d t o e n s ur e t h at a s et of d o m ai n s ar e

s uit a bl e f or g e o st ati sti c al  m o d eli n g. I n t h e f oll o wi n g s e cti o n s, a  m ulti v ari at e- s p ati al  m etri c i s

pr o p o s e d t o ai d i n t h e i nt er pr et ati o n of t h e q u alit y of a s et of  m o d eli n g d o m ai n s.  T h e  m etri c s

m e a s ur e t h e  m ulti v ari at e d eli n e ati o n a n d s p ati al c o nti g uit y of a s et of c at e g ori e s t o pr o vi d e a

r el ati v e  m e a s ur e of t h e pr o p erti e s of diff er e nt st ati o n ar y d eli n e ati o n s  m a d e f or t h e s a m e d at a s et.

T h e  m ulti v ari at e  m etri c d e s cri b e s u ni q u e n e s s of cl a s s e s  wit h r e s p e ct t o t h eir  m ulti v ari at e pr o p-

erti e s.  U ni q u e n e s s i n t hi s s p a c e i s s y n o n y m o u s  wit h c o m p a ct n e s s a n d d e s cri b e s t h e r el ati v e

d eli n e ati o n of e a c h c at e g or y gi v e n t h e  m ulti v ari at e pr o p erti e s.  F or e x a m pl e, c at e g ori e s d efi n e d

i n  Fi g ur e 4. 1 a r e pr e s e nt a p o or d eli n e ati o n of t h e  m ulti v ari at e s p a c e.  A  m e a s ur e of t h e  m ulti v ari-

at e d eli n e ati o n r e q uir e s a s s u m pti o n s o n t h e f or m s of e a c h p o p ul ati o n.  F or e x a m pl e, f or a s et of

c at e g ori e s g e n er at e d u si n g t h e  K- m e a n s cl u st eri n g al g orit h m, li k e t h o s e f o u n d i n  Fi g ur e 4. 2 a, a

s uit a bl e  m e a s ur e of s e p ar ati o n i s t h e  wit hi n cl u st er s u m of s q u ar e s ( W C S S), si n c e t hi s  m e a s ur e
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4.  St ati o n ar y  D e ci si o n  M a ki n g  wit h  Cl u st eri n g

i s  mi ni mi z e d d uri n g  K- m e a n s cl u st eri n g ( Witt e n  &  Ti b s hir a ni, 2 0 1 0):

( 4. 1)

F or a si m pl e s y nt h eti c d at a s et  wit h a n d , a s uit e of diff er e nt cl u st eri n g s ar e s h o w n

i n  Fi g ur e 4. 4 a.  T h e cl u st eri n g  wit h t h e  m o st s e p ar ati o n b et w e e n cl u st er s r e s ult s i n t h e l o w e st

W C S S. I n cr e a s e d  mi xi n g of t h e p o p ul ati o n s i n t hi s 2- di m e n si o n al s p a c e l e a d s t o hi g h er  W C S S.

T h e  W C S S i s b e st s uit e d t o cl u st er s of e q u al si z e a n d a  M a h al a n o bi s- di st a n c e- b a s e d  W C S S

c o ul d b e c o n si d er e d f or p o p ul ati o n s  wit h li n e arl y c orr el at e d v ari a bl e s.

A n u m b er of ot h er  m etri c s c a n b e c o n si d er e d t o  m e a s ur e t h e r el ati v e d eli n e ati o n of  m ulti-

v ari at e s p a c e. I n t h e f oll o wi n g di s c u s si o n c o n si d er t h e p o p ul ati o n s a n d t o e a c h b e o n e

of diff er e nt cl u st er s of a gi v e n d at a s et, a n d a n d

c o nt ai n a n d s a m pl e s, r e s p e cti v el y.  W ar d’ s di st a n c e c o m p ut e s t h e i n cr e a s e

i n t h e s u m of s q u ar e d err or ( S S E) o bt ai n e d b y  m er gi n g p o p ul ati o n s a n d ( W ar d, 1 9 6 3):

( 4. 2)

w h er e:

( 4. 3)

Alt er n ati v el y, t h e e n er g y di st a n c e d e v el o p e d b y  Ri z z o a n d  S z é k el y ( 2 0 1 6) c o m p ut e s a c e n-

t er e d  m e a s ur e of di s si mil arit y a b o ut e a c h p o p ul ati o n:

( 4. 4)

w h er e:

( 4. 5)

T hi s  m e a s ur e i s b o u n d e d a n d e q u al t o z er o o nl y if t h e p o p ul ati o n s a n d ar e i d e nti c all y

di stri b ut e d ( Ri z z o  &  S z é k el y, 2 0 1 6).  B ot h t h e  W ar d a n d e n er g y di st a n c e s ef f e cti v el y c a pt ur e

diff er e n c e s i n t h e  m e a n of e a c h p o p ul ati o n, b ut f ail t o c a pt ur e diff er e n c e s i n t h e ( c o) v ari a n c e
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4.  St ati o n ar y  D e ci si o n  M a ki n g  wit h  Cl u st eri n g

b et w e e n p o p ul ati o n s ( Fi g. 4. 3 a t o b v s a t o c).  T h e i m pli c ati o n i s t h at p o p ul ati o n s t h at diff er

wit h r e s p e ct t o ( c o) v ari a n c e c a n n ot b e diff er e nti at e d  wit h t h e s e  m e a s ur e s.  T h e e n er g y di st a n c e

i s  m o difi e d h er e t o a c c o u nt f or li n e ar c orr el ati o n u si n g t h e  M a h al a n o bi s di st a n c e; t h e  m o difi e d

M a h al a n o bi s e n er g y di st a n c e b e c o m e s ( Fi g. 4. 3):

( 4. 6)

w h er e:

( 4. 7)

T h e  K ull b a c k- L ei bl er di v er g e n c e ( K L D) c o ul d al s o b e c o n si d er e d.  A n o n- p ar a m etri c v er si o n

i s r e q uir e d a s t h e  m ulti v ari at e p o p ul ati o n s ar e u nli k el y t o b e  m ulti G a u s si a n ( e. g.,  H er s h e y  &

Ol s e n, 2 0 0 7).  Fi g ur e 4. 3 al s o s h o w s t h e s c or e s fr o m a k er n el d e n sit y e sti m a t e ( K D E)- b a s e d

K L D c al c ul at e d b et w e e n t h e diff er e nt p o p ul ati o n s; t h e  m etri c s h o w s s e n si ti vit y t o b ot h  m e a n a n d

c o v ari a n c e diff er e n c e s b et w e e n p o p ul ati o n s, b ut a d diti o n all y pr o vi d e s s e n siti vit y t o n o n-li n e ar

f e at ur e s n ot c a pt ur e d b y li n e ar  m et h o d s.

A  m e a s ur e of t h e s p ati al i nt er c o n n e ct e d n e s s of t h e cl u st er s i n  C art e si a n s p a c e i s r e q uir e d.  T h e

W C S S a n d ot h er  m ulti v ari at e  m e a s ur e s ar e n ot s uit a bl e f or  C art e si a n s p a c e si n c e t h e c e nt er

of a cl u st er  m a y n ot b e r el e v a nt t o h o w it i s di stri b ut e d a n d c o n n e ct e d t hr o u g h o ut t h e s p ati al

d o m ai n. I n st e a d, t h e e ntr o p y c al c ul at e d i n a l o c al  wi n d o w at e a c h l o c ati o n a n d s u m m e d o v er

all l o c ati o n s i s pr o p o s e d. I n pr a cti c e t hi s gi v e s a r el ati v e  m e a s ur e of t h e a m o u nt of r a n d o m n e s s

f o u n d i n  C art e si a n s p a c e.  T h e t ot al  wi n d o w e d e ntr o p y i s c al c ul at e d a s:

l n ( 4. 8)

w h er e i s t h e pr o b a bilit y of fi n di n g c at e g or y i n t h e l o c al s e ar c h ar o u n d t h e l o c ati o n.

T hi s i s s h o w n gr a p hi c all y i n  Fi g ur e 4. 4 b; t h e l o c al e ntr o p y i s l o w  w h er e a si n gl e c at e g or y i s

f o u n d i n a l o c al s e ar c h a n d hi g h  w h er e s e v er al c at e g ori e s ar e f o u n d ( e. g., l eft v s. ri g ht cir cl e,
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4.  St ati o n ar y  D e ci si o n  M a ki n g  wit h  Cl u st eri n g

( a) ( b)

( c) ( d)

T h e diff er e nt p o p ul ati o n diff er e n c e  m etri c s ar e c al c ul at e d f or 4 c a s e s b et w e e n t w o r a n d o ml y
s a m pl e d  G a u s si a n p o p ul ati o n s g e n er at e d  wit h diff er e nt  m e a n a n d ( c o) v ari a n c e.  T h e e n er g y di st a n c e,
M- e n er g y di st a n c e,  W ar d s di st a n c e a n d t h e  K L D c al c ul at e d b et w e e n e a c h p o p ul ati o n i s l a b el e d.  T h e
s c e n ari o s b et w e e n t h e r e d a n d bl u e p o p ul ati o n ar e a s f oll o w s: ( a) u n c orr el at e d, i d e nti c al  m e a n, ( b)
u n c orr el at e d, diff er e nt  m e a n, ( c) li n e arl y c orr el at e d ( bl u e) a n d u n c orr el at e d (r e d), i d e nti c al  m e a n, a n d ( d)
li n e arl y c orr el at e d ( bl u e) a n d u n c orr el at e d (r e d), diff er e nt  m e a n.
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4.  St ati o n ar y  D e ci si o n  M a ki n g  wit h  Cl u st eri n g

r e s p e cti v el y, i n  Fi g. 4. 4 b).  T h e s u m m ati o n o v er all l o c ati o n s gi v e s a  m e a s ur e of t h e c o n n e cti vit y

of a p arti c ul ar c o nfi g ur ati o n f or a gi v e n cl u st eri n g. I n g e n er al, a l o w er t ot al e ntr o p y, or hi g h er

s p ati al or d er, i s pr ef err e d.

T h e c o n c e pt u al r el ati o n s hi p b et w e e n t h e  m ulti v ari at e a n d s p ati al  m etri c s i s s h o w n i n  Fi g ur e 4. 5.

Oli v er a n d  W e b st er ( 1 9 8 9) n ot e d t h e tr a d e- off b et w e e n s p ati al fi d elit y of cl u st er s a n d t h e  m ul-

ti v ari at e d eli n e ati o n t hr o u g h t u ni n g a k er n el b a n d wi dt h. I n s p e cti o n of t hi s  m etri c s p a c e i s t h e

pr o p o s e d  m et h o d f or c h o o si n g o n e cl u st eri n g o v er a n ot h er  w h er e, f or a gi v e n l e v el of s p ati al

or d eri n g, a cl u st eri n g  wit h t h e l o w e st  W C S S i s pr ef err e d.

A g ai n, c o n si d er t h e e x a m pl e d o m ai n fr o m t h e b e gi n ni n g of t hi s c h a pt er.  Of t h e t w o s et s of

c at e g ori e s, o n e  m a xi mi z e s t h e s p ati al or d er ( Fi g. 4. 1 b), a n d t h e ot h er  m a xi mi z e s t h e  m ulti v ari at e

d eli n e ati o n ( Fi g. 4. 2 a). I n pr a cti c e s o m e tr a d e- off b et w e e n s p ati al a n d  m ulti v ari at e d eli n e ati o n

c o ul d b e r e a s o n a bl e f or a st ati o n ar y d o m ai n.  O n o n e h a n d, a d diti o n al s p ati al c o nti n uit y of

t h e c at e g ori c al v ari a bl e s i s d e sir a bl e s o t h at t h e c at e g or y at t h e u n s a m pl e d l o c ati o n c a n b e

i nf err e d  wit h  mi ni m al u n c ert ai nt y.  Si m ult a n e o u sl y, it i s d e sir a bl e t o i n cr e a s e t h e r el at e d n e s s of

s a m pl e s  wit h r e s p e ct t o t h eir  m ulti v ari at e pr o p erti e s, i n cl u di n g t h eir s p ati al c o nti n uit y, t o e n s ur e

t h e st ati o n ar y a s s u m pti o n  wit hi n t h at d o m ai n i s r e a s o n a bl e.

T h e  m ai n li mit ati o n t o t h e pr o p o s e d  m etri c s c o m e s fr o m c o m p ari n g c o nfi g ur ati o n s  wit h a dif-

f er e nt n u m b er of cl u st er s.  U si n g t h e d o m ai n s h o w n i n  Fi g ur e 4. 1 a s a n e x a m ple,  Fi g ur e 4. 6 a

s h o w s t h e s p ati al e ntr o p y  m etri c f or r a n d o m p er m ut ati o n s f or e a c h a n d t h e s a m e s p ati al d at a

c o nfi g ur ati o n.  F or t hi s e x p eri m e nt t h e c o nfi g ur ati o n b et w e e n diff er e nt n u m b er s of cl u st er s ar e

c o m pl et el y r a n d o m; t h e d e cr e a si n g e ntr o p y i n  Fi g ur e 4. 6 a i s e ntir el y d u e t o .  T hi s i m pli e s t h at

dir e ct c o m p ari s o n of t h e s p ati al e ntr o p y b et w e e n c o nfi g ur ati o n s  wit h diff er e nt will b e pr o bl e m-

ati c.  Sil v a a n d  D e ut s c h ( 2 0 1 2 a) al s o n ot e d t h at c o m p ari s o n of e ntr o p y b et w e e n c o nfi g ur ati o n s

i s o nl y v ali d  wit h a c o n si st e nt b et w e e n c o nfi g ur ati o n s.

Si n c e cl u st eri n g s  wit h a diff er e nt n u m b er of cl u st er s d o n ot pr o d u c e c o n si st e nt s p ati al e n-
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4.  St ati o n ar y  D e ci si o n  M a ki n g  wit h  Cl u st eri n g

( a)  M ulti v ari at e  M etri c

( b)  S p ati al  E ntr o p y

Pr o p o s e d  m ulti v ari at e a n d s p ati al  m etri c s t o g a u g e t h e q u alit y of s p ati al cl u st er s f or t h e
g e o st ati sti c al  w or kfl o w. ( a)  T h e  W C S S s h o w n fr o m b e st t o  w or st, l eft t o ri g ht. ( b)  E ntr o p y c al c ul at e d i n
l o c al  wi n d o w s.

tr o p y s c or e s t h e y c a n n ot dir e ctl y b e c o m p ar e d.  O n e c o ul d ar g u e t h at t h e r e d u c e d n u m b er of

c at e g ori e s ( a n d l o w er s c or e s) fr o m d o m ai n s  wit h a s m all er r efl e ct s a d e cr e a s e d  w or kl o a d

f or t h e pr a ctiti o n er a n d t h u s r e pr e s e nt s a n i m pr o v e d d e ci si o n of st ati o n arit y.  H o w e v er, a n or-

m ali z e d s p ati al e ntr o p y  m etri c c o ul d b e c o n si d er e d t o c o m p ar e c o nfi g ur ati o n s  wit h diff er e nt .

T h e e ntr o p y c al c ul at e d f or a p arti c ul ar c o nfi g ur ati o n i s n or m ali z e d b y t h e e ntr o p y c al c ul at e d

fr o m a r a n d o m p er m ut ati o n of t h e cl u st er l a b el s.  F or e x a m pl e, if t w o c o nfi g ur ati o n s  wit h a dif-

f er e nt ar e n or m ali z e d b y t h e e ntr o p y of a p er m ut ati o n, t h e r e s ulti n g s c or e s c a n b e c o m p ar e d

( Fi g. 4. 6 b).  T h e p er m ut ati o n of t h e cl u st er c o d e s fr o m e a c h c o nfi g ur ati o n i s i m p ort a nt a s t h e

pr o p orti o n of e a c h c at e g or y i s c o n st a nt i n t h e p er m ut ati o n.
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4.  St ati o n ar y  D e ci si o n  M a ki n g  wit h  Cl u st eri n g

C o n c e pt u al i n v er s e r el ati o n s hi p b et w e e n t h e  m ulti v ari at e d eli n e ati o n a n d t h e s p ati al c o nti-
g uit y.

( a) ( b)

( a)  S p ati al e ntr o p y c al c ul at e d f or a c o n st a nt s p ati al d at a c o nfi g ur ati o n. ( b)  S p ati al e ntr o p y of
t h e r a n d o m c o nfi g ur ati o n n or m ali z e d b y t h e e ntr o p y of a n ot h er r a n d o m c o nfi g ur ati o n  wit h t h e s a m e .
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4.  St ati o n ar y  D e ci si o n  M a ki n g  wit h  Cl u st eri n g

O n e of t h e i s s u e s  wit h s p ati al cl u st eri n g f or st ati o n ar y d e ci si o n s i s t h at s u bj e cti v e d e ci si o n s ar e

r e q uir e d t o e n s ur e t h at t h e g e n er at e d cl u st eri n g s ar e r e pr e s e nt ati v e a n d s uit a bl e f or g e o st ati sti-

c al a n al y si s.  T h e cl u st eri n g  m etri c s i ntr o d u c e d i n t hi s c h a pt er c a n b e u s e d t o g ui d e s el e cti o n of

diff er e nt d e ci si o n s of st ati o n arit y f or a g e o st ati sti c al a n al y si s.  H o w e v er, p ar a m et eri zi n g diff er e nt

al g orit h m s t o pr o d u c e s uit a bl e r e s ult s i s still a  m aj or c h all e n g e f or s p ati al cl u st eri n g a p pli e d t o

st ati o n ar y d e ci si o n  m a ki n g.  F urt h er m or e, t h e r e s ult s g e n er at e d b et w e e n e x p ert s a n d al g orit h m s

ar e diff er e nt a n d p er h a p s i n c o m p ati bl e.

A n e w cl u st eri n g al g orit h m i s pr o p o s e d t h at g e n er at e s  m a n y cl u st eri n g r e ali z ati o n s u si n g a

r a n d o m- p at h a n d a ‘ d u al- s p a c e’ s e ar c h.  T h e r a n d o m p at h a n d e n s e m bl e a n al y si s si m plifi e s t h e

p ar a m et er i nf er e n c e r e q uir e d fr o m t h e u s er.  T h e i m pl e m e nt ati o n u s e s a  K- n e ar e st- n ei g h b or

s p ati al s e ar c h a n d t h e  m ulti v ari at e diff er e n c e  m etri c s d e v el o p e d a b o v e.  T h e f ull al g orit h m i s

gi v e n i n  Al g orit h m 4.  T h e pr o p o s e d cl u st eri n g al g orit h m h a s t hr e e st a g e s o utli n e d i n t h e f oll o w-

i n g s e cti o n, a n d i s d e m o n str at e d c o n c e pt u all y i n  Fi g ur e 4. 7. I n t h e f oll o wi n g t e xt c o n si d er a s et

of g e o gr a p hi c all y l o c at e d s a m pl e s  w h er e attri b ut e s ar e r e c or d e d at e a c h l o c ati o n.

St a g e 1  m er gi n g g e n er at e s s p ati al-fir st gr o u pi n g s,  w h er e s a m pl e s ar e  m er g e d pri m aril y c o n-

si d eri n g a r el at e d s p ati al n ei g h b or h o o d.  F or e a c h l o c ati o n al o n g a r a n d o m p at h, t h e n ei g h-

b or s i n  C art e si a n s p a c e ar e i d e ntifi e d  wit h a  K- n e ar e st- n ei g h b or s p ati al s e ar c h t h at i s o pti o n all y

a ni s otr o pi c.  T h e  E u cli d e a n di st a n c e i n - di m e n si o n al attri b ut e s p a c e i s c al c ul at e d b et w e e n t h e

c urr e nt l o c ati o n a n d t h o s e f o u n d i n t h e l o c al s e ar c h. L o c ati o n s  wit h t h e s m all e st - di m e n si o n al

di st a n c e ar e  m er g e d i nt o  mi ni- cl u st er s.  T hi s p h a s e of  m er gi n g i s r e p e at e d u ntil e v er y s a m pl e

b el o n g s t o a  mi ni- cl u st er.

St a g e 2 fi n ali z e s a cl u st eri n g r e ali z ati o n b y it er ati v el y  m er gi n g t h e g e n er at e d fr o m

st a g e 1 t o t h e n u m b er of cl u st er s.  At t hi s st a g e t h e i s n ot r e q uir e d t o b e t h e fi n al
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C o n c e pt u al  w or kfl o w f or r a n d o m- p at h it er ati v e- a g gl o m er ati v e s p ati al cl u st eri n g.  St a g e 1:
s a m pl e s  m er g e d b a s e d o n l o c ati o n,  St a g e 2:  mi ni- cl u st er s  m er g e d b a s e d o n p o p ul ati o n di st a n c e s,  St a g e
3:  C al c ul at e t h e p airi n g s  m atri x a n d e xtr a ct fi n al l a b el s.
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D S cl u st eri n g al g orit h m

1: _ = k dtr e e b uilt fr o m d at a l o c ati o n s;
2:

3: G e n er at e a r a n d o m p at h t hr o u g h t h e d at a l o c ati o n s;
4:

5: St a g e 1  M er gi n g
6:

7: Q u er y _ f or t h e cl o s e st l o c ati o n s ar o u n d ;
8: C o m p ut e t h e di m e n si o n al  E u cli d e a n s q u ar e d di st a n c e b et w e e n t h e c urr e nt l o c a-

ti o n a n d e a c h n ei g h b or f o u n d a b o v e;
9: S ort l o c ati o n s b a s e d o n s q u ar e d  E u cli d e a n di st a n c e;

1 0: M er g e r a n d o ml y b et w e e n a n d ‘ cl o s e st’ n ei g h b or s b a s e d o n t h e s ort e d di st a n c e s;
1 1:

1 2: At t hi s st a g e  w e h a v e cl u st er s t h at ar e s p ati all y c o m p a ct;
1 3:

1 4: St a g e 2  M er gi n g
1 5: G e n er at e a r a n d o m p at h t hr o u g h t h e  mi ni- cl u st er s;
1 6: ;
1 7:

1 8:

1 9: G o  T o st a g e 3;

2 0: R a n d o ml y c h o o s e a p o p ul ati o n diff er e n c e  m etri c fr o m t h e a v ail a bl e p o ol;
2 1: C al c ul at e t h e p o p ul ati o n diff er e n c e b et w e e n t h e c urr e nt cl u st er a n d all ot h er cl u st er s;
2 2: M er g e t h e t w o cl o s e st  mi ni- cl u st er s;
2 3: ;
2 4:

2 5: St a g e 3,  Fi n al  Cl a s s L a b el s
2 6: B uil d a p airi n g s  m atri x ( a dj a c e n c y  m atri x);
2 7: Hi er ar c hi c al cl u st eri n g of t h e p airi n g s  m atri x e xtr a ct s t h e d o mi n a nt c o n fi g ur ati o n f or

t h e s et of r a n d o m- p at h cl u st eri n g s;

f or t h e d at a s et si n c e t h e e n s e m bl e a n al y si s i n st a g e 3 c a n b e u s e d t o i nf er .  E a c h  m er g e

c o n si d er e d i n st a g e 2 u s e s  m ulti v ari at e di stri b uti o n diff er e n c e  m etri c s s u c h a s t h e  W ar d  S S E

di st a n c e ( S z é k el y  &  Ri z z o, 2 0 0 5;  W ar d, 1 9 6 3), t h e e n er g y di st a n c e ( Ri z z o  & S z é k el y, 2 0 1 6), or

t h e  K L D ( H er s h e y  &  Ol s e n, 2 0 0 7) ( d et ail e d a b o v e).

T h e e n s e m bl e of cl u st eri n g s i s r e c or d e d i n a n m atri x  w h er e e a c h c ol u m n c o nt ai n s l a b el s

f or e a c h cl u st eri n g r e ali z ati o n.  E n s e m bl e cl u st eri n g t e c h ni q u e s ar e u s e d t o e xtr a ct t h e fi n al

cl u st er l a b el s c o n si sti n g of t h e c o n s e n s u s of all r e ali z ati o n s ( S e c. 2. 4. 2;  Str e hl  &  G h o s h, 2 0 0 2).

T h e si m pl e st c o n s e n s u s f u n cti o n c o n si st s of hi er ar c hi c al cl u st eri n g of a s a m pl e si mil arit y
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m atri x ( M a nit a,  K h a n c h el,  & Li m a m, 2 0 1 2;  Str e hl  &  G h o s h, 2 0 0 2).  T h e s a m pl e si mil arit y

m atri x c o u nt s t h e n u m b er of ti m e s e a c h l o c ati o n i s f o u n d i n t h e s a m e cl u st er a s e a c h l o c ati o n,

.  T h e si mil arit y  m atri x n or m ali z e d b y t h e n u m b er of cl u st eri n g s gi v e s t h e li k eli h o o d

f or e a c h s a m pl e t o b e p air e d  wit h o n e a n ot h er o v er all cl u st eri n g r e ali z ati o n s.  Hi er ar c hi c al

cl u st eri n g of t h e si mil arit y  m atri x  wit h  W ar d’ s  mi ni m u m v ari a n c e i s u s e d t o e xtr a ct t h e d o mi n a nt

c o nfi g ur ati o n ( Str e hl  &  G h o s h, 2 0 0 2;  W ar d, 1 9 6 3).

A si m pl e t e st d o m ai n s h o w n i n  Fi g ur e 4. 8 i s u s e d t o ill u str at e t h e pr o p o s e d cl u st eri n g.  T h e

d at a s et c o n si st s of t w o v ari a bl e s  w hi c h ar e a p pr o xi m at el y n or m all y di stri b ut e d,  wit h a n i nt er-

v ari a bl e r el ati o n s hi p t h at i s n ot c o m pl et el y d e s cri b e d b y li n e ar c orr el ati o n ( Fi g. 4. 8 e).  F o ur

diff er e nt cl u st eri n g al g orit h m s ar e a p pli e d: 1) hi er ar c hi c al cl u st eri n g; 2) hi er ar c hi c al cl u st eri n g

wit h t h e c o or di n at e s a s d at a; 3)  M or a n s- a ut o c orr el ati o n b a s e d s p ati al cl u st eri n g ( S e c. 2. 3. 5. 2;

S cr u c c a, 2 0 0 5); a n d 4) t h e pr o p o s e d d u al s p a c e s e ar c h ( D S) cl u st eri n g d e v e l o p e d a b o v e.

T h e hi er ar c hi c al cl u st er s g e n er at e d  wit h o ut c o n si d eri n g t h e c o or di n at e s b e st d eli n e at e t h e

m ulti v ari at e s p a c e i nt o 3 cl u st er s ( Fi g. 4. 9 a).  H o w e v er, a s e x p e ct e d, t hi s g e n er at e s cl u st er s t h at

h a v e t h e p o or e st s p ati al pr o p erti e s f or t hi s d o m ai n ( Fi g. 4. 9 e).  Hi er ar c hi c al cl u st er s u si n g st a n-

d ar di z e d c o or di n at e s ar e  m or e s p ati all y c o nti g u o u s at t h e e x p e n s e of  m ulti v ari at e d eli n e ati o n

( Fi g. 4. 9 b a n d f).  T h e  M or a n’ s cl u st er s h a v e l e s s s p ati al  mi xi n g t h a n t h e  m ulti v ari at e o nl y cl u s-

t er s ( e. g.,  Fi g. 4. 9 g v s e) a n d  m ulti v ari at e pr o p erti e s b et w e e n t h e fir st t w o cl u st eri n g s.  Fi n all y

t h e pr o p o s e d  D S al g orit h m g e n er at e s cl u st er s t h at h a v e si mil ar s p ati al c o nti g uit y c o m p ar e d t o

t h e  M or a n’ s cl u st eri n g ( e. g.,  Fi g. 4. 9 h v s g) b ut  wit h b ett er  m ulti v ari at e d eli n e ati o n ( Fi g. 4. 9 d).

T o u n d er st a n d h o w e a c h v ari a bl e i nfl u e n c e s e a c h cl u st eri n g al g orit h m, a  R F cl a s sifi er i s

tr ai n e d t o pr e di ct t h e cl u st er l a b el s u si n g t h e i n p ut v ari a bl e s a n d t h e s a m pl e l o c ati o n s

( Br ei m a n, 2 0 0 1;  F o u e dji o, 2 0 1 6 a; Li a w  &  Wi e n er, 2 0 0 2).  V ari a bl e i m p ort a n c e i s c al c ul at e d

fr o m t h e n u m b er of ti m e s a v ari a bl e i s u s e d t o i m pr o v e t h e s plit r e s ult s f or all br a n c h e s o v er all

bi n ar y d e ci si o n tr e e’ s tr ai n e d i n t h e  R F.  T h e  m or e a v ari a bl e i s u s e d t o i m pr o v e t h e r e s ult s of t h e

R F cl a s sifi er o v er all d e ci si o n tr e e’ s, t h e  m or e i m p ort a nt t h at v ari a bl e i s f or cl a s sifi c ati o n.  Pr e-

di ct a bl y, s p ati al c o or di n at e s ar e t h e l e a st i m p ort a nt v ari a bl e t o pr e di ct  m ulti v ari at e- o nl y cl u st er
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( a, b)  S y nt h eti c t e st d at a l o c ati o n s s h o wi n g t h e v al u e of t h e n or m al s c or e d v ari a bl e s s a m pl e d
at e a c h l o c ati o n. ( c, d)  U ni v ari at e hi st o gr a m s a n d ( e) bi v ari at e s c att er pl ot of t h e t w o v ari a bl e s i n t h e t e st
d at a s et.

l a b el s,  w h er e a s t h e y ar e t h e  m o st i m p ort a nt  w h e n i n cl u d e d a s d at a i n t h e cl u st eri n g al g orit h m

( Fi g. 4. 1 0).  Pr e di cti n g cl u st er l a b el s fr o m t h e s p ati al  m et h o d s s h o w s i n cr e a s e d d e p e n d e n c e o n

c o or di n at e s  w h e n c o m p ar e d t o t h e  m ulti v ari at e o nl y  m et h o d ( Fi g. 4. 1 0).
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( a)  Hi er ar c hi c al cl u st er s,  m ulti v ari at e o nl y

( b)  Hi er ar c hi c al cl u st er s  wit h c o or di n at e s a s d at a

( c)  Hi er ar c hi c al cl u st er s  wit h  M or a n s l o c al a ut o c orr el ati o n

( d)  D S e n s e m bl e cl u st eri n g

S p ati al cl u st er r e s ult s fr o m ( a) hi er ar c hi c al cl u st eri n g, ( b) hi er ar c hi c al cl u st er s  wit h st a n d ar d-
i z e d c o or di n at e s a s d at a, ( c) a ut o c orr el ati o n- b a s e d s p ati al cl u st er s, a n d ( d) t h e pr o p o s e d r a n d o m- p at h
cl u st eri n g al g orit h m.
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V ari a bl e i m p ort a n c e d et er mi n e d b y tr ai ni n g a  R F cl a s sifi er t o pr e di ct t h e cl u st er l a b el s f or
e a c h cl u st eri n g al g orit h m, a s i n ( F o u e dji o, 2 0 1 6 a)

Stri n g s of ti g htl y s p a c e d a n d hi g hl y c orr el at e d d at a ar e a n o ut st a n di n g i s s u e f or s p ati al cl u st eri n g

of g e o st ati sti c al d at a s et s ( e. g.,  Fi g. 4. 1 b;  R o m ar y et al., 2 0 1 5).  T h e s ol uti o n pr e s e nt e d h er e

u s e s a n a ni s otr o pi c s p ati al s e ar c h f or st a g e 1  m er gi n g t o a c c o u nt f or t h e c o ntr a sti n g s a m pli n g

d e n sit y b a s e d o n ori e nt ati o n.  T h e  C u- A u p or p h yr y d at a s et i ntr o d u c e d i n t hi s c h a pt er i s u s e d t o

t e st t hi s s ol uti o n ( Fi g. 4. 1 1).  A n a ni s otr o pi c s e ar c h i s d efi n e d t h at i s i s otr o pi c i n t h e h ori z o nt al

pl a n e ( m aj or  =  mi n or)  wit h a s h ort e n e d v erti c al a xi s e q u al t o 0. 5 *  m aj or.  A r ot ati o n  m atri x

i s c al c ul at e d u si n g t h e , , , , a n d c o n v e nti o n s ( a s i n:  R o s si  &  D e ut s c h,

2 0 1 4) a n d t h e a ni s otr o pi c di st a n c e i s c o m p ut e d a s:

( 4. 9)

T h e  K- n e ar e st- n ei g h b or s e ar c h i s p erf or m e d i n t h e a ni s otr o pi c s p a c e.  T h e s a m e s uit e of 4

cl u st eri n g  m et h o d s ar e a p pli e d. I n t hi s c a s e, t h e a ut o c orr el ati o n- b a s e d cl u st eri n g a n d t h e  D S

cl u st eri n g u s e t h e a ni s otr o pi c 3 D s e ar c h.

Cl u st eri n g r e s ult s ar e s h o w n i n  Fi g ur e 4. 1 2.  Si mil ar t o t h e s y nt h eti c d at a s et t h e  m ulti v ari at e

d eli n e ati o n i s b e st i n t h e c a s e of t h e  m ulti v ari at e- o nl y cl u st er s ( Fi g. 4. 1 2 a).  T h e r o c k t y p e s fr o m

t h e g e ol o gi c al l o g g e n er at e t h e  m o st s p ati all y c o nti n u o u s u nit s, h o w e v er, t hi s c o m e s  wit h t h e
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( a)  A u gr a d e v al u e s

1

2

3

4

5

6

A
u

( b)  C u gr a d e v al u e s

0. 5

1

1. 5

2

2. 5

3

C
u

L o c ati o n  m a p c ol or e d b y ( a)  A u a n d ( b)  C u gr a d e v al u e s at e a c h l o c ati o n.

p o or e st d eli n e ati o n of  m ulti v ari at e s p a c e ( Fi g. 4. 1). It s h o ul d b e n ot e d t h at t h e u nit s d efi n e d

i n t h e g e ol o gi c al l o g ar e li k el y d efi n e d t o c a pt ur e di sti n ct g e ol o gi c al diff er e n c e s ( e. g., i ntr u si v e

p h a s e s) r at h er t h a n t h e s p ati al- m ulti v ari at e p o p ul ati o n s t ar g et e d f or g e o st ati sti c al  m o d eli n g.  Hi-

er ar c hi c al cl u st eri n g  wit h t h e c o or di n at e s a s d at a r e s ult s i n cl u st er s t h at s p ati all y si mil ar t o t h e

m ulti v ari at e- o nl y cl u st er s b ut  wit h a hi g h er pr o p orti o n of cl u st er 2 ( Fi g. 4. 1 2 b).  T h e r e s ult i s a

si g nifi c a ntl y  m or e or d er e d s p ati al d o m ai n ( m or e ar e a s  wit h o nl y ‘ Cl u s 2’), b ut  wit h a d diti o n al

mi xi n g of t h e p o p ul ati o n s i n  m ulti v ari at e s p a c e.  T h e a ut o c orr el ati o n- b a s e d s p ati al cl u st er s ar e

m or e s p ati all y c o nti g u o u s t h a n t h e  m ulti v ari at e- o nl y cl u st er s, h o w e v er, t h e  m ulti v ari at e d eli n-

e ati o n s uff er s sli g htl y ( Fi g. 4. 1 2 c).  D S g e n er at e s a c o nfi g ur ati o n c o m p ati bl e  wit h t h e l o c al-

a ut o c orr el ati o n cl u st er er,  wit h si mil ar  m ulti v ari at e d eli n e ati o n a n d o nl y  m ar gi n all y p o or er s p ati al

c o nti g uit y ( Fi g. 4. 1 2 d).  D e p e n di n g o n t h e pr ef er e n c e s of t h e  m o d el er, t h e  D S cl u st eri n g c a n

e a sil y b e t u n e d t o g e n er at e eit h er b ett er s p ati al d eli n e ati o n or b ett er  m ulti v ari at e d eli n e ati o n

si m pl y b y c h o o si n g h o w  m a n y s a m pl e s ar e  m er g e d d uri n g st a g e 1 of t h e al g orit h m.

8 6



4.  St ati o n ar y  D e ci si o n  M a ki n g  wit h  Cl u st eri n g

( a)  Hi er ar c hi c al cl u st er s,  m ulti v ari at e o nl y

Cl u s 1C lu s 1

Cl u s 2C lu s 2

( b)  Hi er ar c hi c al cl u st er s  wit h c o or di n at e s a s d at a

Cl u s 1C lu s 1

Cl u s 2C lu s 2

( c)  Hi er ar c hi c al cl u st er s  wit h  M or a n s l o c al a ut o c orr el ati o n

Cl u s 1C lu s 1

Cl u s 2C lu s 2
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( d)  D S e n s e m bl e cl u st eri n g

Cl u s 1C lu s 1

Cl u s 2C lu s 2

Cl u st eri n g r e s ult s fr o m ( a) hi er ar c hi c al cl u st eri n g, ( b) hi er ar c hi c al cl u st er s  wit h st a n d ar d-
i z e d c o or di n at e s a s d at a, ( c) a ut o c orr el ati o n- b a s e d s p ati al cl u st er s, a n d ( d) t h e pr o p o s e d r a n d o m- p at h
cl u st eri n g al g orit h m.

T h e i d e a of g e n er ati n g  m ulti pl e diff er e nt d e ci si o n s of st ati o n arit y f or u n c ert ai nt y c h ar a ct eri z ati o n

i s a n o v el a p pr o a c h f or c a pt uri n g t h e u n c ert ai nt y a s s o ci at e d  wit h st ati o n ar y d o m ai ni n g i n g e o st a-

ti sti c al  w or kfl o w s.  T h e pri or u n c ert ai nt y of i n p ut p ar a m et er s  m u st b e e x pr e s s e d f or i nt e gr ati o n

i nt o g e o st ati sti c al  m o d eli n g.  C o n v e nti o n al st ati o n ar y d o m ai ni n g t e c h ni q u e s h a v e pr e vi o u sl y

r e n d er e d i n c or p or ati o n of t hi s u n c ert ai nt y i m pr a cti c al.

A s et of c o n s e n s u s f u n cti o n s f or tr a diti o n al e n s e m bl e a n al y si s ar e i ntr o d u c e d i n  S e c-

ti o n 2. 4. 2.  T h e c o n s e n s u s f u n cti o n c o m bi n e s i nf or m ati o n fr o m all cl u st eri n g s i n a n e n s e m bl e

i nt o a si n gl e i m pr o v e d cl u st eri n g.  All c o n s e n s u s f u n cti o n s o p er at e o n i nf or m ati o n s h ar e d b e-

t w e e n cl u st er er s, g e n er all y  wit h o ut i nf or m ati o n a b o ut t h e pr o bl e m a c c e s si bl e t o e a c h i n di vi d u al

cl u st er er ( e. g., attri b ut e s t h at d efi n e i n di vi d u al cl u st er s).  T hi s c a n b e s e e n a s b ot h a str e n gt h

a n d a  w e a k n e s s of e n s e m bl e cl u st eri n g, d e p e n di n g o n t h e a p pli c ati o n ( Str e hl  &  G h o s h, 2 0 0 2).

H o w e v er,  m o st st u di e s n ot e t h at d o m ai n- s p e cifi c k n o wl e d g e i m pr o v e s cl u st eri n g r e s ult s, si n c e

d e ci si o n s r el at e d t o p ar a m et eri z ati o n a n d i m p ort a nt s u b s p a c e s c a n b e t ail or e d t o  m at c h k n o w n

c h ar a ct eri sti c s of t h e d o m ai n ( Ș e n b a b a o ğl u,  Mi c h aili di s,  & Li, 2 0 1 4;  G h a e mi,  S ul ai m a n, I br a hi m,

&  M u st a p h a, 2 0 0 9;  Str e hl  &  G h o s h, 2 0 0 2).
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F or g e o st ati sti c al d at a s et s,  w h er e o n e  m u st c o n si d er b ot h t h e  m ulti v ari at e a n d s p ati al d eli n-

e ati o n of t h e fi n al cl a s s e s, a n e n h a n c e m e nt t o tr a diti o n al c o n s e n s u s f u n cti o n s i s pr o p o s e d b y

u si n g t h e cl u st eri n g  m etri c s d e v el o p e d i n  S e cti o n 4. 2.  T h e  m ulti v ari at e- s p ati al  m etri c s ar e u s e d

i n a pr e pr o c e s si n g st e p t o pr ef er e nti all y s el e ct a s u b s et of t h e cl u st eri n g e n s e m bl e t h at h a s

i m pr o v e d s p ati al a n d  m ulti v ari at e pr o p erti e s.  T h e c o n s e n s u s of t h e s u b- e n s e m bl e g e n er at e s

a n i m pr o v e d s p ati al cl u st eri n g si n c e it i n c or p or at e s pr o p erti e s of o nl y t h e b e st cl u st eri n g s i n t h e

e n s e m bl e.

T h e cl u st eri n g e n s e m bl e i s u s e d f or t hr e e  m ai n c a s e s of g e o st ati sti c al a n al y si s i n t hi s  w or k:

1) t o i m pr o v e a si n gl e s et of cl u st er s f or g e o st ati sti c al e sti m ati o n; 2) g e n er at e a s m all s et of

s c e n ari o s e v al u at e t h e  m ai n c o nfi g ur ati o n s  wit h e sti m ati o n; a n d 3) t o g e n er at e e q u all y li k el y

r e ali z ati o n s of cl u st eri n g s t h at c o m pri s e t h e pri or p ar a m et er u n c ert ai nt y f or t h e d e ci si o n of st a-

ti o n arit y, f or u s e i n si m ul ati o n- b a s e d u n c ert ai nt y c h ar a ct eri z ati o n  w or kfl o w s.  T h e e n s e m bl e

t e c h ni q u e s u s e d i n t h e pr e vi o u s s e cti o n c o m bi n e d  wit h t h e cl u st eri n g  m etri c s c o m pri s e t h e

n o v el g e o st ati sti c al e n s e m bl e c o n s e n s u s f u n cti o n f or s p ati al cl u st eri n g e n s e m bl e s.

T o g e n er at e t h e b e st s et of st ati o n ar y d o m ai n s c o n si d eri n g t h e cl u st eri n g e n s e m bl e, t y pi c all y

o n e  w o ul d c o n si d er t h e c o n s e n s u s of all cl u st eri n g s ( br o w n;  Fi g. 4. 1 3).  T o i m pr o v e t h e si n-

gl e cl a s sifi c ati o n, a pr e- pr o c e s si n g of t h e e n s e m bl e i s pr o p o s e d t o pri oriti z e  w hi c h cl u st eri n g s

f or m t h e c o n s e n s u s cl u st eri n g.  T hi s ‘ g e o st ati sti c al c o n s e n s u s f u n cti o n’ c o m e s fr o m utili zi n g t h e

m etri c s of d o m ai n g o o d n e s s c o m bi n e d  wit h c o n v e nti o n al e n s e m bl e c o n s e n s u s f u n cti o n s.

T h e pr o p o s e d g e o st ati sti c al c o n s e n s u s f u n cti o n i s a s f oll o w s: fir st, t h e s p ati al a n d  m ulti v ari-

at e  m etri c s ar e c al c ul at e d f or all cl u st eri n g s i n a cl u st eri n g e n s e m bl e ( b l a c k cr o s s e s;  Fi g. 4. 1 3).

I n t hi s s p ati al- m ulti v ari at e  m etri c s p a c e, cl u st eri n g s t h at h a v e t h e b e st  m ulti v ari at e s c or e s f or

a gi v e n s p ati al s c or e ar e c h o s e n ( bl u e cr o s s e s;  Fi g. 4. 1 3).  T hi s s u b- e n s e m bl e c o m pri s e s

cl u st eri n g r e ali z ati o n s t h at ar e t h e ‘ b e st’ i n t er m s of t h e s p ati al a n d  m ulti v ari at e pr o p erti e s.  T hi s

s u b- e n s e m bl e a d dr e s s e s t w o of t hr e e pr o p o s e d a p pli c ati o n s of e n s e m bl e cl u st eri n g t o g e o-

st ati sti c s; eit h er t h e c o n s e n s u s of t h e s u b- e n s e m bl e i s t a k e n t o g e n er at e a si n gl e c o n s e n s u s

cl u st eri n g  wit h i m pr o v e d s p ati al- m ulti v ari at e pr o p erti e s ( pi n k st ar;  Fi g. 4. 1 3), or cl u st eri n g s fr o m

8 9



4.  St ati o n ar y  D e ci si o n  M a ki n g  wit h  Cl u st eri n g

t hi s s u b- e n s e m bl e c a n b e u s e d dir e ctl y i n a si m ul ati o n b a s e d  w or kfl o w t o a s s e s s t h e u n c ert ai nt y

a s s o ci at e d  wit h a s si g ni n g s a m pl e s t o diff er e nt st ati o n ar y d o m ai n s ( bl u e cr o s s e s;  Fi g. 4. 1 3).

T h e fi n al pr o p o s e d a p pli c ati o n of cl u st er e n s e m bl e s f or g e o st ati sti c s i s t o d et er mi n e t h e  m o st

d o mi n a nt c o nfi g ur ati o n s r e pr e s e nt e d i n t h e e n s e m bl e.  T hi s r e q uir e s a p air wi s e c o m p ari s o n of

t h e si mil arit y of all cl u st eri n g s i n t h e e n s e m bl e.  A n i s s u e  wit h dir e ct c o m p ari s o n of cl u st eri n g s

f or si mil arit y c o m e s fr o m t h e r a n d o mi z e d i niti ali z ati o n of e a c h cl u st eri n g al g orit h m,  w hi c h r e-

s ult s i n diff er e nt l a b el s a s si g n e d t o e a c h cl u st er b et w e e n cl u st eri n g r e ali z ati o n s.  T h e n et eff e ct

i s i n c o m p ati bl e l a b eli n g b et w e e n ot h er wi s e i d e nti c al cl u st eri n g s ( Fi g. 4. 1 4).  T h e a dj u st e d  R a n d

i n d e x ( A RI) ( H u b ert  &  Ar a bi e, 1 9 8 5;  St ei nl e y, 2 0 0 4) i s a p o p ul ar  m etri c u s ed t o c o m p ar e cl u s-

t eri n g s si n c e it i s i n v ari a nt t o p er m ut ati o n s, pr o d u c e s s c or e s b et w e e n , a n d c a n b e u s e d

t o c o m p ar e cl u st eri n g s  wit h diff er e nt .  C o n si d er t w o cl u st eri n g s  wit h a n d cl u st er s, r e-

s p e cti v el y.  C al c ul ati n g t h e  A RI b et w e e n t h e cl u st eri n g s st art s b y c o n v erti n g t h e cl u st eri n g l a b el

v e ct or s t o bi n ar y  m atri c e s, a n d (i. e. i s a c ol u m n- wi s e bi n ar y  m atri x r e c or di n g

m e m b er s hi p of p oi nt s i n e a c h cl u st er) a n d t h e n b uil di n g a m atri x .  E a c h e ntr y

i n t h e  m atri x r e c or d s t h e n u m b er of ti m e s a p air of p oi nt s c o- o c c ur i n e a c h cl u st er.  O n c e

t h e c o- o c c urr e n c e  m atri x h a s b e e n c al c ul at e d t h e  A RI b et w e e n t h e cl u st eri n g s i s gi v e n b y

( H u b ert  &  Ar a bi e, 1 9 8 5):

( 4. 1 0)

T h e bi n o mi al e x p a n si o n s _ c o m p ut e s t h e t ot al n u m b er of c o m bi n ati o n s of e a c h c o nfi g ur ati o n

p o s si bl e b et w e e n e a c h cl u st er.  T o i d e ntif y t h e  m o st d o mi n a nt c o nfi g ur ati o n s i n t h e e n s e m bl e,

t h e p air wi s e si mil arit y b et w e e n cl u st eri n g s i s c al c ul at e d u si n g t h e  A RI a n d t h e r e s ult i s a c c u m u-

l at e d i n a n cl u st er si mil arit y  m atri x.  Hi er ar c hi c al cl u st eri n g of t hi s cl u st eri n g si mil arit y  m atri x

r e s ult s i n t h e d o mi n a nt cl u st er c o nfi g ur ati o n s fr o m t h e e n s e m bl e, a n d f or e a c h c o nfi g ur ati o n t h e

c o n s e n s u s of t h e s u b s et i s f o u n d b y b uil di n g a n p airi n g s  m atri x u si n g t h e cl u st eri n g s fr o m
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E x a m pl e of t h e g e o st ati sti c al c o n s e n s u s f u n cti o n, u si n g t h e cl u st eri n g  m etri c s c al c ul at e d
f or diff er e nt st ati o n ar y d o m ai n s f or t h e p or p h yr y d at a s et.  Bl u e cr o s s e s r e pr e s e nt t h o s e t h at h a v e t h e
b e st  m ulti v ari at e pr o p erti e s f or a gi v e n l e v el of s p ati al c o nti g uit y.  S el e ct e d si n gl e r e ali z ati o n d e ci si o n s of
st ati o n arit y ar e s h o w n f or r ef er e n c e.

( a) ( b)

T h e o ut c o m e of t w o diff er e nt cl u st eri n g s of t h e s a m e d at a s et  wit h t h e s a m e p ar a m et er s.
T h e p er m ut ati o n of cl u st er l a b el s r e s ult s i n i n c o m p ati bl e cl u st er c o d e s b et w e e n ot h er wi s e i d e nti c al c at e-
g ori e s.
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W C S S a n d s p ati al e ntr o p y s c or e s f or diff er e nt n u m b er of n e ar e st n ei g h b or s a n d n u m b er s
of d at a  m er g e d i n t h e st a g e 1 s e ar c h.

e a c h s u b s et, a n d e xtr a cti n g t h e c o n s e n s u s cl u st eri n g fr o m t h e p airi n g s  m atri x  wit h hi er ar c hi c al

cl u st eri n g, a s a b o v e.

N e arl y all cl u st eri n g al g orit h m s r e q uir e a s i n p ut.  T h e e x c e pti o n i s hi er ar c hi c al cl u st eri n g,

w h er e c a n b e i nf err e d b y i n s p e cti n g t h e a s s o ci at e d d e n dr o gr a m.  T h e e n s e m bl e cl u st eri n g

m et h o d s d e v el o p e d i n t hi s c h a pt er b e n efit fr o m a hi er ar c hi c al- cl u st eri n g b a s e d c o n s e n s u s f u n c-

ti o n,  w hi c h all o w s t o b e i nf err e d f oll o wi n g e n s e m bl e c o n str u cti o n.  G e n er all y, a l o w er i s

pr ef er a bl e t o r e d u c e  w or kfl o w c o m pl e xit y i n t h e g e o st ati sti c al  m o d eli n g t h at f oll o w s.

T h e  D S cl u st eri n g d e v el o p e d i n  S e cti o n 4. 3 r e q uir e s f e w i n p ut p ar a m et er s: s e ar c h p ar a m-

et er s ( a n d a ni s otr o p y), t h e n u m b er of s a m pl e s  m er g e d d uri n g st a g e 1  m er gi n g, a n d a

l o w er pr o p orti o n t hr e s h ol d t o r ej e ct cl u st eri n g r e ali z ati o n s.

S e ar c h p ar a m et er s s h o ul d g e n er all y b e c h o s e n t o  m at c h t h e v ari a bilit y i n t h e u n d erl yi n g

v ari a bl e s,  wit h s o m e c o n si d er ati o n t o diff er e n c e s i n s a m pl e d e n sit y al o n g drill h ol e s r el ati v e t o

b et w e e n drill h ol e s.  A g e n er al g ui d eli n e i s t o  mi mi c t h e a ni s otr o p y a n d r a n g e of t h e u n d erl yi n g

v ari a bl e s.  T h e n u m b er of s a m pl e s f o u n d i n t h e s p ati al s e ar c h s h o ul d b e si mil ar t o t h e kri gi n g
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p ar a m et er s; 1 0- 2 5 i n 2 D a n d 2 5- 5 0 i n 3 D.

T h e n u m b er of s a m pl e s  m er g e d ( ) i n st a g e 1 c a n o pti o n all y b e s p e cifi e d, h o w e v er i n

t hi s  w or k it i s r a n d o mi z e d b et w e e n 1 a n d .  T h e c h oi c e of t h e n u m b er of s a m pl e s  m er g e d

d uri n g st a g e 1  m er gi n g eff e cti v el y cr e at e s t h e ‘ di al’ t h at c a n b e u s e d t o t u n e t h e  m ulti v ari at e

d eli n e ati o n or s p ati al c o n n e cti vit y of t h e r e s ulti n g cl u st er s.  Gi v e n a c o n st a nt , if

d uri n g st a g e 1 i s i n cr e a s e d, t h e fi n al r e s ult h a s a d diti o n al s p ati al c o nti n uit y.  C o n v er s el y,  wit h a

s m all , t h e o ut p ut of  D S cl u st eri n g r e s e m bl e s cl u st eri n g o bt ai n e d u si n g o nl y  m ulti v ari at e

i nf or m ati o n.  T h e eff e ct of t hi s ‘ di al’ i n t er m s of t h e  m etri c s d e v el o p e d i n  S e cti o n 4. 2 i s s h o w n i n

Fi g ur e 4. 1 5. I n cr e a si n g t h e n u m b er of s a m pl e s f o u n d i n t h e l o c al s e ar c h i n st a g e 1 c a u s e s t h e

D S cl u st er s t o h a v e a d diti o n al s p ati al c o n n e cti vit y at t h e e x p e n s e of  m ulti v ari at e d eli n e ati o n.

T h e l o w er t hr e s h ol d r ej e ct s cl u st eri n g s if a n y o n e of t h e c at e g ori e s f all s b el o w t hi s pr o p orti o n.

T h e  m ai n i d e a i s t o e n s ur e t h at all cl u st eri n g s ar e r e a s o n a bl e a n d c o ul d b e u s e d f or g e o st ati sti c al

a n al y si s.  G e n er all y,  wit h a l ar g er i n p ut d at a s et t hi s t hr e s h ol d c a n b e l o w er.  T h e k e y i s t o e n s ur e

t h at e n o u g h s a m pl e s ar e a v ail a bl e f or i nf er e n c e of st ati sti c al p ar a m et ers f or  m o d eli n g.

T hi s c h a pt er i ntr o d u c e s cl u st eri n g  m etri c s a n d n o v el cl u st eri n g al g orit h m s f or d efi ni n g st ati o n ar y

d o m ai n s f or g e o st ati sti c al a n al y s e s.  S p e cifi c all y:

1.  T h e d e v el o p m e nt of s e v er al  m ulti v ari at e  m etri c s a n d a si n gl e s p ati al  m etri c t h at s u m m a-

ri z e s diff er e n c e s i n st ati o n ar y d o m ai n s;

2.  T h e c o m bi n ati o n of  m ulti v ari at e a n d s p ati al pr o p erti e s a s a n o bj e cti v e  m e a s ur e of st ati o n-

ar y d o m ai n g o o d n e s s;

3.  D e v el o p m e nt of a s p ati al cl u st eri n g al g orit h m t h at r e d u c e s t h e b ur d e n of p ar a m et eri z ati o n

t hr o u g h t h e r a n d o m s u b s p a c e a n d e n s e m bl e a n al y si s;

4.  A  m et h o d t o g e n er at e i m pr o v e d s p ati al cl u st er s c o n si d eri n g e n s e m bl e a n al y si s a n d t h e

d e v el o p e d cl u st eri n g  m etri c s.
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Cl u st eri n g a n d s p ati al cl u st eri n g t o ol s ar e eff e cti v e f or p artiti o ni n g hi g h di m e n si o n al s p ati al

d at a s et s i n t o gr o u p s  wit h u ni q u e s p ati al a n d st ati sti c al pr o p erti e s.  T h e cl u st eri n g  m etri c s pr o-

p o s e d i n t hi s c h a pt er r e pr e s e nt a n i m p ort a nt c o ntri b uti o n f or cl u st eri n g a p pli e d t o st ati o n ar y

d eli n e ati o n si n c e t h e r e s ult c a n b e a s s e s s e d b a s e d o n o bj e cti v e r at h er t h a n s u bj e cti v e crit eri a.
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A d at a s et of 4 5 2 5 s a m pl e s fr o m 1 6 8 drill h ol e s fr o m a  C hil e a n  C u- p or p h yr y d e p o sit i s u s e d t o

d e m o n str at e t h e i m pli cit g e ol o gi c al  m o d eli n g t e c h ni q u e s d e v el o p e d i n  C h a pt er 3.  T h e g e ol o g-

i c al l o g d eli n e at e s 2 l ar g e- s c al e d o m ai n s ( Fi g. 5. 1 a) t h at s e p ar at e t h e e co n o mi c s u p er g e n e-

e nri c h e d or e fr o m t h e u n e c o n o mi c  m at eri al.  T h e 6  m o d eli n g c at e g ori e s ar e d efi n e d t o c a pt ur e

s m all er s c al e v ari ati o n s  wit hi n t hi s l ar g e- s c al e fr a m e w or k ( Fi g. 5. 1 b).  C at e g ori e s 3 a n d 4 c o m-

pri s e t h e s u p er g e n e e nri c h m e nt z o n e a n d h a v e t h e hi g h e st a v er a g e c o p p er gr a d e s ( Fi g. 5. 2).

T hi s e nri c h e d z o n e i s  m o stl y l o c ali z e d t o t h e e a st  w h er e d e n s e drilli n g i s c o n c e ntr at e d, h o w-

e v er, it i s al s o i nt er s e ct e d i n t h e  w e st of t h e pr o p ert y.  C at e g or y 1 i s  m ai nl y u n mi n er ali z e d  w hil e

2, 5, a n d 6 ar e  w e a kl y  mi n er ali z e d.  C oll e cti v el y t h e s e u nit s f or m t h e u n mi n er ali z e d c a p a n d

b a s e of t h e h y dr ot h er m al s y st e m.  T h e c o m bi n e d c at e g ori e e s 3 a n d 4 c o m pri s e t h e l ar g e- s c al e

g e ol o gi c al d o m ai n t h at i sf  m o d el e d i n t hi s c h a pt er.

T hi s c h a pt er e v al u at e s diff er e nt b o u n d ar y  m o d eli n g str at e gi e s f or t h e i nt erf a c e b et w e e n t h e

l ar g e s c al e g e ol o gi c al d o m ai n s s h o w n i n  Fi g ur e 5. 1 a. I m pli cit  m o d eli n g i s  w ell s uit e d t o c a pt uri n g

g e ol o gi c al f e at ur e s at t hi s s c al e si n c e t h e f e at ur e s ar e r el ati v el y c o nti n u o u s b et w e e n drill h ol e s.

F urt h er, t h e s p ati al p att er n of t h e t ar g et e d g e ol o gi c al d o m ai n s u g g e st s t h at l o c al a ni s otr o p y of

s o m e f or m  m a y b e r e q uir e d t o c h ar a ct eri z e all l o c ati o n s i n t h e d o m ai n.

I n s p e cti n g t h e l o c ati o n  m a p i n  Fi g ur e 5. 1 a s h o w s t h at a n o v er all h ori z o nt al pl a n ar str u ct ur e i s

t h e t ar g et of b o u n d ar y  m o d eli n g.  H o w e v er, fr o m t h e n ort h-l o o ki n g vi e w of  Fi g ur e 5. 1 a, a g e ntl e

f ol d e d str u ct ur e i s pr e s e nt,  wit h a c e ntr al hi g h p oi nt a n d  w e st a n d e a st- di p pi n g li m b s o n t h e  w e st

a n d e a st si d e s, r e s p e cti v el y.  T h e p orti o n t o t h e e a st i s t hi c k er t h a n t h e  w e st, b ut pr e s u m a bl y t h e

t w o ar e c o nti n u o u s t hr o u g h t h e c e ntr al hi g h f e at ur e, a n d l o c al c o nti n uit y b et w e e n t h e diff er e nt
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( a)

O u t si d eO u t s id e

I n si d eI n s id e

( b)

R T 1R TRR 1

R T 2R TRR 2

R T 3R TRR 3

R T 4R TRR 4

R T 5R TRR 5

R T 6R TRR 6

L ar g e p or p h yr y l o c ati o n d at a, l o o ki n g n ort h. ( a)  G e ol o gi c al  D o m ai n s. ( b)  C at e g ori e s.
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5.  C a s e  St u d y: I m pli cit  M o d eli n g  wit h L o c all y  V ar yi n g  A ni s otr o p y

( a) L ar g e- s c al e g e ol o gi c al d o m ai n s ( b)  C at e g ori e s b a s e d o n g e ol o gi c al pr o p erti e s

Hi st o gr a m s ( a) b y g e ol o gi c al d o m ai n, ( b) b y g e ol o gi c al c at e g or y.

ar e a s s h o ul d b e  m ai nt ai n e d.

T h e t hi c k u nit o n t h e e a st si d e of t h e d o m ai n p o s e s n o c h all e n g e s f or i m pli ci t  m o d eli n g.

T h e d e n sit y of t h e i nf or m ati o n i n t hi s ar e a i m p art s str o n g c o ntr ol s o n t h e r e c o v er a bl e g e o m etr y

si n c e t h e d e n s e i nf or m ati o n c o ntr ol s t h e l o c al a ni s otr o p y, e v e n  wit h i s otr o pi c i nt er p ol ati o n c o n-

diti o n s.  H o w e v er, t hr o u g h t h e c e ntr al a n d  w e st p orti o n s of t h e d o m ai n, i nf or m ati o n i s s p ar s er

a n d t h e l o c al c o nti n uit y of t h e g e ol o gi c al b o u n d ari e s  m a y s uff er  wit h o ut a r e pr e s e nt ati v e l o c al

i nt er pr et ati o n.

All i m pli cit  m o d el s i n t hi s s e cti o n ar e g e n er at e d  wit h a  G a u s si a n k er n el i n t h e  P U d o m ai n

d e c o m p o siti o n fr a m e w or k d e v el o p e d i n  S e cti o n 2. 2. 5.  E xtr a p ol ati o n fr o m d at a l o c ati o n s i s li m-

it e d t o 2 0 0 ft.  T h e p ar a m et er s of t h e  P U d e c o m p o siti o n ar e c o n st a nt b et w e e n all  m o d el s; 3 5

d at a- p er- c e nt er, 0. 0 1 % d at a o v erl a p d uri n g p artiti o ni n g, a n d fi n al e x p a n si o n- o v erl a p of 6 0 % i n

t h e x, y a n d z dir e cti o n s.  T h e  m o d el s pr e s e nt e d i n t h e f oll o wi n g s e cti o n s ar e b uilt  wit h c o n st a nt

i n p ut d at a, p artiti o ni n g p ar a m et er s, a n d s u p p ort p ar a m et er s.  T h e o nl y diff er e n c e b et w e e n  m o d-

el s i s t h e a ni s otr o p y i n p ut t o t h e b o u n d ar y  m o d eli n g al g orit h m.  F o ur  m et h o d s f or i nf er e n c e of

a ni s otr o p y ar e t e st e d: 1) i s otr o pi c; 2)  m a n u all y i nf err e d gl o b al a ni s otr o p y; 3) gl o b al a ni s otr o p y

fr o m t h e v ari o gr a m  m o d el; a n d 4) it er ati v el y r efi n e d l o c al a ni s otr o p y ( C h a p. 3).  A n i s otr o pi c

m o d el s er v e s a s a b a s eli n e f or i n s p e cti o n p ur p o s e s; it i s e x p e ct e d t h at eit h er gl o b al or l o c al

a ni s otr o p y  will i m pr o v e t h e r e pr o d u cti o n of g e ol o gi c al f e at ur e s gi v e n t h e i nt er pr et ati o n of t h e

g e ol o gi c al c o nti n uit y.
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B o u n d ari e s g e n er at e d u n d er i s otr o pi c c o n diti o n s ar e s h o w n i n t h e n ort h-l o o ki n g o bli q u e vi e w

i n  Fi g ur e 5. 3.  T h e r e pr o d u cti o n of t h e d at a s et i s g o o d i n t h e d e n s el y s a m pl ed ar e a i n t h e

e a st, h o w e v er, i n t h e c e ntr al a n d  w e st- e n d of t h e d o m ai n t h e c o n n e cti vit y d o e s n ot  m at c h t h e

i nt er pr et ati o n of g e ntl y f ol d e d g e ol o gi c al c o nti n uit y.  T h e  m o d el c o ul d al s o b e d e s cri b e d a s o v erl y

r o u n d e d, p er h a p s bl o b-li k e, t h o u g h t hi s i s a s u bj e cti v e o b s er v ati o n of t h e s h a p e of t h e g e n er at e d

b o u n d ari e s.

T h e  m a n u al i nf er e n c e of a ni s otr o p y c o m e s fr o m i n s p e cti n g t h e i s otr o pi c  m o d el a n d i nf erri n g

ori e nt ati o n s a n d r a n g e s of c o nti n uit y t h at d e s cri b e t h e e x p e ct e d c o nti n uit y of t h e g e ol o gi c al

s oli d.  T h e g o al i s t o a d dr e s s t h e h ol e s i n t h e s p ar s el y s a m pl e d  w e st- e n d of t h e d e p o sit.  T h u s,

a h ori z o nt al i s otr o pi c v ari o gr a m  m o d el  wit h o ut stri k e or di p r ot ati o n i s s p e cifi e d; t h e v erti c al

a ni s otr o pi c r ati o i s  m a n u all y s et t o .  T h e r e s ulti n g b o u n d ari e s ar e s h o w n i n  Fi g ur e 5. 4.

B o u n d ari e s g e n er at e d  wit h i nt er pr et e d l o c al a ni s otr o p y i m pr o v e c o nti n uit y of t h e g e ol o gi c al

b o u n d ar y a cr o s s t h e s p ar s e l o c ati o n s b y c o n n e cti n g t h e ar e a s b et w e e n drill h ol e s i n t h e c e ntr al

p orti o n of t h e d o m ai n ( Fi g. 5. 4 b).
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5.  C a s e  St u d y: I m pli cit  M o d eli n g  wit h L o c all y  V ar yi n g  A ni s otr o p y

( a)  O bli q u e vi e w  N

O ut si d eO u t s id e

I n si d eI n s id e

( b)  O bli q u e vi e w  S E

O ut si d eO u t s id e

I n si d eI n s id e

I s otr o pi c b o u n d ar y  m o d el.

( a)  O bli q u e vi e w  N
O ut si d eO u t s id e

I n si d eI n s id e

( b)  O bli q u e vi e w  S E
O ut si d eO u t s id e

I n si d eI n s id e

A ni s otr o pi c b o u n d ar y  m o d el fr o m  m a n u al i nf er e n c e.

( a)  O bli q u e vi e w  N
O ut si d eO u t s id e

I n si d eI n s id e

( b)  O bli q u e vi e w  S E
O ut si d eO u t s id e

I n si d eI n s id e

A ni s otr o pi c b o u n d ar y  m o d el fr o m t h e v ari o gr a m  m o d el.
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E x p eri m e nt al a n d  m o d el i n di c at or v ari o gr a m s f or t h e g e ol o gi c al d o m ai n s.

A s et of ori e nt ati o n s ( = 7 5, =- 1 0) f or e x p eri m e nt al v ari o gr a m c al c ul ati o n ar e d et er-

mi n e d b y i n s p e cti n g t h e i s otr o pi c  m o d el i n  Fi g ur e 5. 3 a n d t h e c o m p o sit e i n di c at or d at a.  A n

h ori z o nt al- o m ni dir e cti o n al i n di c at or v ari o gr a m i s c al c ul at e d a n d fit  wit h a  m o d el v ari o gr a m ( Fi g. 5. 6).

T h e r a n g e p ar a m et er s e xtr a ct e d fr o m t h e fitt e d v ari o gr a m  m o d el s p ar a m et eri z e t h e  R B F k er n el

wit h a s et of r ot ati o n a n gl e s a n d t h e  m a g nit u d e s of a ni s otr o p y al o n g e a c h dir e cti o n.

T h e e x p eri m e nt al v ari o gr a m s s h o w t w o pr o n o u n c e d str u ct ur e s ( Fi g. 5. 6).  T h e fir st str u ct ur e

a c c o u nt s f or a p pr o xi m at el y 7 5 % of t h e v ari a n c e a n d s h o w s t h at t h er e i s a d diti o n al c o nti n uit y i n

t h e v erti c al dir e cti o n at a s h ort r a n g e.  H o w e v er, t h e l o n g r a n g e str u ct ur e c a pt ur e s t h e e x p e ct e d

h ori z o nt al c o nti n uit y of t h e d o m ai n, a n d t h u s, t h e s et of a ni s otr o pi c p ar a m et er s f or  R B F i nt er-

p ol ati o n ar e e xtr a ct e d fr o m t h e s e c o n d str u ct ur e.  T hi s i s a s u bj e cti v e d e ci si o n a c c or di n g t o t h e

i nt er pr et ati o n of t h e c o nti n uit y a n d d e sir e d pr o p erti e s of t h e  m o d el.  A ni s otr o pi c r ati o s

a n d ar e t a k e n fr o m t h e r el ati v e r a n g e s.

B o u n d ar y  m o d el s g e n er at e d  wit h t h e v ari o gr a m-i nf err e d gl o b al a ni s otr o p y ar e s h o w n i n  Fi g-

ur e 5. 5.  T h e s e gl o b all y a ni s otr o pi c  m o d el s s h o w a  mi n or i m pr o v e m e nt i n c o nti n uit y i n t h e ar e a

of s p ar s e s a m pli n g, h o w e v er, t h e i nt er pr et e d gl o b al a ni s otr o p y d o e s a b ett er j o b i n t hi s ar e a

filli n g o ut t h e i nt er p ol ati o n.
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T h e it er ati v e r efi n e m e nt al g orit h m d e v el o p e d i n  C h a pt er 3 i s a p pli e d h er e t o r efi n e l o c al ori e nt a-

ti o n s of c o nti n uit y fr o m t h e g e ol o gi c al b o u n d ari e s.  T h e it er ati v e al g orit h m r e q uir e s a s e e d  m o d el.

A s s h o w n i n  C h a pt er 3, a s e e d  m o d el  wit h t h e b e st gl o b al a ni s otr o p y s h o ul d b e c o n si d er e d.

Fi g ur e s 5. 7 a n d 5. 8 s h o w t h e  N-l o o ki n g a n d  S E-l o o ki n g vi e w s, r e s p e cti v el y , of t h e s e e d

m o d el ( a) a n d 5 it er ati v e r efi n e m e nt s ( b) - (f).  T h e l o c al ori e nt ati o n s i nf err e d at e a c h st a g e ar e

s h o w n a s v e ct or s i n ( b) - (f). I n e a c h c a s e t h e v e ct or ori e nt ati o n s i n di c at e t h e l o c al a ni s otr o p y

t h at  w e nt i nt o b uil di n g t h at  m o d el, g e n er at e d fr o m t h e pr e vi o u s  m o d el i n t he r efi n e m e nt s; t h e

fi n al it er ati o n of t h e al g orit h m d o e s n ot g e n er at e n e w ori e nt ati o n v e ct or s.  Fi g ur e s 5. 7 a n d 5. 8

f o c u s  m ai nl y o n t h e c e ntr al- w e st p orti o n of t h e pr oj e ct si n c e t h e d e n s e s a m pli n g i n t h e e a st e n d

c o n str ai n s t h e s h a p e r efi n e m e nt s p o s si bl e fr o m t hi s t e c h ni q u e.

T h e g o o d n e s s of a g e ol o gi c al b o u n d ar y  m o d el d e p e n d s o n  m ulti pl e crit eri a ( Li n d s a y et al., 2 0 1 3;

Or e s k e s et al., 1 9 9 4).  S e cti o n 3. 4 hi g hli g ht s t h e i s s u e s v ali d ati n g i m pli cit g e ol o gi c al  m o d el s cit-

i n g t h e d efi ci e n c y of  K-f ol d v ali d ati o n f or c a pt uri n g t h e s h a p e pr o p erti e s of t h e  m o d el. I n t h at

s e cti o n, a  S A: V  m etri c i s pr o p o s e d t o q u a ntif y s u bj e cti v el y p o or f e at ur e s i n i m pli cit  m o d el s.  H o w-

e v er, t h e  K-f ol d v ali d ati o n r e m ai n s a n i m p ort a nt crit eri a t o g a u g e r el ati v e pr e di cti v e p erf or m a n c e

b et w e e n diff er e nt al g orit h m s or p ar a m et eri z ati o n s of t h e s a m e al g orit h m o p er ati n g o n t h e s a m e

d at a s et.

A 5-f ol d cr o s s- v ali d ati o n a n d s h a p e- pr o p ert y st u d y i s u n d ert a k e n t o a s s e s s t h e p erf or m a n c e

of e a c h s et of a ni s otr o pi c p ar a m et er s f or r e pr o d u ci n g t h e u n d erl yi n g f e at ur e s.  T h e s a m pl e

l o c ati o n s c ol or e d b y f ol d n u m b er ar e s h o w n i n  Fi g ur e 5. 9.  T h e g o al of t h e  K-f ol d a n al y si s

i s t o a s s e s s h o w  w ell t h e pr e di cti v e al g orit h m r e pr o d u c e s t h e e x p e ct e d d o mai n c o d e s at t h e

r e m o v e d l o c ati o n s, o v er all f ol d s.  T h e s h a p e pr o p erti e s of t h e g e n er at e d  m o d el s ar e a s s e s s e d

b y c o n str u cti n g fi n al  m o d el s c o n si d eri n g all s a m pl e s u n d er e a c h s et of a ni s otr o pi c c o n diti o n s.

S urf a c e pr o p erti e s of e a c h fi n al  m o d el ar e c al c ul at e d f or c o m p ari s o n ( a s i n  S e c. 3. 4).  T h e

diff er e nt s et s of a ni s otr o p y i n cl u d e: i s otr o pi c ( Fi g. 5. 3); i nf err e d a ni s otr o p y ( Fi g. 5. 4); v ari o gr a m
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5.  C a s e  St u d y: I m pli cit  M o d eli n g  wit h L o c all y  V ar yi n g  A ni s otr o p y

( a)

O ut si d eO u t s id e

I n si d eI n s id e

( b)

O ut si d eO u t s id e

I n si d eI n s id e

( c)

O ut si d eO u t s id e

I n si d eI n s id e

( d)

O ut si d eO u t s id e

I n si d eI n s id e

( e)

O ut si d eO u t s id e

I n si d eI n s id e

(f)

O ut si d eO u t s id e

I n si d eI n s id e

It er ati v e r efi n e m e nt s of t h e b o u n d ar y  m o d el, l o o ki n g  N. ( a)  S e e d  m o d el  wit h gl o b al a ni s otr o p y,
( b) t o (f) it er ati o n s 1 t o 5, r e s p e cti v el y.  V e ct or s s h o w n i n ( b) t o (f) r efl e ct t h e ori e nt ati o n of t h e l o c al
a ni s otr o p y, si z e d b y t h e r el ati v e  m a g nit u d e of t h e a ni s otr o p y.
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( a)

O ut si d eO u t s id e

I n si d eI n s id e

( b)

O ut si d eO u t s id e

I n si d eI n s id e

( c)

O ut si d eO u t s id e

I n si d eI n s id e

( d)

O ut si d eO u t s id e

I n si d eI n s id e

( e)

O ut si d eO u t s id e

I n si d eI n s id e

(f)

O ut si d eO u t s id e

I n si d eI n s id e

It er ati v e r efi n e m e nt s of t h e b o u n d ar y  m o d el, l o o ki n g  S E. ( a)  T h e s e e d  m o d el  wit h gl o b al
a ni s otr o p y, ( b - f)  R efi n e m e nt it er ati o n s 1 t o 5, r e s p e cti v el y.  V e ct or s s h o w n i n ( b - f) r e pr e s e nt t h e
ori e nt ati o n of t h e l o c al a ni s otr o p y, si z e d b y t h e r el ati v e  m a g nit u d e of t h e a ni s otr o p y.
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S a m pl e l o c ati o n s c ol or e d b y f ol d n u m b er f or  K-f ol d a n al y si s.

a ni s otr o p y ( Fi g. 5. 5); a n d it er ati v el y r efi n e d l o c al a ni s otr o p y f or 5 it er ati o n s ( Fi g. 5. 7).

Fi g ur e 5. 1 0 a s h o w s t h e p er c e nt a g e of l o c ati o n s  w h er e t h e b o u n d ari e s g e n er at e d u n d er e a c h

s et of a ni s otr o pi c c o n diti o n s di d n ot c orr e ctl y i d e ntif y t h e c at e g or y at t h e u n s a m pl e d l o c ati o n.

L o gi c all y, a l o w er err or i s d e sir a bl e; t h e b e st a ni s otr o p y i s t h e o n e t h at i nf or m s b o u n d ari e s t h at

h a v e t h e  mi ni m u m n u m b er of  mi s cl a s sifi e d l o c ati o n s.  T h e it er ati v el y r efi n e d  m o d el s g e n er at e

l o w er err or s t h a n  m o d el s  wit h i nf err e d or v ari o gr a m a ni s otr o p y.  T h e r el ati v el y l ar g e diff er e n c e

b et w e e n t h e i nf err e d  m o d el a n d t h e fir st it er ati v e r efi n e m e nt i s i nt er e sti n g a s t h e r efi n e m e nt s ar e

s e e d e d  wit h t h e i nf err e d a ni s otr o p y. I nt er e sti n gl y t h e l o w e st err or i s pr o d u c e d  wit h a n i s otr o pi c

i nt er p ol at or.  T hi s i s a n u n e x p e ct e d r e s ult si n c e t h e s u bj e cti v el y i m pr o ve d pr o p erti e s of t h e

m o d el d o n ot tr a n sl at e i nt o i m pr o v e d cr o s s v ali d ati o n s c or e s.

Fi g ur e 5. 1 0 b s h o w s t h e  S A: V  m etri c c al c ul at e d f or e a c h i m pli cit  m o d el.  H er e t h e g o al

i s t o  mi ni mi z e t h e s u bj e cti v el y p o or f e at ur e s of b u b bl y a n d r o u n d e d-l o o ki n g i m pli cit  m o d el s.

T h u s, pr ef er e n c e i s gi v e n t o  m o d el s t h at  m a xi mi z e t h e  S A: V.  Pr e di ct a bl y, t h e i s otr o pi c  m o d el

g e n er at e s t h e l o w e st  S A: V s c or e i n di c ati n g t h at t h e  m o d el c o nt ai n s bl o b-li k e s h a p e s.  Gl o b al

a ni s otr o p y i m pr o v e s t h e  m o d el s si g nifi c a ntl y, a n d t h e it er ati v e r efi n e m e nt s f urt h er i m pr o v e o v er

t h e gl o b al a ni s otr o p y. I n t hi s c a s e it er ati o n 3, 4, a n d 5 of l o c al r efi n e m e nt s pr o d u c e t h e  m a xi-

m u m  S A: V s c or e s.

1 0 4



5.  C a s e  St u d y: I m pli cit  M o d eli n g  wit h L o c all y  V ar yi n g  A ni s otr o p y

( a)

( b)

I m pli cit  m o d el ( a) cr o s s v ali d ati o n a n d ( b) s h a p e pr o p erti e s f or t h e  m o d el s g e n er at e d a s
p art of t hi s st u d y.  T h e b e st  m o d el s h o ul d  mi ni mi z e pr e di cti o n s err or s  w hil e si m ult a n e o u sl y  m a xi mi zi n g
t h e .

Ulti m at el y t h e str u ct ur al i nt er pr et ati o n a d o pt e d f or i m pli cit  m o d eli n g i s a c h oi c e  m a d e b y t h e

g e o m o d el er b a s e d o n s e v er al crit eri a, b ot h s u bj e cti v e a n d o bj e cti v e.  T hi s s e cti o n d e m o n str at e s

t h at t h e it er ati v e r efi n e m e nt s pr o p o s e d f or i m pli cit g e ol o gi c al  m o d el s c a n c a pt ur e r e pr e s e nt ati v e

l o c al a ni s otr o p y t h at i s c o m p etiti v e  wit h gl o b al a ni s otr o p y i n t er m s if pr e di cti o n err or s a n d o ut p er-

f or m s gl o b al a ni s otr o p y i n t er m s of s h a p e pr o p erti e s. I n c o n v e nti o n al  w or kfl o w s t h e it er ati v el y

r efi n e d a ni s otr o p y c o ul d b e u s e d t o ai d t h e i nt er pr et ati o n of l o c al a ni s otr o p y f or t h e pr a ctiti o n er

- t h e fi n al c h oi c e of gl o b al or l o c al a ni s otr o p y i s l eft t o t h eir di s cr eti o n.
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5.  C a s e  St u d y: I m pli cit  M o d eli n g  wit h L o c all y  V ar yi n g  A ni s otr o p y

T h e it er ati v el y r efi n e d l o c al a ni s otr o p y d e v el o p e d i n t hi s t h e si s c a n b e e a sil y i n c or p or at e d i nt o

e xi sti n g  m et h o d ol o gi e s f or q u a ntif yi n g t h e t h e v ol u m etri c u n c ert ai nt y i n i m pli cit  m o d eli n g fr a m e-

w or k s ( S e c. 2. 2. 7;  Wil d e  &  D e ut s c h, 2 0 1 2).  T w e nt y-fi v e tr ai ni n g-t e st d at a s et s ar e g e n er at e d b y

r a n d o ml y a s si g ni n g 7 5 % a n d 2 5 % of t h e drill h ol e s t o t h e tr ai ni n g a n d t e st s et, r e s p e cti v el y, f or

e a c h r u n.  Fift y r a n d o m  C- p ar a m et er s i n t h e i nt er v al [ 0, 5 0 0] ar e g e n er at e d.  T h e l o c al a ni s otr o p y

fr o m it er ati o n 5, a b o v e, i s u s e d i n t hi s c a s e a s t h e r e pr e s e nt ati v e s et of str u ct ur al a ni s otr o p y.

T h e r e s ult of err or- cl a s sifi c ati o n  wit h i n cr e a si n g  C- p ar a m et er i s s h o w n i n  Fi g ur e 5. 1 1.

T h e g ui d eli n e t o c h o o s e a  C- p ar a m et er fr o m t h e err or i n  Fi g ur e 5. 1 1 i s t o c o n si d er s o m e

n oti o n of a c c e pt a bl e err or.  F or e x a m pl e, a l ar g e  C- p ar a m et er t e n d s t o dil at e b o u n d ari e s s o t h at

a s m all er n u m b er of l o c ati o n s ar e i n c orr e ctl y cl a s sifi e d.  M a n c h u k a n d  D e u t s c h ( 2 0 1 5) s u g g e st s

2. 5 % i s a n a c c e pt a bl e r at e f or t h e t a b ul ar d e p o sit  m o d el e d i n t h at st u d y.  T h er e, t h e  C- p ar a m et er

c orr e s p o n di n g t o 2. 5 % err or g e n er all y r e pr e s e nt s t h e l ar g er v oi d s i n t h e s p ar s el y s a m pl e d ar e a s.

T hi s p ar a m et er c o ul d al s o b e c h o s e n fr o m e x p ert j u d g m e nt c o n si d eri n g t h e d at a s p a ci n g a n d t h e

g e o m etri c f e at ur e s.  F or t h e c urr e nt d o m ai n t h e d e n s el y s a m pl e d r e gi o n s h a v e a n a p pr o xi m at e

d at a s p a ci n g of 5 0 ft,  w h er e a s t h e d at a s p a ci n g i s  > 2 0 0 ft i n t h e s p ar s er r e gi o n s.  T h er ef or e, a

C- p ar a m et er of 2 5 0 ft  wit h err or of 4 % i s c h o s e n ( Fi g. 5. 1 1).  Si n c e t hi s s p a ci n g i s r o u g hl y t h e

s p a ci n g of t h e d at a i n t h e s p ar s e ar e a s, it i s c o n si d er e d r e a s o n a bl e.

A fi n al  S D F  m o d el i s g e n er at e d b y  m o dif yi n g t h e u n d erl yi n g di st a n c e f u n cti o n f or b o u n d ar y

u n c ert ai nt y  wit h t h e  C- p ar a m et er, a s d et ail e d i n  S e cti o n 2. 2. 7.  T hi s fi n al  m o d el al s o u s e s t h e

l o c al a ni s otr o p y r efi n e d a b o v e.  O n e- h u n dr e d u n c o n diti o n al  G a u s si a n r e ali z ati o n s ar e g e n er-

at e d  wit h a  G a u s si a n v ari o gr a m  m o d el a n d t h e a ni s otr o p y p ar a m et er s fr o m t h e c a s e of gl o b al

a ni s otr o p y i nf err e d a b o v e.  T h e si m ul at e d r e ali z ati o n s ar e fir st a n d s e c o n d- or d er st ati o n ar y a n d

t h u s d o n ot  m at c h t h e l o c al ori e nt ati o n s i nf err e d d uri n g it er ati v e r efi n em e nt.  S G S  wit h L V A

c o ul d b e c o n si d er e d; l o c al ori e nt ati o n s a n d  m a g nit u d e s of a ni s otr o p y ar e a v ail a bl e at t h e p ar-

titi o n c e nt er s, a n d c o ul d b e i nt er p ol at e d t o t h e e sti m ati o n gri d ( Lill a h, 2 0 1 4).  T h e 1 0 0 u n c o n-

diti o n al r e ali z ati o n s ar e tr u n c at e d a g ai n st t h e fi n al  S D F  m o d el b y tr a n sf or mi n g t h e si m ul at e d

G a u s si a n v al u e s t o a u nif or m di stri b uti o n b et w e e n - 2 5 0 a n d  + 2 5 0, c orr e s p o n di n g t o t h e r a n g e

of t h e tr ai n e d  C- p ar a m et er o n eit h er si d e of t h e b o u n d ar y.  F or e a c h u n c o n diti o n al  G a u s si a n
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5.  C a s e  St u d y: I m pli cit  M o d eli n g  wit h L o c all y  V ar yi n g  A ni s otr o p y

P er c e nt a g e of  mi s cl a s sifi e d l o c ati o n s a s a f u n cti o n of  C- p ar a m et er

r e ali z ati o n t h e fi n al si m ul at e d d o m ai n c o d e i s d et er mi n e d a s ( Wil d e  &  D e uts c h, 2 0 1 2):

i n si d e if

o ut si d e if

( 5. 1)

w h er e i s t h e di st a n c e f u n cti o n fr o m u n c o n diti o n al si m ul ati o n a n d i s t h e  m o difi e d si g n e d

di st a n c e f u n cti o n a c c o u nti n g f or t h e  C- p ar a m et er.  Tr u n c ati o n  wit h e a c h r e ali z ati o n r e s ult s i n

1 0 0 b o u n d ar y r e ali z ati o n s g e n er at e d fr o m t h e i m pli cit  m o d el.  Fi g ur e 5. 1 2 s h o w s t h e p , p

a n d p i s o s urf a c e s g e n er at e d b y c o u nti n g h o w  m a n y ti m e s e a c h l o c ati o n i s f o u n d i n si d e t h e

b o u n d ar y o v er all r e ali z ati o n s.  T h e u n c ert ai nt y a s s o ci at e d  wit h t h e b o u n d ari e s i s e vi d e nt i n

t h e  w e st p orti o n of t h e d o m ai n  w h er e t h e s pr e a d b et w e e n t h e r e d p a n d gr e y p s urf a c e

i s r el ati v el y l ar g e.  B y c o ntr a st i n t h e e a st e n d,  wit h d e n s e drilli n g, t h er e i s l e s s u n c ert ai nt y.

T h e di stri b uti o n of gl o b al v ol u m etri c u n c ert ai nt y g e n er at e d b y t h e s e r e a li z ati o n s i s s h o w n i n

Fi g ur e 5. 1 3.  T h e c o nt ai n e d v ol u m e s r a n g e fr o m 5 9  M t o 1 1 5  M ft .
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5.  C a s e  St u d y: I m pli cit  M o d eli n g  wit h L o c all y  V ar yi n g  A ni s otr o p y

( a)  Vi e w al o n g 1 6 5 d e gr e e s di p pi n g 6 5

O ut si d eO u t s id e

I n si d eI n s id e

( b)  Vi e w al o n g 2 1 0 d e gr e e s di p pi n g 6 5

O ut si d eO u t s id e

I n si d eI n s id e
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5.  C a s e  St u d y: I m pli cit  M o d eli n g  wit h L o c all y  V ar yi n g  A ni s otr o p y

( c)  Vi e w al o n g 3 3 5 d e gr e e s di p pi n g 4 0

O ut si d eO u t s id e

I n si d eI n s id e

( d)  Vi e w al o n g 1 8 0 d e gr e e s di p pi n g 0

O ut si d eO u t s id e

I n si d eI n s id e

I s o- pr o b a bilit y s h ell s g e n er at e d fr o m i m pli cit  m o d eli n g  wit h u n c ert ai nt y.  T h e p , p a n d
p s urf a c e s ar e gr e y, y ell o w a n d r e d, r e s p e cti v el y.
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5.  C a s e  St u d y: I m pli cit  M o d eli n g  wit h L o c all y  V ar yi n g  A ni s otr o p y

V ol u m etri c u n c ert ai nt y f or b o u n d ar y  m o d el s g e n er at e d  wit h l o c al a ni s otr o p y.

T hi s c h a pt er d e m o n str at e s t h e i m pli cit  m o d eli n g a n d it er ati v e r efi n e m e nt al g orit h m s d e v el o p e d

i n  C h a pt er 3.  S p e cifi c all y:

1.  T h e  P U i m pli cit  m o d eli n g fr a m e w or k i s eff e cti v e f or i m pli cit  m o d eli n g o f g e ol o gi c al d o-

m ai n s;

2. L o c al a ni s otr o p y r efi n e d it er ati v el y fr o m i m pli cit  m o d el s r e a s o n a bl y c a pt ur e s t h e e x p e ct e d

l o c al f e at ur e s fr o m t h e t ar g et e d d o m ai n;

3.  Cr o s s v ali d ati o n of i m pli cit  m o d el s i s o nl y o n e p art of i m pli cit  m o d el v ali d ati o n; e q u all y i m-

p ort a nt ar e t h e s h a p e pr o p erti e s of t h e g e n er at e d  m o d el s,  w hi c h s h o ul d  mi ni mi z e b u b bl e s

a n d ot h er s u bj e cti v el y p o or f e at ur e s.

T h e i m pli cit g e ol o gi c al  m o d eli n g t e c h ni q u e s pr e s e nt e d i n t hi s t h e si s eff e cti v el y c a pt ur e l o c al

str u ct ur e s gi v e n a c o m p o sit e d at a s et a n d t ar g et e d g e ol o gi c al d o m ai n s.  T h e i nf er e n c e a n d e x-

e c uti o n of l o c al a ni s otr o p y t o i m pli cit  m o d eli n g c a n b e ti m e c o n s u mi n g, s u bj e cti v e, a n d err or

pr o n e.  T hi s c h a pt er d e m o n str at e s a ut o m ati c it er ati v e r efi n e m e nt s of l o c al f e at ur e s pr o vi d e s
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5.  C a s e  St u d y: I m pli cit  M o d eli n g  wit h L o c all y  V ar yi n g  A ni s otr o p y

a r e a s o n a bl e str u ct ur al i nt er pr et ati o n of a d o m ai n.  F urt h er m or e, t h e b e st  m o d el s i n t er m s of

s u bj e cti v e s h a p e pr o p erti e s d o e s n ot c orr e s p o n d t o t h e b e st  m o d el i n t er m s of pr e di cti o n err or s.

T h e r el ati v el y s m all i n cr e a s e i n err or s s h o ul d b e c ar ef ull y c o n si d er e d  w h e n i m pl e m e nti n g l o c al

f e at ur e s t o i m pli cit  m o d el s.
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A s s e s si n g l o c al a n d gl o b al u n c ert ai nt y i n g e o st ati sti c al  m o d el s i s criti c al f or d e ci si o n  m a ki n g a n d

s u b s e q u e nt pr o c e s s o pti mi z ati o n.  U n c ert ai nt y i n t h e i n p ut p ar a m et er s r e pr e s e nt s a n i m p ort a nt

s o ur c e t h at  m u st b e q u a ntifi e d a n d tr a n sf err e d t hr o u g h t h e g e o st ati sti c a l  m o d eli n g  w or kfl o w.

A s s e s si n g a n d i n c or p or ati n g k n o w n u n c ert ai nti e s t o g e o st ati sti c al  m o d e l s i s  w ell st u di e d ( K h a n

&  D e ut s c h, 2 0 1 6).  H o w e v er,  mi s si n g fr o m t h e c urr e nt st at e- of-t h e- art ar e t e c h ni q u e s t o q u a ntif y

t h e u n c ert ai nt y a s s o ci at e d  wit h p artiti o ni n g t h e d at a s et i nt o st ati o n ar y d o m ai n s a m e n a bl e t o

st ati sti c al  m o d eli n g. I n st e a d, u n c ert ai ni e s ar e  m or e c o m m o nl y c h ar a ct eri z e d i n t h e pr e s e n c e of

a si n gl e d e ci si o n of st ati o n arit y d e e m e d r e a s o n a bl e at t h e st art of t h e  w or kfl o w.

T hi s c h a pt er i m pl e m e nt s t h e cl u st eri n g al g orit h m s a n d t o ol s d e v el o p e d i n  C h a pt er 4 a n d v er-

ifi e s t h at t h e pr o p o s e d  m et h o d ol o gi e s i m pr o v e g e o st ati sti c al  m o d el s.  F o ur  m ai n c o ntri b uti o n s

ar e d e v el o p e d i n  C h a pt er 4: 1) a s uit e of  m etri c s t h at ai d i n t h e i nt er pr et ati o n of diff er e nt st a-

ti o n ar y d e ci si o n s; 2) a n o v el cl u st eri n g al g orit h m t h at r e d u c e s p ar a m et eri z ati o n r e q uir e m e nt s;

3) a g e o st ati sti c al c o n s e n s u s f u n cti o n f or i m pr o v e d s p ati al cl u st er s g e n er at e d fr o m cl u st eri n g

e n s e m bl e s; a n d 4) a  m et h o d t o g e n er at e r e ali z ati o n s of st ati o n ar y d o m ai n s f or u n c ert ai nt y c h ar-

a ct eri z ati o n.  H er e, a  K-f ol d v ali d ati o n  w or kfl o w i s u n d ert a k e n  wit h t w o d at a s et s t o a s s e s s  w h at

b e n efit t h e d e v el o p e d t o ol s pr o vi d e o v er ot h er st ati o n ar y d e ci si o n  m a ki n g str at e gi e s.

T h e fir st d at a s et f oll o w s fr o m t h e g e ol o gi c al  m o d eli n g i n  C h a pt er 5.  T hi s d o m ai n i s r ef err e d

t o a s p or p h yr y i n t h e f oll o wi n g t e xt, a n d h a s a si n gl e l o g n or m all y- di stri b ut e d  m o d eli n g v ari a bl e,

C u t ot al ( C u T), fr o m t w o g e ol o gi c all y d efi n e d r o c k t y p e s.  T hi s d at a s et c a n b e c o n si d er e d a

si m plifi e d c a s e of st ati o n ar y d o m ai ni n g si n c e o nl y a si n gl e v ari a bl e  m u st b e c o n si d er e d.  T h e
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6.  C a s e  St u d y:  T h e  Eff e ct of I m pr o v e d  St ati o n ar y  D e ci si o n s o n  G e o st ati sti c al  Pr e di cti o n s

s e c o n d oil s a n d s d at a s et c o nt ai n s 3 v ari a bl e s a n d 1 0 f a ci e s,  wit h a  mi x of  G a u s si a n-li k e a n d

l o g n or m al di stri b uti o n s.  H o w e v er, t h e  m ulti v ari at e r el ati o n s hi p s ar e n o n- G a u s si a n.

T h e v ali d ati o n  m et h o d ol o g y e m pl o y e d h er e c o n si st s of a 5-f ol d cr o s s v ali d ati o n t h at q u a ntifi e s

pr e di cti o n err or b et w e e n g e o st ati sti c al  m o d el s g e n er at e d u n d er diff er e nt d e ci si o n s of st ati o n ar-

it y.

F or e a c h d at a s et, a t ot al of 7 d e ci si o n s of st ati o n arit y ( h er e aft er: d o m ai n s, c at e g ori e s or cl u s-

t er s) ar e a s s e s s e d, i n cl u di n g: a si n gl e d o m ai n ( n o d at a s et p artiti o ni n g); g e ol o gi c al c at e g ori e s;

m ulti v ari at e cl u st er s; s p ati al cl u st er s; i m pr o v e d s p ati al cl u st er s; r e ali z ati o n s of s p ati al cl u st er s;

a n d r e ali z ati o n s of r a n d o m cl u st er s.  T h e si n gl e d o m ai n (‘ n o d o m ai n s’) t e s t s t h e a s s u m pti o n

t h at t h er e i s o nl y a si n gl e st ati o n ar y p o p ul ati o n, a n d s u b di vi si o n of t h e d at a s et i s d etri m e nt al

t o t h e g e o st ati sti c al a n al y si s.  S p ati al cl u st er s ar e g e n er at e d u si n g t h e  D S cl u st eri n g al g orit h m

d e v el o p e d i n  S e cti o n 4. 3. I m pr o v e d s p ati al cl u st er s ar e g e n er at e d fr o m t h e cl u st eri n g e n s e m bl e

u si n g t h e g e o st ati sti c al c o n s e n s u s f u n cti o n d e v el o p e d i n  S e cti o n 4. 4.  Fi n all y, t h e cl u st er r e al-

i z ati o n s ar e t a k e n fr o m t h e s u b- e n s e m bl e s el e ct e d t o g e n er at e t h e i m pr o v e d s p ati al cl u st er s.

T o g et h er, t h e s e t hr e e  m et h o d s c o m pri s e t h e n o v el c o ntri b uti o n s of  C h a pt er 4 f or g e n er ati n g

st ati o n ar y d o m ai n s a n d a s s e s si n g t h e a s s o ci at e d u n c ert ai nt y.

Fi g ur e 6. 1 l eft s h o w s a c o n v e nti o n al d e c orr el ati o n- b a s e d g e o st ati sti c al  w or kfl o w f or a c o n st a nt

s et of c at e g ori e s.  T h e  m o difi c ati o n t o h a v e diff er e nt c at e g ori e s f or e a c h r e ali z ati o n i s str ai g ht f or-

w ar d (ri g ht;  Fi g. 6. 1).  S e q u e nti al i n di c at or si m ul ati o n ( SI S) a n d  S G S ( D e ut s c h, 2 0 0 6;  M a n c h u k

&  D e ut s c h, 2 0 1 2) ar e u s e d f or si m ul ati n g t h e c at e g ori c al a n d c o nti n u o u s v ari a bl e s, r e s p e cti v el y.

F or e a c h g e o st ati sti c al r e ali z ati o n a n d at e a c h u n s a m pl e d l o c ati o n,  SI S i s u s e d t o si m ul at e t h e

c at e g or y gi v e n t h e c at e g ori e s f o u n d at n e ar b y s a m pl e l o c ati o n s a n d pr e vi o u sl y si m ul at e d n o d e s.

Wit hi n e a c h si m ul at e d c at e g ori c al d o m ai n,  S G S i s u s e d t o si m ul at e t h e c o nt i n u o u s v ari a bl e s
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L eft:  C o n c e pt u al g e o st ati sti c al  w or kfl o w c o n si d eri n g a si n gl e s et of c at e g ori e s.  Ri g ht:  Pr o-
p o s e d  m o difi e d g e o st ati sti c al  w or kfl o w f or r e ali z ati o n s of c at e g ori e s, diff er e n c e s ar e hi g hli g ht e d i n r e d.

1 1 4



6.  C a s e  St u d y:  T h e  Eff e ct of I m pr o v e d  St ati o n ar y  D e ci si o n s o n  G e o st ati sti c al  Pr e di cti o n s

0

2

4

C u T

L o c ati o n  m a p of t h e p or p h yr y d e p o sit c ol or e d b y  C u T.

c o n diti o n al t o t h e r el at e d s a m pl e s a n d si m ul at e d l o c ati o n s fr o m t h e s a m e c at e g or y.  F or t h e

u ni v ari at e l ar g e- p or p h yr y d at a s et, a n or m al- s c or e tr a n sf or m ati o n i s p erf or m e d i n d e p e n d e ntl y i n

e a c h c at e g or y, a n d i n d e p e n d e ntl y f or e a c h r e ali z ati o n of c at e g ori e s i n t h e  m o difi e d  w or kfl o w.

Si mil arl y, f or t h e oil s a n d s d at a s et s, a li n e ar d e c orr el ati o n tr a n sf or m a ti o n ( e. g., s p h er e- R;  B ar n ett

&  D e ut s c h, 2 0 1 5) i s u n d ert a k e n t o p er mit i n d e p e n d e nt si m ul ati o n of t h e  G a u s si a n-tr a n sf or m e d

v ari a bl e s, a n d i s a p pli e d i n d e p e n d e ntl y f or e a c h r e ali z ati o n of c at e g ori e s i n t h e  m o difi e d  w or k-

fl o w.

T h e s etti n g of t h e p or p h yr y i s d et ail e d i n  C h a pt er 5.  S a m pl e l o c ati o n s, c ol or e d b y  C u T,  wit hi n

t h e c o nt e xt of t h e g e ol o gi c al d o m ai n b o u n d ari e s ar e s h o w n i n  Fi g ur e 6. 2.  T h e d at a s et f or g e o-

st ati sti c al  m o d eli n g c o m e s fr o m  wit hi n t h e g e ol o gi c al b o u n d ari e s a n d c o n si st s of 1 2 9 9, 1 0 ft

c o m p o sit e a s s a y s fr o m 1 3 9 drill h ol e s.
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El b o w pl ot f or  C u T.

T h e fir st st e p i s t o c h o o s e h o w  m a n y c at e g ori e s t o  m o d el.  A n el b o w pl ot  m e a s ur e s t h e c o m-

p a ct n e s s of a c o nfi g ur ati o n i n  m ulti v ari at e s p a c e f or diff er e nt b y c al c ul ati n g t h e t ot al  W C S S

of t h e c o nfi g ur ati o n f or e a c h .  A pr ef err e d c a n b e s el e ct e d b y i n s p e cti n g t h e pl ot of v s

W C S S, a n d l o o ki n g f or i nfl e cti o n p oi nt s.  T h e el b o w pl ot f or t hi s d at a s et i s s h o w n i n  Fi g ur e 6. 3

a n d d o e s n ot s h o w a cl e ar pr ef err e d .  Si n c e t h er e ar e t w o g e ol o gi c al c at e g ori e s d efi n e d i n

t h e g e ol o gi c al l o g, i s u s e d f or all s et s of c at e g ori e s d efi n e d i n t hi s s e cti o n.

T h e u ni v ari at e pr o p erti e s f or all si n gl e-r e ali z ati o n c at e g ori e s ar e s h o w n i n  Fi g ur e 6. 4, a n d

s el e ct e d sli c e s t hr o u g h t h e c o m p o sit e d at a s et, c ol or e d b y a s si g n e d c at e g or y, ar e s h o w n i n  Fi g-

ur e 6. 5.  T h e cl u st eri n g  m etri c s d e v el o p e d i n  C h a pt er 4, c al c ul at e d f or all g e n er at e d cl u st eri n g s,

ar e s h o w n i n  Fi g ur e 6. 6.  F or t hi s d at a s et t h e  W C S S a n d s p ati al e ntr o p y ar e s el e ct e d a s t h e

m ulti v ari at e a n d s p ati al  m etri c s, r e s p e cti v el y.

G e ol o gi c al c at e g ori e s ar e d efi n e d i n t h e drill l o g s b y sit e pr a ctiti o n er s.  T h e u ni v ari at e pr o p er-

ti e s of e a c h c at e g or y ar e v er y si mil ar a n d n e arl y c o m pl et el y o v erl a p ( Fi g. 6. 4 a).  H o w e v er, t h e

s p ati al d eli n e ati o n of t h e c at e g ori e s i s t h e b e st o ut of all t e c h ni q u e s c o n si d er e d h er e.  T hi s c o m-

bi n e d s c or e i s r efl e ct e d i n  Fi g ur e 6. 6 ( gr e e n)  w h er e t h e g e ol o gi c al c at e g ori e s pl ot  wit h a hi g h
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( a) ( b)

( c) ( d)

K D E ( s h a d e d ar e a) a n d b o x pl ot s ( v erti c al li n e) of  C u T gr a d e s fr o m e a c h d efi n e d c at e g or y
fr o m t h e p or p h yr y d at a s et. ( a)  G e ol o gi c al c at e g ori e s, ( b)  m ulti v ari at e cl u st er s, ( c) s p ati al cl u st er s, a n d
( d) i m pr o v e d s p ati al cl u st er s.
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E- W sli c e of t h e s a m pl e l o c ati o n s fr o m t h e p or p h yr y d at a s et, c ol or e d b y c at e g or y. ( a)  G e o-
l o gi c al c at e g ori e s, ( b)  m ulti v ari at e cl u st er s, ( c) s p ati al cl u st er s, a n d ( d) i m pr o v e d s p ati al cl u st er s.

m ulti v ari at e s c or e a n d a l o w s p ati al s c or e.  R e c all t h at, i n t hi s  m etri c s p a c e,  mi ni mi zi n g b ot h

m etri c s i s t h e g o al, a n d a tr a d e off b et w e e n  m ulti v ari at e a n d s p ati al s c or e s i s e x p e ct e d.  T h e c at-

e g ori c al v ari o gr a m s c al c ul at e d f or t hi s s et ( Fi g. 6. 7 a) s u p p ort t h e s p ati al s c or e, si n c e t h e s p ati al

c o nti n uit y i s t h e hi g h e st o ut of all s et s.  V ari o gr a m s f or  C u T  wit hi n e a c h g e ol o gi c al c at e g or y ar e

s h o w n i n  Fi g ur e 6. 8 a.  T h e s p ati al c o nti n uit y  wit hi n e a c h c at e g or y i s di sti n ct, f urt h er s u p p orti n g

t hi s d eli n e ati o n.

M ulti v ari at e cl u st er s ar e g e n er at e d  wit h  K- m e a n s cl u st eri n g u si n g 1 0 0-r a n d o m i niti ali z ati o n s.

T hi s s et diff er s fr o m t h e r e st si n c e o nl y t h e c o nti n u o u s v ari a bl e s, a n d n o s p ati al i nf or m ati o n, i s

c o n si d er e d t o f or m t h e cl u st er s ( Fi g. 6. 4 b  & 6. 5 b).  Cl u st er s g e n er at e d fr o m t hi s d at a s et ar e n ot

m ulti v ari at e si n c e o nl y  C u T i s u s e d; i n t hi s s e n s e t h e s e c at e g ori e s ar e i d e nti c al t o gr a d e d o m ai n s

d efi n e d o n  C u T c ut off s.  A s e x p e ct e d, t h e r e s ulti n g c at e g ori e s b e st d eli n e at e t h e u ni v ari at e

pr o p erti e s of t h e d o m ai n ( Fi g. 6. 4 a a n d r e d i n  Fi g. 6. 6).  H o w e v er, t h e s p ati al pr o p erti e s ar e

c o m p ar ati v el y p o or, e s p e ci all y  wit h r e s p e ct t o t h e g e ol o gi c al d o m ai n s ( Fi g. 6. 5 a v s. b),  w hi c h

i s al s o r efl e ct e d i n t h e c at e g ori c al v ari o gr a m s ( Fi g. 6. 7 a v s. b).  V ari o gr a m s of  C u T  wit hi n e a c h

c at e g or y s h o w c o nti n uit y si mil ar t o t h e g e ol o gi c al c at e g ori e s, b ut  wit h sli g htl y s h ort er r a n g e s
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St a n d ar di z e d s p ati al- m ulti v ari at e  m etri c s c al c ul at e d f or all c at e g ori e s f or t h e p or p h yr y
d at a s et.

( Fi g. 6. 8 b).

S p ati al cl u st er s ar e g e n er at e d u si n g t h e  D S cl u st eri n g  m et h o d ol o g y d e v el o p e d i n  C h a pt er 4

( Fi g. 6. 4 c  & 6. 5 c).  T h e  D S al g orit h m g e n er at e s 1 0 0 0 cl u st eri n g s, u si n g 3 5 n e ar e st- n ei g h b or s,

a n d  m er gi n g 3 n ei g h b or s p er l o c ati o n i n t h e s p ati al  m er gi n g st a g e.  Cl u st eri n g s ar e r ej e ct e d fr o m

t h e e n s e m bl e if a n y o n e of t h e c at e g ori e s c o nt ai n s l e s s t h a n 2 5 % of t h e c o m p o sit e d at a b a s e.

T h e s e ar c h a ni s otr o p y i s o m ni dir e cti o n al i n t h e h ori z o nt al pl a n e  wit h a 2: 1 h ori z o nt al: v erti c al

a ni s otr o p y r ati o t o pr ef er e n c e t h e l o c al s p ati al s e ar c h f or s a m pl e s b et w e e n, r at h er t h a n al o n g,

drill h ol e s.  T h e s p ati al a n d  m ulti v ari at e s c or e s f or all cl u st eri n g s i n t h e e n s e m bl e ar e s h o w n

i n bl a c k i n  Fi g ur e 6. 6, a n d s h o w t h e e x p e ct e d i n v er s e r el ati o n s hi p b et w e e n  m ulti v ari at e a n d

s p ati al d eli n e ati o n.

S p ati al cl u st er s ar e g e n er at e d fr o m t h e c o n s e n s u s of all cl u st eri n g s i n t h i s e n s e m bl e u si n g

t h e p air wi s e- si mil arit y  m atri x c o n s e n s u s f u n cti o n; t h e  m etri c s c or e i s s h o w n a s t h e p ur pl e st ar

i n  Fi g ur e 6. 6.  T hi s c o n s e n s u s cl u st eri n g h a s pr o p erti e s s e e mi n gl y r e pr e s e nt ati v e of t h e e ntir e
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( a) ( b)

( c) ( d)

E x p eri m e nt al a n d  m o d el c at e g ori c al v ari o gr a m s f or e a c h s et of c at e g ori e s . ( a) g e ol o gi c al
c at e g ori e s, ( b)  m ulti v ari at e cl u st er s, ( c) s p ati al cl u st er s, a n d ( d) i m pr o v e d s p ati al cl u st er s.

e n s e m bl e.  T h e s p ati al pr o p erti e s ar e i m pr o v e d  wit h a c orr e s p o n di n g d e gr a d ati o n i n  m ulti v ari at e

pr o p erti e s  w h e n c o m p ar e d t o t h e  m ulti v ari at e cl u st er s. I n t h e s p ati al d o m ai n t h e s e cl u st er s d o

a p p e ar t o b e  m or e c o nti n u o u s ( Fi g. 6. 5 c),  w hi c h i s al s o s u p p ort e d b y t h e c at e g ori c al v ari o gr a m s

( Fi g. 6. 7 c v s. b).  V ari o gr a m s of  C u T  wit hi n e a c h cl u st er ar e si mil ar t o t h o s e fr o m t h e  m ulti v ari at e

cl u st er s ( Fi g. 6. 8 c).

T h e pr o p o s e d i m pr o v e m e nt t o s p ati al cl u st eri n g c h o o s e s a s u b s et of t h e e n s e m bl e t h at h a s

t h e b e st s p ati al a n d  m ulti v ari at e pr o p erti e s.  T h e s e ar e s el e ct e d b y fi n di n g 1 0 0 cl u st eri n g s t h at

h a v e t h e  mi ni m u m  m ulti v ari at e s c or e f or a gi v e n s p ati al s c or e ( bl u e cr o s s e s;  Fi g. 6. 6). I m pr o v e d

s p ati al cl u st er s ar e g e n er at e d fr o m t hi s s u b s et u si n g t h e s a m e p air wi s e- si mil arit y  m atri x c o n s e n-
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( a)

( b)

( c)

( d)

E x p eri m e nt al a n d  m o d el v ari o gr a m s of n or m al s c or e d  N S _ C u T  wit hi n e a c h c at e g or y, f or
e a c h s et of c at e g ori e s.
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E- W sli c e of t h e p or p h yr y d o m ai n, c ol or e d b y pr o b a bilit y t o b e p art of e a c h c at e g or y.

s u s f u n cti o n, a s a b o v e ( Fi g. 6. 4 d  & 6. 5 d).  T h e r e s ulti n g c at e g ori e s h a v e i m pr o v e d  m ulti v ari at e

pr o p erti e s,  wit h a c orr e s p o n di n g d e cr e a s e i n s p ati al pr o p erti e s  w h e n c o m p ar e d t o t h e s p ati al

cl u st er s g e n er at e d fr o m t h e t ot al e n s e m bl e ( br o w n v s. p ur pl e;  Fi g. 6. 6).  T h e c at e g ori c al v ari-

o gr a m s al s o s u p p ort t hi s d e cr e a s e i n s p ati al c o nti n uit y ( Fi g. 6. 7 d),  w h er e a s v ari o gr a m s of  C u T

wit hi n e a c h c at e g or y s h o w sli g htl y l o n g er-r a n g e c o nti n uit y  w h e n c o m p ar e d t o t h e cl u st er s fr o m

t h e f ull e n s e m bl e ( Fi g. 6. 8 d).

T h e s uit e of i m pr o v e d cl u st eri n g s s el e ct e d a b o v e e a c h d efi n e t h e c at e g ori e s u s e d f or a si n gl e

r e ali z ati o n i n t h e si m ul ati o n  w or kfl o w ( bl u e cr o s s e s;  Fi g. 6. 6).  E a c h cl u st eri n g r e ali z ati o n i s r e-

c o d e d t o h a v e t h e  m a xi m u m si mil arit y t o t h e i m pr o v e d cl u st er s g e n er at e d a b o v e.  T h e r e c o d e d

cl u st er r e ali z ati o n s c o m p ar e d a g ai n st t h e i m pr o v e d cl u st eri n g fr o m a b o v e gi v e s t h e li k eli h o o d

of e a c h l o c ati o n t o b el o n g t o e a c h c at e g or y o v er all r e ali z ati o n s ( Fi g. 6. 9). I n t hi s c a s e, c at e g or-

i c al a n d c o nti n u o u s v ari o gr a m  m o d el s c al c ul at e d fr o m t h e i m pr o v e d cl u st eri n g ar e u s e d f or all

r e ali z ati o n s, h o w e v er, a ut o m ati c fitti n g of v ari o gr a m s fr o m e a c h c at e g or y r e ali z ati o n c o ul d b e

c o n si d er e d.

T h e pr o p orti o n of s a m pl e s all o c at e d t o e a c h c at e g or y o v er all r e ali z ati o n s i s s h o w n i n  Fi g-

ur e 6. 1 0 b.  T hi s di stri b uti o n of u n c ert ai n pr o p orti o n s i s n ot t y pi c all y a v ail a bl e i n c o n v e nti o n al

st ati o n ar y d o m ai ni n g  w or kfl o w s, a n d i n st e a d  m u st b e g e n er at e d t hr o u g h b o ot str a p a n al y si s

a n d tr e n d  m o d eli n g ( H a d a v a n d  &  D e ut s c h, 2 0 1 7).  A s et of  K D E of  C u T c o nt ai n e d i n e a c h c at e-

g or y, c ol or e d b y c at e g or y t y p e, ar e s h o w n i n  Fi g ur e 6. 1 0 b.  T h e cl u st eri n g r e ali z ati o n s d eli n e at e

c o n si st e nt l o w a n d hi g h gr a d e p o p ul ati o n s i n t er m s of t h eir u ni v ari at e a n d s p ati al pr o p erti e s.
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( a) ( b)

( a)  K D E f or  C u T f or e a c h c at e g or y (i) 1 a n d (ii) 2, f or e a c h s et of c at e g ori e s. ( b)  Di stri b uti o n
of pr o p orti o n s of e a c h st ati o n ar y d o m ai n o v er all r e ali z ati o n s.

T w o c o ntr ol gr o u p s ar e i m pl e m e nt e d f or c o m p ari s o n.  T h e fir st s et c o n si d er s all s a m pl e s t o b e

fr o m a si n gl e st ati o n ar y p o p ul ati o n.  T hi s  m a y b e a r e a s o n a bl e d e ci si o n i n thi s d o m ai n si n c e t h e

si n gl e v ari a bl e f oll o w s a r el ati v el y st a bl e l o g n or m al di stri b uti o n, t h e c o ntr ol s t o  mi n er ali z ati o n

ar e r el ati v el y l ar g e- s c al e a n d diff u s e, a n d t h e l ar g e- s c al e g e ol o gi c al p artiti o ni n g  m o stl y s e p a-

r at e s t h e l o w gr a d e fr o m t h e hi g h gr a d e p o p ul ati o n s.  T h e s e c o n d c o ntr ol gr o u p c o n si d er s t h e

st ati o n ar y d o m ai n s t o b e r a n d o m, a n d g e n er at e s a diff er e nt r a n d o m s et of st ati o n ar y d o m ai n s

f or e a c h r e ali z ati o n.  A c c or di n g t o t h e d e v el o p e d  m etri c s, c o n si d eri n g r a n d o m c at e g ori e s r e s ult s

i n t h e  w or st s p ati al a n d  m ulti v ari at e d eli n e ati o n o ut of all cl u st eri n g s ( or a n g e;  Fi g. 6. 6).

T h e g e o st ati sti c al a n al y si s f oll o w s t h e st e p s o utli n e d i n t h e l eft a n d ri g ht of  Fi g ur e 6. 1, f or t h e

st ati c a n d u n c ert ai n c at e g ori e s, r e s p e cti v el y.  T h e s a m pl e l o c ati o n s c ol or e d b y f ol d ar e s h o w n

i n  Fi g ur e 6. 1 1.  T h e f ull  SI S a n d  S G S si m ul ati o n  w or kfl o w i s r e p e at e d i n d e p e n d e ntl y f or e a c h

f ol d, u si n g t h e tr ai ni n g s et t o b uil d g e o st ati sti c al  m o d el s, a n d t h e t e st d at a s et t o e v al u at e h o w

w ell t h e tr u e v al u e s ar e pr e di ct e d at t h e r e m o v e d l o c ati o n s.

T h e p erf or m a n c e of e a c h s et of c at e g ori e s i s a s s e s s e d b y c o m p ari n g t h e  m e a n of si m ul at e d
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S a m pl e l o c ati o n s c ol or e d b y f ol d f or t h e l ar g e- p or p h yr y d at a s et.

C u T  K-f ol d err or st ati sti c s b y c at e g or y, p or p h yr y d at a s et.

0. 3 3 0. 4 2 1. 1 3

0. 3 3 0. 4 2 1. 1 4

0. 3 3 0. 4 4 1. 1 1

0. 1 6 0. 3 7 1. 1 4

0. 2 9 0. 4 2 1. 1 1

0. 3 1

1. 1 1

v al u e s  wit h t h e tr u e v al u e s at r e m o v e d s a m pl e l o c ati o n s.  T hi s  E-t y p e e sti m at e i s t h e b e st e sti-

m at e gi v e n t h e  m o d eli n g p ar a m et er s f or e a c h s et of c at e g ori e s t e st e d i n t hi s  w or kfl o w ( Fi g. 6. 1 2

a n d  T a b. 6. 1).  T h e g o al i s t o r e pr o d u c e t h e tr u e v al u e s,  mi ni mi zi n g t h e  R M S E a n d  m a xi mi zi n g

t h e c orr el ati o n a n d c o v ari a n c e b et w e e n t h e e sti m at e a n d t h e tr ut h.
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Cr o s s pl ot b et w e e n t h e  E-t y p e e sti m at e a n d t h e tr u e v al u e s fr o m t h e p or p h yr y d at a s et.

T h e b e st s et of e sti m at e s ar e o bt ai n e d fr o m t h e i m pr o v e d s p ati al cl u st er s si n c e t h e y gi v e

t h e l o w e st  R M S E a n d hi g h e st c orr el ati o n ( Fi g. 6. 1 2f).  T h er e i s a n i n cr e m e nt al i m pr o v e m e nt b e-

t w e e n  m ulti v ari at e cl u st er s, s p ati al cl u st er s a n d i m pr o v e d s p ati al cl u st er s i n t er m s of c orr el ati o n

a n d  R M S E, c o nfir mi n g t h at s p ati al i nf or m ati o n i n c or p or at e d i n u n s u p er vi s e d l e ar ni n g al g orit h m s

f or st ati o n ar y d o m ai ni n g i s b e n efi ci al f or g e o st ati sti c al  m o d eli n g.

A n ot h er i m p ort a nt  m e a s ur e i s h o w t h e pr e di ct e d di stri b uti o n s of u n c ert ai nt y  m at c h t h e

d at a a cr o s s v ali d at e d l o c ati o n s; t hi s i s a s s e s s e d u si n g t h e a c c ur a c y pl ot s of  D e ut s c h ( 1 9 9 6)

( Fi g. 6. 1 3).  T hi s pl ot c o m p ar e s t h e e x p e ct e d a n d o b s er v e d n u m b er of ti m e s a tr u e v al u e f all s

wit hi n a gi v e n pr o b a bilit y i nt er v al f or t h e l o c al di stri b uti o n s of u n c ert ai nt y.  T h e g o al i s t o g e n er-
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A c c ur a c y pl ot s f or  C u T fr o m t h e p or p h yr y d at a s et, f or e a c h s et of c at e g ori e s.

at e l o c al di stri b uti o n s  w h er e t h e tr u e v al u e al w a y s f all s  wit hi n t h e e x p e ct e d pr o b a bilit y i nt er v al

o v er all l o c ati o n s i n t h e d o m ai n, s u c h a c a s e  w o ul d r e s ult i n p oi nt s pl otti n g al o n g t h e 1: 1 li n e.

P oi nt s f alli n g b el o w t h e 1: 1 li n e i n di c at e t h at l o c al di stri b uti o n s of u n c ert ai nt y ar e t o o n arr o w,

a n d p oi nt s a b o v e t h e 1: 1 li n e i n di c at e t h e l o c al di stri b uti o n s t h at ar e t o o  wi d e.  Eit h er c a s e c o ul d

b e a c c e pt a bl e, b ut g e n er all y, n arr o w er di stri b uti o n s of u n c ert ai nt y t h at ar e e q u all y a c c ur at e ar e

pr ef err e d ( D e ut s c h, 1 9 9 6).

F or t h e t e st e d s et s, t h e i m pr o v e d s p ati al cl u st eri n g  m et h o d ol o g y g e n er at e s t h e b e st l o c al

di stri b uti o n s of u n c ert ai nt y ( Fi g. 6. 1 3 a, a n d f), si n c e p oi nt s pl ot cl o s e st t o t h e 1: 1 li n e o v er all

pr o b a bilit y i nt er v al s.  M ulti v ari at e cl u st er s a n d r e g ul ar s p ati al cl u st er s g e n er at e l o c al di stri b u-
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ti o n s t h at ar e sli g htl y t o o n arr o w ( b el o w 1: 1),  w h er e a s t h e c o ntr ol gr o u p s a n d t h e g e ol o gi c al

c at e g ori e s g e n er at e l o c al di stri b uti o n s t h at ar e t o o  wi d e ( a b o v e 1: 1).  All  m et h o d s g e n er at e

l o c al di stri b uti o n s of u n c ert ai nt y t h at c o ul d b e c o n si d er e d r e a s o n a bl e.

A s uit e of fi n al r e ali z ati o n s ar e g e n er at e d  wit h t h e e ntir e  m o d eli n g d at a s et t o a s s e s s h o w  w ell

r e ali z ati o n s g e n er at e d  wit h diff er e nt s et s of c at e g ori e s r e pr o d u c e t h e gl o b al st ati sti c s.

T h e fir st c h e c k i s t o r e pr o d u c e t h e r e pr e s e nt ati v e hi st o gr a m ( Fi g. 6. 1 4). All s et s of c at e-

g ori e s r e s ult i n r e a s o n a bl e hi st o gr a m r e pr o d u cti o n, e x c e pt f or t h e  m ulti v ari at e cl u st er s  w hi c h

f ail t o r e pr o d u c e t h e  m e di u m t o hi g h gr a d e v al u e s.  H er e, t h e c o ntr ol gr o u p s a n d t h e g e ol o gi-

c al c at e g ori e s g e n er at e r e ali z ati o n s t h at h a v e a sli g htl y hi g h er a v er a g e gr a d e,  w hi c h c o ul d b e

attri b ut e d t o u n c o ntr oll e d e xtr a p ol ati o n of hi g h- gr a d e  m at eri al i n t h e s p ar s el y s a m pl e d ar e a s.

N e xt, t h e s p ati al c o nti n uit y b et w e e n l o c ati o n s s h o ul d b e r e pr o d u c e d.  V ari o gr a m s c al c u-

l at e d o n b a c k tr a n sf or m e d r e ali z ati o n s s h o w r e a s o n a bl e r e pr o d u cti o n of t h e  C u T e x p eri m e nt al

v ari o gr a m c al c ul at e d fr o m all d at a i n t h e d at a s et ( gr e y v s. r e d;  Fi g. 6. 1 5).  All  m et h o d s f ail t o r e-

pr o d u c e t h e l o n g-r a n g e h ori z o nt al str u ct ur e i n t h e gl o b al v ari o gr a m  m o d el, t h o u g h t h e v erti c al

dir e cti o n i s  w ell r e pr o d u c e d b y all  m et h o d s e x c e pt t h e r a n d o m a n d  m ulti v ar i at e cl u st er c at e-

g ori e s.  T h e p o or h ori z o nt al v ari o gr a m r e pr o d u cti o n c o ul d b e attri b ut e d t o t h e d o m ai n cli p pi n g

b y t h e b o u n di n g i m pli cit  m o d el.

T h e c o ntr ol gr o u p s p erf or m v er y  w ell i n t hi s d o m ai n i n t er m s of r e pr o d u cti o n of gl o b al st ati sti c s,

a n d t h e l o c al err or i n r e pr o d u ci n g t h e d at a.  H o w e v er, l o c al di stri b uti o n s o v er e sti m at e t h e l o c al

u n c ert ai nt y a cr o s s t h e d o m ai n.  T h e  D S s p ati al cl u st eri n g a n d i m pr o v e d e n s e m bl e cl u st eri n g

m et h o d ol o g y pr o p o s e d i n  C h a pt er 4 g e n er at e c at e g ori e s t h at ar e  m e a s ur a bl y b ett er a s st ati o n-

ar y d o m ai n s i n t er m s of l o c al a c c ur a c y, r e pr e s e nt ati v e l o c al di stri b uti o n s a n d t h e r e pr o d u cti o n

of gl o b al st ati sti c s.

O v er all, i n t er m s of r e pr o d u ci n g t h e d at a, g e n er ati n g r e pr e s e nt ati v e di stri b uti o n s of u n c er-

t ai nt y a n d r e pr o d u ci n g t h e i n p ut st ati sti c s, t h e s p ati al cl u st eri n g  m et h o d ol o gi e s  m at c h or o ut p er-
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Hi st o gr a m r e pr o d u cti o n pl ot s f or t h e p or p h yr y d at a s et.
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V ari o gr a m r e pr o d u cti o n f or r e ali z ati o n s g e n er at e d b y e a c h  m et h o d.  H ori z o nt al r e pr o d u cti o n
s h o w n i n t h e t o p a n d v erti c al s h o w n b el o w f or e a c h s et of st ati o n ar y d o m ai n s ( a- g).
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f or m tr a diti o n al st ati o n ar y d e ci si o n  m a ki n g  m et h o d ol o gi e s i n t hi s d o m ai n.  T hi s d o m ai n r e pr e-

s e nt s a si m pl e c a s e si n c e t h e s p ati al pr o p erti e s of o nl y a si n gl e v ari a bl e  m u st b e c o n si d er e d a n d

t h e g e ol o gi c al d eli n e ati o n h a s alr e a d y i m p art e d s o m e c o n si st e n c y t o t h e d eli n e at e d p o p ul ati o n s.

C o m p ar e d t o t h e c at e g ori e s d efi n e d i n t h e g e ol o gi c al l o g s, t h e s p ati al cl u st er s or t h e i m pr o v e d

s p ati al cl u st er s r e pr e s e nt s a n i m pr o v e m e nt i n t hr e e  w a y s: 1) a r e d u cti o n i n pr e di cti o n err or s; 2)

a tr a ct a bl e a n d r e pr o d u ci bl e d o m ai ni n g  w or kfl o w t h at c a n e a sil y i nt e gr at e n e w i nf or m ati o n; a n d

3) a s s e s s m e nt of t h e u n c ert ai nt y a s s o ci at e d  wit h p artiti o ni n g t h e d o m ai n i nt o st ati o n ar y s et s.

T h e oil s a n d s d at a s et c o n si st s of 3 1 9 6 3  m c o m p o sit e s fr o m 1 5 0  w ell s, s a m pli n g 3 v ari a bl e s

a n d 9 u ni q u e f a ci e s ( Fi g. 6. 1 6 a). I n s p e cti o n of t h e n or m al- s c or e d  m ulti v ari at e di stri b uti o n i n

C art e si a n a n d  m ulti v ari at e s p a c e s u g g e st s t h at 3 d o m ai n s  will r e a s o n a bl y c a pt ur e t h e pr o p erti e s

of t hi s d o m ai n.  H o w e v er, a n el b o w pl ot g e n er at e d f or diff er e nt ( Fi g. 6. 1 7) d o e s n ot s h o w a

c o n cl u si v e b e st , t h o u g h 3 or 4 c o ul d b e ar g u e d.  V erti c al z o n ati o n i s a n i m p ort a nt f e at ur e

of t hi s d at a s et; a l at er all y c o nti n u o u s bit u m e n-ri c h a n d fi n e s- p o or l a y er f or m s t h e c e nt er of t h e

d o m ai n  wit h a bit u m e n- p o or u nit a b o v e a n d a c hl ori d e s-ri c h u nit b el o w ( Fi g . 6. 1 6 b).  O n e  m et h o d

t o a c c o u nt f or t hi s v erti c al z o n ati o n i s t o p artiti o n t h e d o m ai n.

T h e s a m e s et of 7  m et h o d s t o g e n er at e  m o d eli n g c at e g ori e s ar e a p pli e d t o t hi s d at a s et.  All

m et h o d s r e q uiri n g a s p ati al s e ar c h u s e a 5 0: 1 h ori z o nt al: v erti c al a ni s otr o p y r ati o,  w hi c h i s  w ar-

r a nt e d o wi n g t o t h e l o n g-r a n g e h ori z o nt al c o nti n uit y of t h e u n d erl yi n g v ari a bl e s a n d t h e l ar g e

diff er e n c e s i n s a m pl e s p a ci n g d o w n- w ell v er s u s b et w e e n  w ell s.  T h e s p ati al a n d  m ulti v ari at e

m etri c s c al c ul at e d f or all g e n er at e d c at e g ori e s ar e s h o w n i n  Fi g ur e 6. 1 9. F or t hi s d at a s et t h e

W C S S a n d s p ati al e ntr o p y ar e s el e ct e d a s t h e  m ulti v ari at e a n d s p ati al  m etri c s, r e s p e cti v el y.

K D E s s h o wi n g t h e di stri b uti o n of c o nti n u o u s v ari a bl e s c o nt ai n e d  wit hi n e a c h c at e g or y, f or all

s et s of c at e g ori e s, ar e s h o w n i n  Fi g ur e 6. 2 0.
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( a)

( b)

( a)  Drill h ol e l o c ati o n s c ol or e d b y f a ci e s.  D ott e d li n e s i n ( ai) s h o w t h e l o c ati o n of t h e  E-
W a n d  N- S sli c e s i n ( aii) a n d ( aiii), r e s p e cti v el y, a n d ( b)  G a u s si a n tr a n sf or m e d v al u e s of t h e oil s a n d s
d at a s et.
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El b o w pl ot f or  Bit u m e n,  Fi n e s a n d  C hl ori d e s.

I n di vi d u al s et s of c at e g ori e s f or t h e oil s a n d s d at a s et o n t h e  E- W s e cti o n l o o ki n g n ort h.

Ni n e f a ci e s ar e  m a n u all y  m er g e d t o 3, b y c o n si d eri n g t h e  m ulti v ari at e p o p ul ati o n s a n d t h e l ar g e-

s c al e s p ati al  C art e si a n r el ati o n s hi p s.  C at e g ori e s ar e  m er g e d if t h e y f or m c o nti g u o u s gr o u p s i n

t h e  C art e si a n d o m ai n a n d if t h e  m ulti v ari at e pr o p erti e s of t h e t w o c at e g ori e s ar e si mil ar ( R o s si  &

D e ut s c h, 2 0 1 4).  T hi s  m ulti v ari at e si mil arit y c o ul d b e  m e a s ur e d  wit h t h e cl u st er  m etri c s pr o p o s e d

i n  C h a pt er 4.  T h e r e s ulti n g  m er g e d- g e ol o g y c at e g ori e s ar e s h o w n i n  Fi g ur e 6. 1 8 a, h er e aft er

r ef err e d t o a s g e ol o gi c al c at e g ori e s.

C o n si d eri n g t h e 3 t ar g et v ari a bl e s i n  Fi g ur e 6. 1 6 b a n d 6. 2 0, t h e d eli n e ati o n of t h e bit u m e n-
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St a n d ar di z e d s p ati al- m ulti v ari at e  m etri c s c al c ul at e d f or all c at e g ori e s f or t h e oil s a n d s
d at a s et.

ri c h z o n e i s r el ati v el y p o or  wit h t hi s  m et h o d.  H o w e v er, t hi s i s a r e a s o n a bl e d eli n e ati o n si n c e

t h er e i s a cl e ar v erti c al tr e n d i n bit u m e n c o nt e nt a n d str o n g h ori z o nt al a ni s otr o p y.  T h e s e c at-

e g ori e s ar e t h e  m o st s p ati all y c o nti g u o u s o ut of all c o n si d er e d h er e,  w hi c h i s r efl e ct e d b y t h e

s p ati al- m ulti v ari at e  m etri c v al u e c al c ul at e d f or t hi s s et ( gr e e n;  Fi g. 6 . 1 9).

C at e g ori e s g e n er at e d c o n si d eri n g o nl y t h e  m ulti v ari at e pr o p erti e s ar e s h o w n i n  Fi g ur e 6. 1 8 b

a n d r e d i n  Fi g ur e 6. 1 9 a n d 6. 2 0.  A g ai n,  K- m e a n s cl u st eri n g  wit h 1 0 0-r a n d o m i niti ali z ati o n s

i s u s e d.  T h e r e s ulti n g c at e g ori e s h a v e r el ati v el y g o o d s p ati al d eli n e ati o n gi v e n t h at n o s p ati al

i nf or m ati o n i s c o n si d er e d i n t h e cl u st eri n g al g orit h m.  T hi s c a n b e attri b ut e d t o t h e hi g h h ori z o nt al

s p ati al c o nti n uit y of t h e u n d erl yi n g v ari a bl e s a n d t h e l ar g e- s c al e z o n e s of c o n si st e nt v ari a bl e

pr o p erti e s.  T h e s e c at e g ori e s cl e arl y a c c o u nt f or t h e bit u m e n-ri c h fi n e s- p o or c e ntr al l a y er (r e d;

Fi g. 6. 2 0 aii  & bii).
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( a)  Bit u m e n ( b)  Fi n e s

( c)  C hl ori d e s

K D E f or ( a)  Bit u m e n, ( b)  Fi n e s, a n d ( c)  C hl ori d e s, f or e a c h c at e g or y (i) 1, ( ii) 2, a n d (iii) 3,
f or all s et s of c at e g ori e s i n v e sti g at e d i n t hi s st u d y.
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S p ati al cl u st er s ar e g e n er at e d u si n g t h e  D S cl u st eri n g al g orit h m,  wit h 1 0 0 0 cl u st eri n g r e ali z a-

ti o n s, 5 5 s p ati al n ei g h b or s  wit h 3 l o c ati o n s  m er g e d d uri n g d uri n g t h e s p ati al s e ar c h p h a s e.  A n

a d diti o n al c o n str ai nt gi v e n t o t h e cl u st eri n g al g orit h m i s t o r ej e ct cl u st eri n g s fr o m t h e e n s e m bl e

if a n y o n e of t h e c at e g ori e s c o nt ai n s l e s s t h a n 1 0 % of t h e c o m p o sit e d at a b a s e, t o e n s ur e t h at

a s uit a bl e n u m b er of s a m pl e s ar e f o u n d  wit hi n e a c h d eli n e at e d d o m ai n f or g e o st ati sti c al  m o d-

eli n g.  T h e e n s e m bl e of cl u st eri n g s ( bl a c k;  Fi g. 6. 1 9) i s pr o c e s s e d  wit h t h e p air wi s e- si mil arit y

c o n s e n s u s f u n cti o n; t h e r e s ult i s s h o w n i n  Fi g ur e 6. 1 8 c a n d p ur pl e i n  Fi g ur e 6. 1 9 a n d 6. 2 0.

Si mil ar t o t h e  m ulti v ari at e cl u st er s, t h e s e al s o a c c o u nt f or t h e c e ntr al bit u m e n-ri c h fi n e s- p o or

l a y er.  H o w e v er, t h e s e cl u st er s h a v e sli g htl y b ett er s p ati al a n d p o or er  m ulti v ari at e s c or e s  w h e n

c o m p ar e d t o t h e  m ulti v ari at e cl u st er s i n t h e cl u st er  m etri c s p a c e ( p ur pl e v s. r e d;  Fi g. 6. 1 9).

S p ati al p att er n s b et w e e n t h e t w o s et s of c at e g ori e s ar e si mil ar ( Fi g. 6. 1 8 b v s. c).

A s u b- e n s e m bl e i s s el e ct e d fr o m t h e t ot al s et of cl u st eri n g s g e n er at e d i n t h e pr e vi o u s s e cti o n

b y fi n di n g cl u st eri n g s  wit h t h e b e st  m ulti v ari at e pr o p erti e s f or diff er e nt l e v el s of s p ati al c o nti n u-

it y ( bl u e;  Fi g. 6. 1 9).  T h e s a m e p air wi s e- si mil arit y c o n s e n s u s f u n cti o n g e n er at e s t h e i m pr o v e d

s p ati al cl u st er s fr o m t hi s s u b- e n s e m bl e ( Fi g. 6. 1 8 d; br o w n i n  Fi g. 6. 1 9  & 6. 2 0).  T h e r e s ulti n g

cl u st er s ar e i m pr o v e d i n t er m s of s p ati al a n d  m ulti v ari at e pr o p erti e s  wit h r e s p e ct t o t h e  m ulti-

v ari at e cl u st er s a n d t h e s p ati al cl u st er s g e n er at e d fr o m t h e f ull e n s e m bl e.

T h e cl u st eri n g s s el e ct e d t o f or m t h e i m pr o v e d s p ati al cl u st er s ar e u s e d a s r e ali z ati o n s of c at e-

g ori e s ( bl u e;  Fi g. 6. 1 9).  Aft er e n s uri n g t h e cl u st er c o d e s b et w e e n r e ali z ati o n s ar e c o m p ati bl e

wit h t h e i m pr o v e d s p ati al cl u st er s fr o m a b o v e, t h e pr o b a bilit y f or e a c h l o c ati o n t o b e i n e a c h c at-

e g or y c a n b e a s s e s s e d o v er all r e ali z ati o n s ( Fi g. 6. 2 1).  T h e s p ati al c o nfi g ur ati o n of all cl u st er s

r e ali z ati o n s i s v er y si mil ar t o t h e i m pr o v e d s p ati al cl u st er s, b ut  wit h u n c ert ai nt y  m ai nl y al o n g

t h e b o u n d ari e s b et w e e n t h e l ar g e- s c al e c o n si st e ntl y- c at e g ori z e d z o n e s.  F urt h er m or e, t h e c o n-

ti n u o u s v ari a bl e s c o nt ai n e d  wit hi n e a c h cl u st eri n g r e ali z ati o n ar e si mil ar t o t h o s e fr o m t h e c o n-
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E- W s e cti o n, l o o ki n g n ort h c ol or e d b y t h e pr o b a bilit y f or e a c h l o c ati o n t o b e p art of e a c h
c at e g or y.

s e n s u s cl u st eri n g ( e. g., gr e y v s. br o w n;  Fi g. 6. 2 0), t h o u g h s e v er al of t h e cl u st er r e ali z ati o n s

d eli n e at e  m ulti v ari at e p o p ul ati o n s t h at ar e b ett er d eli n e at e d t h a n t h e ot h er  m et h o d s.

T w o c o ntr ol s et s ar e t e st e d; t h e fir st c o n si d er s t h e t ot al d o m ai n t o b e a si n gl e st ati o n ar y p o p ul a-

ti o n. I n g e n er al, i n a d o m ai n  wit h tr e n d s, a si n gl e st ati o n ar y p o p ul ati o n  wit h o ut pr o p er att e nti o n

t o t h e tr e n d c o m p o n e nt s h o ul d pr o d u c e p o or r e s ult s i n s p ar s e ar e a s.  H o w e v er, gi v e n t h e str o n g

st ati o n ar y a ni s otr o p y i n t hi s d o m ai n, at a n y gi v e n u n s a m pl e d l o c ati o n, a l o c al s e ar c h f or c o n di-

ti o ni n g d at a  will e n s ur e t h at r el at e d s a m pl e s ar e f o u n d g e n er at e t h e e sti m at e at t h at l o c ati o n.

T h e s e c o n d c o ntr ol gr o u p of r a n d o mi z e d c at e g ori e s e s s e nti all y t e st s t hr e e s u p eri m p o s e d gl o b al

p o p ul ati o n s,  w hi c h s h o ul d p erf or m si mil ar t o t h e si n gl e p o p ul ati o n c o ntr ol gr o u p.

T h e g e o st ati sti c al a n al y si s f oll o w s t h e s a m e st e p s o utli n e d i n t h e l eft a n d ri g ht of  Fi g ur e 6. 1

f or t h e st ati c a n d u n c ert ai n c at e g ori e s, r e s p e cti v el y.  T h e drill h ol e l o c ati o n s or d er e d b y f ol d ar e

s h o w n i n  Fi g ur e 6. 2 2.  S c att er pl ot s b et w e e n t h e  E-t y p e e sti m at e a n d t h e tr u e v al u e s ar e s h o w n

i n  Fi g ur e 6. 2 3,  B. 6 a n d  B. 7, a n d err or  m etri c s t a b ul at e d i n  T a bl e 6. 2, 6. 4 a nd 6. 3 f or bit u m e n,

fi n e s a n d c hl ori d e s, r e s p e cti v el y.
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S a m pl e l o c ati o n s c ol or e d b y f ol d f or t h e oil s a n d s d at a s et

Bit u m e n  K-f ol d err or st ati sti c s b y c at e g or y, oil s a n d s d at a s et.

1 6. 2 8 3. 1 6

1 4. 5 7 0. 7 7 3. 2 6

1 5. 2 2 0. 7 7 3. 2 0

1 6. 2 3

1 6. 2 7 3. 1 8

1 5. 2 2 0. 7 7 3. 2 3

Fi n e s  K-f ol d err or st ati sti c s b y c at e g or y, oil s a n d s d at a s et.

2 5 3 1 6. 0 1

2 3 5 0. 6 8 1 6. 3 8

2 4 6 0. 6 9 1 6. 1 5

2 4 8 0. 6 9 1 6. 1 7

2 5 3 1 6. 1 3

2 5 0 0. 6 8 1 6. 5 7
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6.  C a s e  St u d y:  T h e  Eff e ct of I m pr o v e d  St ati o n ar y  D e ci si o n s o n  G e o st ati sti c al  Pr e di cti o n s

Cr o s s pl ot b et w e e n t h e  E-t y p e e sti m at e a n d t h e tr u e v al u e s fr o m t h e oil s a n d s d at a s et.

C hl ori d e s  K-f ol d err or st ati sti c s b y c at e g or y, oil s a n d s d at a s et.

1 2 9 7 2 5 0. 8 0 2 7 2

1 2 5 9 6 8 0. 8 0 2 7 4

1 2 8 1 1 1

1 3 1 3 3 9 2 7 0

1 3 1 3 4 0 0. 8 0 2 7 2

2 6 9

1 3 1 7 1 8 0. 8 0 2 7 3
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F or t hi s d at a s et all  m et h o d s pr o d u c e gl o b al err or  m etri c s t h at ar e si mil ar t o o n e a n ot h er,

wit h a v er y s m all pr ef er e n c e t o t h e s p ati al cl u st eri n g  m et h o d ol o gi e s f or st ati o n ar y d o m ai n s.

T h e c o ntr ol gr o u p s c o n si st e ntl y p erf or m t h e  w or st  wit h r e s p e ct t o c o v ari a n c e a n d  R M S E, li k el y

a c o n s e q u e n c e of t h e v erti c al z o n ati o n t h at i s n ot a c c o u nt e d f or i n t h e a d o p t e d g e o st ati sti c al

m o d eli n g  w or kfl o w.  H o w e v er, it s h o ul d b e n ot e d t h at  wit h r e s p e ct t o gl o b al pr e di cti o n err or a s-

s e s s e d o v er r e ali z ati o n s, all  m et h o d s g e n er at e  E-t y p e e sti m at e d v al u e s t h at ar e c o n si st e nt

wit h o n e a n ot h er.

T h e err or st ati sti c s g e n er at e d b y c o m p ari n g t h e  E-t y p e e sti m at e t o t h e tr u t h ar e c orr o b or at e d

b y a c c ur a c y pl ot s ( Fi g. 6. 2 4,  B. 8  &  B. 9).  H er e t h e c o ntr ol gr o u p s g e n er at e l o c al di stri b uti o n s

of u n c ert ai nt y t h at sli g htl y o v er- pr e di ct l o c al u n c ert ai nt y f or bit u m e n ( Fi g. 6. 2 4 b  & g) a n d u n d er-

pr e di ct l o c al u n c ert ai nt y f or fi n e s ( Fi g.  B. 8 b  & g).  M ulti v ari at e cl u st eri n g a n d t h e c at e g or y r e al-

i z ati o n s g e n er at e l o c al di stri b uti o n s t h at ar e b ot h a c c ur at e a n d pr e ci s e f or bit u m e n, a s p oi nt s

ar e f airl y cl o s e t o t h e 1: 1 r el ati o n s hi p. I nt er e sti n gl y, f or bit u m e n a n d fi n e s t h e b e st c o m bi n e d

pr e di cti o n of l o c al u n c ert ai nt y i s o bt ai n e d  wit h t h e pr o p o s e d c at e g or y r e ali z ati o n s.  H o w e v er,

wit h r e s p e ct t o c hl ori d e s, t h e b e st pr e di cti o n of l o c al u n c ert ai nt y i s o bt ai n e d b y c o n si d eri n g n o

d o m ai n s ( Fi g.  B. 9 g).  Ulti m at el y t h e pr a ctiti o n er s st a n c e o n ri s k d et er mi n e s  w hi c h pr e di cti o n of

l o c al u n c ert ai nt y i s  m o st s uit a bl e.

A s uit e of fi n al g e o st ati sti c al r e ali z ati o n s ar e g e n er at e d u si n g t h e e ntir e  m o d eli n g d at a s et; hi s-

t o gr a m r e pr o d u cti o n pl ot s ar e s h o w n i n  Fi g ur e 6. 2 5,  B. 1 0, a n d  B. 1 1 a n d v ari o gr a m r e pr o d u cti o n

pl ot s i n  Fi g ur e 6. 2 6,  B. 1 2, a n d  B. 1 3 f or bit u m e n, fi n e s a n d c hl ori d e s, r e s p e cti v el y.

All s et s of c at e g ori e s g e n er at e r e ali z ati o n s t h at sli g htl y u n d er pr e di ct q u a ntil e s of t h e r ef er-

e n c e bit u m e n di stri b uti o n.  R e ali z ati o n s fr o m t h e c o ntr ol gr o u p s ar e sli g htl y p o or er t h a n t h o s e

fr o m t h e ot h er gr o u p s.  T h e u n c ert ai n c at e g ori e s ( Fi g. 6. 2 5 a) ar e t h e o nl y s et t h at e n c o m p a s s

t h e r ef er e n c e di stri b uti o n a n d, r el ati v e t o t h e i m pr o v e d s p ati al cl u st er s, c at e g or y r e ali z ati o n s

h a v e c a pt ur e d gr e at er u n c ert ai nt y ( Fi g. 6. 2 5 a v s. 6. 2 5f).

V ari o gr a m s c al c ul at e d fr o m bit u m e n r e ali z ati o n s s h o w r e a s o n a bl e r e pr o d u cti o n of t h e gl o b al

v ari o gr a m c al c ul at e d c o n si d eri n g all s a m pl e l o c ati o n s ( Fi g. 6. 2 6).  T h e v erti c al dir e cti o n i s  w ell
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A c c ur a c y pl ot s g e n er at e d fr o m t h e  K-f ol d v ali d ati o n a n al y si s f or bit u m e n .

r e pr o d u c e d b y all  m et h o d s,  w h er e a s r e pr o d u cti o n of t h e s h ort-r a n g e h ori z o nt al c o nti n uit y i s

pr o bl e m ati c f or all  m et h o d s.

T h e oil s a n d s d at a s et di s pl a y s r e s ult s t h at ar e c o n si st e nt  wit h t h e p or p h y r y d at a s et. I nt er e st-

i n gl y, e v e n  wit h cl e ar n o n- st ati o n arit y f o u n d i n t hi s d o m ai n, t h e hi g h h ori z o nt al c o nti n uit y c o m-

bi n e d  wit h r e pr e s e nt ati v e s e ar c h p ar a m et er s r e s ult s i n e sti m at e s t h at ar e l ar g el y u n- aff e ct e d b y

t hi s n o n- st ati o n arit y; pr e di cti o n s g e n er at e d c o n si d eri n g n o d o m ai n s p erf or m o nl y sli g htl y  w or s e

t h a n t h e b e st  m et h o d s f or st ati o n ar y d o m ai ni n g.  H o w e v er, o v er all  m et h o d s t h er e i s a sli g ht
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Hi st o gr a m r e pr o d u cti o n pl ot s f or bit u m e n fr o m t h e oil s a n d s d at a s et.

pr ef er e n c e t o t h e s p ati al cl u st eri n g  m et h o d ol o gi e s i n t er m s of  m a xi mi zi n g t h e c o v ari a n c e a n d

c orr el ati o n a n d  mi ni mi zi n g t h e  R M S E b et w e e n t h e e sti m at e a n d t h e tr ut h.  S p ati al cl u st eri n g a n d

cl u st er r e ali z ati o n st ati o n ar y d e ci si o n s r e s ult i n t h e b e st pr e di cti o n of l o c al u n c ert ai nt y.  C o n si d-

eri n g t h e fi n al s uit e of r e ali z ati o n s, t h e a d diti o n al v ari a bilit y b et w e e n r e ali z ati o n s c a pt ur e d b y

t h e cl u st eri n g-r e ali z ati o n st ati o n ar y d o m ai n s s u g g e st s t h at t h e u n c ert ai nt y a s s o ci at e d  wit h st a-

ti o n ar y d o m ai ni n g h a s b e e n i n c or p or at e d  wit h o ut a d v er s el y aff e cti n g t h e ot h er q u aliti e s of t h e

g e n er at e d r e ali z ati o n s.
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6.  C a s e  St u d y:  T h e  Eff e ct of I m pr o v e d  St ati o n ar y  D e ci si o n s o n  G e o st ati sti c al  Pr e di cti o n s

V ari o gr a m r e pr o d u cti o n f or r e ali z ati o n s of bit u m e n g e n er at e d b y e a c h  m et h o d.  H ori z o nt al
r e pr o d u cti o n s h o w n i n t h e t o p a n d v erti c al s h o w n b el o w f or e a c h s et of st ati o n ar y d o m ai n s ( a- g).
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T hi s c h a pt er d e m o n str at e s t h e c o n s e q u e n c e of diff er e nt st ati o n ar y d o m ai ni n g  m et h o d ol o gi e s,

f oll o w e d t hr o u g h c o n v e nti o n al g e o st ati sti c al a n al y s e s.  S p e cifi c c o ntri b uti o n s of t hi s c h a pt er

i n cl u d e:

1.  D e m o n str ati o n of t h e i n si g ht pr o vi d e d b y t h e cl u st er  m etri c s d e v el o p e d i n  C h a pt er 4;

2.  C o nfir m ati o n t h at s p ati al cl u st er s r e pr e s e nt a b ett er s et of c at e g ori e s f or g e o st ati sti c al

a n al y si s o v er tr a diti o n al  m ulti v ari at e- o nl y cl u st er s;

3.  T h e  D S cl u st eri n g al g orit h m a n d g e o st ati sti c al e n s e m bl e a n al y si s i n  C h a pt er 4 ar e eff e c-

ti v e f or g e n er ati n g st ati o n ar y d o m ai n s  wit hi n a l ar g e- s c al e g e ol o gi c al co nt e xt;

4.  T h e u n c ert ai nt y a s s o ci at e d  wit h d efi ni n g c at e g ori e s c a n b e i n c or p or at e d i nt o e xi sti n g u n-

c ert ai nt y c h ar a ct eri z ati o n  w or kfl o w s  wit h  mi ni m al s cri pti n g eff ort s;

D e ci si o n s  m a d e d uri n g d eli n e ati o n of st ati o n ar y d o m ai n s i m p a ct t h e pr e di cti v e p erf or m a n c e of

g e o st ati sti c al  m o d el s.  T h e pr o p o s e d cl u st er- m etri c s pr o vi d e a u s ef ul s u m m ar y of h o w st ati o n ar y

d o m ai n s  will p erf or m i n s u b s e q u e nt g e o st ati sti c al a n al y si s, t h er e b y f a cilit ati n g a r e pr o d u ci bl e

st ati o n ar y d o m ai ni n g  w or kfl o w  wit h o ut a n ar d u o u s g e o st ati sti c al v ali d ati o n  w or kfl o w.  S p ati al

cl u st er s a n d s p ati al cl u st er r e ali z ati o n s a s st ati o n ar y d o m ai n s ar e i n d e e d b e n efi ci al t o s u b s e-

q u e nt g e o st ati sti c al  m o d eli n g i n t h e f or m of i n cr e a s e d l o c al a n d gl o b al a c c ur a c y.  H o w e v er, gi v e n

t h e  m ar gi n al diff er e n c e s b et w e e n c o ntr ol gr o u p s a n d t h e d e v el o p e d  m et h o d s f or st ati o n ar y d e-

li n e ati o n, f urt h er r e s e ar c h i nt o  w h e n st ati o n ar y d o m ai ni n g i s a p pr o pri at e f or a gi v e n d o m ai n i s

w arr a nt e d.
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T hi s di s s ert ati o n d e v el o p s c o ntri b uti o n s t o i m pli cit g e ol o gi c al  m o d eli n g a n d st ati o n ar y d e ci si o n

m a ki n g t h at i m pr o v e d e ci si o n s  m a d e e arl y e arl y i n g e o st ati sti c al a n al y si s.  T h e d e v el o p e d

m et h o d ol o gi e s a n d  w or kfl o w s ar e pr a cti c al a n d h el p c a pt ur e c o m pl e x f e at ur e s i n g e o st ati sti-

c al d at a s et s.

G e ol o gi c al b o u n d ari e s ar e a n i m p ort a nt c o m p o n e nt of n u m eri c al  m o d el s a s t h e y c o ntr ol d o m ai n

e xt e nt s a n d i nf or m t h e s etti n g of  mi n er ali z e d f e at ur e s.

C h o o si n g t h e al g orit h m b y  w hi c h a v ol u m etri c f u n cti o n i s i nt er p ol at e d i n i m pli cit  m o d eli n g

i s criti c al si n c e it aff e ct s t h e s p e e d of t h e i nt er p ol ati o n, t h e t y p e s of a ni s otr o p y t h at c a n b e

i n cl u d e d, a n d t h e i nf or m ati o n r e q uir e d t o p ar a m et eri z e t h e i nt er p ol ati o n fr a m e w or k.  Gl o b al

i nt er p ol at or s, li k e d u al kri gi n g or  R B F, ar e a d v a nt a g e o u s si n c e  w ei g ht s ar e c al c ul at e d o n c e a n d

t h e i nt er p ol at or s r e s ult i n a n artif a ct-fr e e  m a p t h at i s i d e al f or e xtr a cti n g t h e g e ol o gi c al s urf a c e.

H o w e v er, gl o b al  m et h o d s s uff er fr o m  C P U a n d  R A M li mit ati o n s f or l ar g e d at a s et s.

T h e pr a ctiti o n er  m u st al s o c h o o s e  w h et h er or n ot t o  m o d el  wit h L V A.  T hi s d e c i si o n d e p e n d s

o n t h e str u ct ur al r el ati o n s hi p s f or t h e gi v e n  m o d eli n g pr oj e ct.  T hi s d e ci si o n  m a y r e q uir e d o m ai n

k n o wl e d g e or s uffi ci e nt d at a t o i d e ntif y L V A a s a n e c e s s ar y c o m p o n e nt f or c a pt uri n g t h e g e ol o g-

i c al r el ati o n s hi p s.  O n c e t h e d e ci si o n h a s b e e n  m a d e t o i m pli citl y  m o d el  wit h L V A, t h e n e xt d e ci-

si o n i s  w h at ki n d of L V A t o i m pl e m e nt.  A n u m b er of diff er e nt t e c h ni q u e s ar e a v ail a bl e r a n gi n g

fr o m  m a n u al d o m ai n p artiti o ni n g, str ati gr a p hi c tr a n sf or m ati o n s, u nf ol di n g, di st a n c e- w ei g ht e d

l o c al st ati sti c s, a ut o m at e d d o m ai n p artiti o ni n g, or t h e f ull L V A i m pl e m e nt ati o n u si n g s h ort e st-

p at h s.

T hr e e  m ai n c o ntri b uti o n s ar e  m a d e t o i m pli cit g e ol o gi c al  m o d eli n g i n t hi s t h e si s: 1) a b o u n d-

ar y  m o d eli n g al g orit h m f or l ar g e d at a s et s t h at c a n i n c or p or at e l o c al a ni s otr o p y; 2) a n it er ati v e
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l o c al a ni s otr o p y r efi n e m e nt al g orit h m c o m bi ni n g a ut o m ati c l o c al ori e nt ati o n e xtr a cti o n  wit h t h e

d e v el o p e d b o u n d ar y  m o d eli n g al g orit h m; a n d 3) a  m et h o d t o q u a ntif y s h a p e pr o p erti e s of s u b-

j e cti v el y p o or i m pli cit  m o d el s.

Pr e vi o u s  w or k s st u d yi n g i m pli cit  m o d eli n g  wit h L V A i n  R B F i nt er p ol ati o n fr a m e w or k s  m ai nl y

t ar g et a s p ar s e d at a e n vir o n m e nt,  w h er e l o c al str u ct ur al ori e nt ati o n s i nt e gr at e d i nt o t h e i nt er-

p ol ati o n i m pr o v e s t h e g e n er at e d s urf a c e s  w h er e n o p oi nt i nf or m ati o n i s pr e s e nt ( Hilli er et al.,

2 0 1 4).  O ut si d e of  R B F i nt er p ol at or s, s e v er al str at e gi e s f or i nt er p ol ati o n c o n si d eri n g L V A ar e

a v ail a bl e.  H o w e v er, t h e u ni q u e pr o p erti e s of t h e u n d erl yi n g  S D F r e stri ct s  w hi c h i nt er p ol at or s

ar e s uit a bl e f or  S D F i nt er p ol ati o n.  T h e i m pli cit  m o d eli n g fr a m e w or k d e v e l o p e d i n  C h a pt er 3

s p e cifi c all y t ar g et s a d e n s e d at a e n vir o n m e nt,  w h er e t h e p oi nt d at a s et c o m pri s e s t h e b ul k of

t h e i nf or m ati o n f or b o u n d ar y r e c o n str u cti o n a n d gl o b al i nt er p ol ati o n i s pr o bl e m ati c fr o m a c o m-

p ut ati o n al st a n d p oi nt.  S u c h d o m ai n s ar e c o m m o n i n e art h s ci e n c e s,  w h er e a  w e alt h of p oi nt

i nf or m ati o n i s a v ail a bl e.  P artiti o ni n g of t h e d o m ai n i nt o o v erl a p pi n g s u b d o m ai n s h a s s e v er al

b e n efit s f or i m pli cit g e ol o gi c al  m o d eli n g.  T h e c h ar a ct eri sti c s of l o c al s urf a c e s c a n b e i m pr o v e d

si n c e p ar a m et er s c a n b e l o c all y r e pr e s e nt ati v e.  T h e d e c o m p o siti o n of l ar g e pr o bl e m s i nt o s m all

o v erl a p pi n g s u b pr o bl e m s i ntri n si c all y s p e e d s u p b o u n d ar y i nt er p ol ati o n si n c e t h e l ar g e

s y st e m of e q u ati o n s i s a v oi d e d. I nt er p ol ati o n s p e e d c a n b e i n cr e a s e d f urt h er b y p ar all eli zi n g

p artiti o n s a cr o s s s e v er al  C P U t hr e a d s.  M or e o v er, si n c e p artiti o n s ar e i n d e p e n d e nt, if a p ar-

ti c ul ar ar e a r e c ei v e s  m or e i nf or m ati o n, t h e  m o d el u p d at e st e p o nl y r e q uir e s r e-i nt er p ol ati o n of

aff e ct e d p artiti o n s t o a c c o u nt f or t h e n e w d at a.  T hi s gr e atl y r e d u c e s t h e c o m p ut ati o n al c o m-

pl e xit y of i m pli cit  m o d eli n g of g e ol o gi c al d o m ai n s a n d all o w s r a pi d it er a ti o n b et w e e n diff er e nt

i nt er pr et ati o n s or  m o d el u p d at e s i n t h e pr e s e n c e of n e w d at a.

I d e ntif yi n g a n d  m o d eli n g l o c al f e at ur e s i n g e ol o gi c al d o m ai n s c a n b e c h all e n gi n g ( Lill a h  &

B oi s v ert, 2 0 1 5).  T h e g e o m o d el er  m u st c o n si d er t h e str u ct ur al e n vir o n m e nt a n d t h e c o m p o s-

it e p oi nt d at a s et i n t hr e e di m e n si o n s t o d et er mi n e r e a s o n a bl e str u ct ur e s r e pr e s e nt e d i n t h e
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d at a s et t h at c a n b e c a pt ur e d b y t h e g e ol o gi c al  m o d el s.  T hi s i nt er pr et ati o n of str u ct ur al c o nti n u-

it y i s l ar g el y a c hi e v e d t hr o u g h i n s p e cti o n of t h e c o m p o sit e d at a b a s e  wit h a 3 D vi e w er ( C o w a n,

2 0 1 4) a n d  m a n u all y it er ati n g t hr o u g h diff er e nt str u ct ur al i nt er pr et ati o n s t o g e n er at e r e a s o n a bl e

m o d el s.  A n al g orit h m t o it er ati v el y a n d a ut o m ati c all y i nf er l o c al ori e nt ati o n s fr o m t h e d at a i s

d e v el o p e d b y c o m bi ni n g l o c al ori e nt ati o n e xtr a cti o n a n d b o u n d ar y  m o d eli n g  wit h L V A.  A si mil ar

al g orit h m i s pr o p o s e d b y t e  Str o et a n d  S n e p v a n g er s ( 2 0 0 5), h o w e v er, i n t h at st u d y t h e r efi n e-

m e nt of l o c al a ni s otr o p y r e q uir e s a l o c al s e ar c h s u c h t h at diff er e nt kri gi n g p ar a m et er s ar e u s e d

at e a c h l o c ati o n.  T h e pr o p o s e d al g orit h m i n t hi s t h e si s st art s b y i nf erri n g l o c al ori e nt ati o n s

fr o m a b o u n d ar y  m o d el g e n er at e d c o n si d eri n g t h e b e st gl o b al a ni s otr o p y d et er mi n e d f or t h e

t ar g et b o u n d ari e s.  E a c h r efi n e m e nt i s g e n er at e d u n d er t h e l o c al a ni s otr o pi c c o n diti o n s i nf err e d

fr o m t h e pr e vi o u s st e p.  Gi v e n t h e str u ct ur al f e at ur e s ar e pr e s e nt at a s c al e s uit a bl e f or i m pli cit

m o d eli n g, t h e r e s ult i s a r e a s o n a bl e r e c o n str u cti o n of l o c al str u ct ur al f e at ur e s dir e ctl y fr o m t h e

d at a.  T h e r e s ulti n g l o c al pr o p erti e s a n d  m o d el s c a n b e u s e d t o g ui d e f urt h er i nt er pr et ati o n of

t h e d at a s et.

S u bj e cti v el y p o or i m pli cit  m o d el s c o nt ai n b u b bl e-li k e f e at ur e s  w h er e t h e l o c al c o n diti o n s of t h e

b o u n d ar y  m o d el d o n ot r efl e ct t h e u n d erl yi n g f e at ur e s of t h e d at a s et.  A  m et ri c i s pr o p o s e d t o

q u a ntif y t h e s e f e at ur e s s u c h t h at diff er e nt  m o d el s g e n er at e d u n d er diff er e nt a ni s otr o pi c c o n di-

ti o n s c a n b e c o m p ar e d.

T h e d e ci si o n of st ati o n arit y i s a criti c al d e ci si o n  m a d e e arl y i n t h e g e o st ati sti c al  w or kfl o w a n d

i nfl u e n c e s all s u b s e q u e nt  m o d eli n g st e p s.  B e st pr a cti c e a n d c o n v e nti o n al  wi s d o m st at e s t h at

a b ett er d e ci si o n of st ati o n arit y i m pr o v e s g e o st ati sti c al a n al y si s, y et, j u stifi c ati o n of diff er e nt

p o s si bl e d e ci si o n s of st ati o n arit y i s c o m m o nl y s u bj e cti v e, pr o n e t o err or s a n d  m a y bi a s t h e

g e o st ati sti c al  m o d eli n g t h at f oll o w s.

T hi s di s s ert ati o n d e v el o p s s e v er al c o ntri b uti o n s t h at i m pr o v e t h e g e n er ati o n a n d a s s e s s-

m e nt of st ati o n ar y d o m ai n s, i n cl u di n g: 1) c o m bi n e d s p ati al a n d  m ulti v ari at e  m etri c s t h at e x pr e s s
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t h e t ar g et e d pr o p erti e s of st ati o n ar y d o m ai n s f or i nt er pr et ati o n; 2) n o v el cl u st eri n g al g orit h m s

t h at r e d u c e p ar a m et eri z ati o n r e q uir e m e nt s; a n d 3) i m pr o v e m e nt s t o c o n v e nti o n al e n s e m bl e

a n al y si s s p e cifi c all y f or g e o st ati sti c al d at a s et s.  M or e o v er, t hi s di s s ert ati o n d e v el o p s a n o v el

m et h o d t o a s s e s s t h e u n c ert ai nt y a s s o ci at e d  wit h t h e d e ci si o n of st ati o n arit y t hr o u g h e n s e m bl e

cl u st eri n g a n d a pr a cti c al  m o difi c ati o n t o c o n v e nti o n al g e o st ati sti c al  w or kfl o w s.

A s s e s s m e nt of diff er e nt st ati o n ar y d o m ai n s f or g e o st ati sti c al a n al y si s i s a diffi c ult pr o bl e m, t y p-

i c all y r e q uiri n g s u bj e cti v e d e ci si o n s  m a d e  wit h st ati sti c al j u stifi c ati o n ( R o s si  &  D e ut s c h, 2 0 1 4).

J u stifi c ati o n of a cl u st eri n g al g orit h m it s elf,  wit h o ut c o n si d eri n g a s p ati al c o m p o n e nt, i s a si mi-

l arl y diffi c ult pr o bl e m ( Ti b s hir a ni  &  W alt h er, 2 0 0 5;  Ti b s hir a ni et al., 20 0 1).  M o st st u di e s a gr e e

t h at d o m ai n- s p e cifi c k n o wl e d g e i m pr o v e s t h e r e s ult s of cl u st eri n g si n c e d e ci si o n s c a n b e t ai-

l or e d t o t h e u ni q u e pr o p erti e s of t h e d o m ai n.  T h e c o m bi n e d s p ati al- m ulti v ari at e  m etri c s d e v el-

o p e d i n t hi s t h e si s pr o vi d e a u s ef ul g e o st ati sti c s- s p e cifi c crit eri a f or c o m p ari n g diff er e nt s et s of

c at e g ori e s d efi n e d f or t h e s a m e d at a s et.  B y c o n si d eri n g t h e r el ati v e pr o p erti e s b et w e e n diff er-

e nt c o nfi g ur ati o n s, t h e c h oi c e of  w hi c h st ati o n ar y d eli n e ati o n t o c o n si d er f or  m o d eli n g c a n b e

i m pr o v e d.

S p ati al cl u st eri n g al g orit h m s d e v el o p e d i n t h e lit er at ur e ar e  w ell s uit e d t o f or mi n g s p ati al-

m ulti v ari at e cl u st er s i n s p ati al d o m ai n s.  H o w e v er, t h e r e s ult s of t h o s e al g orit h m s ar e s u bj e ct t o

t h e p ar a m et eri z ati o n d et er mi n e d b y t h e  m o d eli n g e x p ert.  Alt h o u g h t h e d o m ai n s p e cifi c k n o wl-

e d g e i s c o n si d er e d a n a s s et i n t hi s  w or k, t h e o ut c o m e i s b a s e d o n t h e s u bj e cti v e crit eri a of t h e

e x p ert a n d d o e s n ot a c c o u nt f or u n c ert ai nt y.

T h e r a n d o m- p at h e n s e m bl e s p ati al cl u st er er d e v el o p e d i n  C h a pt er 4 g e n er at e s i m pr o v e d

s p ati al cl u st er s t h at r e q uir e f e w er i n p ut p ar a m et er s  w h e n c o m p ar e d t o ot h er s p ati al cl u st eri n g

m et h o d ol o gi e s.  T h e c o n s e n s u s of a n e n s e m bl e of cl u st eri n g s i s s h o w n t o g e n er at e r e a s o n a bl e

cl u st er s f or f urt h er g e o st ati sti c al a n al y si s i n s p ati al d o m ai n s.  T h e r a n d o m- p at h a n d 2- st a g e

m er gi n g i s a n a p pr o pri at e str at e g y f or e n s e m bl e g e n er ati o n i n s p ati al d o m ai n s.
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T h e u s e of t h e s p ati al- m ulti v ari at e  m etri c s p a c e a s a pr e- pr o c e s s or f or e n s e m bl e a n al y si s i s

a n o v el str at e g y f or i m p arti n g d o m ai n s p e cifi c k n o wl e d g e i nt o c o n s e n s u s cl u st eri n g i n s p ati al

d o m ai n s.  T h e r e s ult i s a cl u st eri n g t h at i s i m pr o v e d i n t er m s of t h e s p ati al a n d  m ulti v ari at e

pr o p erti e s.

Fi n all y, t hi s di s s ert ati o n d e v el o p s t w o c a s e st u di e s t h at d e m o n str at e t h e eff e ct s of diff er e nt

st ati o n ar y d e ci si o n s o n t h e o ut c o m e of g e o st ati sti c al u n c ert ai nt y c h ar a ct eri z ati o n.  T h e t w o d o-

m ai n s ar e v er y diff er e nt i n t er m s of t h e st ati o n ar y d o m ai ni n g r e q uir e m e nt s. I n t h e p or p h yr y c a s e,

t h e l ar g e- s c al e g e ol o gi c al p artiti o ni n g of t h e d o m ai n a c c o u nt s f or s o m e of t h e n o n- st ati o n ar y f e a-

t ur e s.  S u b s e q u e nt p artiti o ni n g  wit h tr a diti o n al  m et h o d s r e s ult e d i n  m ar gi n al i m pr o v e m e nt s. I n

t hi s c a s e, o nl y t h e i m pr o v e d s p ati al cl u st er s  m at c h e d t h e p erf or m a n c e of t h e si n gl e st ati o n ar y

p o p ul ati o n.

T h e s e c o n d oil s a n d s d at a s et r efl e ct s c o n diti o n s  m or e t y pi c al of g e ol o gi c al d o m ai n s,  w h er e

gr a d ati o n al f e at ur e s  m a y n ot b e c a pt ur e d b y a si n gl e p o p ul ati o n.  H o w e v er, i n t hi s d o m ai n,

t h e str o n g a ni s otr o p y a n d st ati o n ar y n at ur e of t h e s p ati al v ari a bilit y r e s ult e d i n o nl y  m ar gi n al

diff er e n c e s b et w e e n  m et h o d s t h at p artiti o n e d t h e d at a s et i nt o st ati o n ar y d o m ai n s c o m p ar e d t o

c o n si d eri n g a si n gl e gl o b al p o p ul ati o n.

T h er e ar e s e v er al ar e a s f or i m pr o v e m e nt i n t h e d e v el o p e d i m pli cit  m o d eli n g a n d st ati o n ar y

d o m ai ni n g  m et h o d ol o gi e s.

T h e al g orit h m c h o s e n t o p artiti o n t h e d o m ai n i n  C h a pt er 3 i s i m p ort a nt a s it c o ntr ol s t h e ti m e r e-

q uir e d f or b o u n d ar y r e c o n str u cti o n a n d t h e p ot e nti al f or art ef a ct s at t h e b o u n d ari e s of p artiti o n s.

T h e a xi s- ali g n e d p artiti o ni n g al g orit h m c h o s e n f or i m pl e m e nt ati o n i n t h i s t h e si s  m a y n ot b e i d e al
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f or all d at a s et s a n d all d o m ai n s.  F urt h er m or e, t h e p artiti o ni n g i s s ol el y b a s e d o n t h e n u m b er

of d at a c o nt ai n e d  wit hi n e a c h p artiti o n a n d n ot t h e pr o p erti e s of t h e u n d erl yi n g v ari a bl e s.  F or

e x a m pl e, t h e p artiti o n si z e s h o ul d g e n er all y b e r el at e d t o t h e l o c al v ari a bilit y i n t h e u n d erl yi n g

v ari a bl e; gr e at er v ari a bilit y  w arr a nt s a d diti o n al p artiti o ni n g t o b ett er- c a pt ur e t h e l o c al f e at ur e s.

T h e p artiti o ni n g fr a m e w or k i s n ot i m m u n e t o ot h er i s s u e s of st ati sti c al i nf er e n c e.  E xtr a p-

ol ati o n i s a n o ut st a n di n g i s s u e f or all e sti m ati o n/i nt er p ol ati o n  m et h o d s.  E xtr a p ol ati o n i n t h e

p artiti o ni n g fr a m e w or k i s li k el y t o c a u s e n oti c e a bl e p artiti o n- b o u n d ar y art ef a ct s i n t h e i nt er p o-

l at e d  S D F.  T hi s i s n ot u s u all y a n i s s u e f or i m pli cit  m o d el s si n c e t h e 0-l e v el i s of pri m ar y i nt er e st,

a n d i s u s u all y  w ell i nf or m e d b y s a m pl e l o c ati o n s.  H o w e v er, t h e i s s u e i s e x a c er b at e d i n t h e

P U- L V A fr a m e w or k si n c e a dj a c e nt p artiti o n s  wit h diff er e nt a ni s otr o pi c pr o p erti e s  m a y di s pl a y

i n c o n si st e n ci e s al o n g p artiti o n b o u n d ari e s.

F or t h e it er ati v e l o c al r efi n e m e nt al g orit h m t h e crit eri a b y  w hi c h  m o d el s ar e c o n si d er e d fi n-

i s h e d c a n b e i m pr o v e d.  St o p pi n g it er ati o n s  w h e n t h er e i s n o f urt h er c h a n g e i s a n a c c e pt a bl e

fir st p a s s, h o w e v er, it er ati n g  m o d el ori e nt ati o n s b a s e d o n cr o s s v ali d ati o n s c or e s c o ul d b e c o n-

si d er e d.

T h e al g orit h m u s e d t o i nf er l o c al a ni s otr o p y t o t h e b o u n d ar y  m o d el s c o ul d b e si m plifi e d; a

m o m e nt of i n erti a ( M OI) ( H a s s a n p o ur  &  D e ut s c h, 2 0 0 7) c o n si d eri n g t h e l o c al c o m p o sit e i nf or-

m ati o n or t h e i nt er p ol at e d  S D F v al u e s c o ul d b e c o n si d er e d i n pl a c e of t h e gr a di e nt- S V D  m et h o d

u s e d i n t hi s t h e si s.

Fir st a n d f or e m o st, d e ci si o n s of st ati o n arit y  m u st b e  m a d e  wit hi n s o m e l ar g er g e ol o gi c al c o nt e xt.

H o w e v er, k n o wi n g  w h e n g e ol o gi c al c o ntr ol s h a v e b e e n r e a s o n a bl y a c c o u nt e d f or i n t h e d eli n-

e ati o n of di sti n ct st ati o n ar y d o m ai n s i s a c h all e n gi n g t a s k. I d e all y t h e cl u st eri n g al g orit h m  w o ul d

c o n si d er t h e g e ol o gi c al p artiti o ni n g i n t h e g e n er ati o n of cl u st er s f or  m o d eli n g. I n t hi s s e n s e a

s u p er vi s e d cl u st eri n g al g orit h m s h o ul d b e t h e t ar g et of f ut ur e  w or k s.

T h e s p ati al cl u st eri n g i m pl e m e nt ati o n s d e v el o p e d f or st ati o n ar y d o m ai ni n g i n t hi s t h e si s

m ai nl y t ar g et t h e u n s u p er vi s e d cl a s sifi c ati o n of st ati o n ar y d o m ai n s fr o m t h e s p ati al- m ulti v ari at e

d at a s et.  H o w e v er, f ut ur e  w or k s s h o ul d i nt e gr at e l o g g e d r o c k pr o p erti e s f r o m t h e g e ol o gi c al l o g s
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7.  C o n cl u si o n s

t o i m pr o v e t h e cl a s sifi c ati o n e xtr a ct e d fr o m t h e s p ati al- m ulti v ari at e dat a s et.

Alt h o u g h t h e d e v el o p e d  m etri c s a c c o u nt f or s p ati al a n d  m ulti v ari at e pr o p erti e s of t h e d at a s et,

a t hir d  m etri c t h at  m e a s ur e s t h e 2- p oi nt s p ati al c o nti n uit y of t h e s a m pl e s c o nt ai n e d  wit hi n e a c h

d eli n e at e d d o m ai n c o ul d b e c o n si d er e d.  T hi s i s s u g g e st e d t o a c c o u nt f or c o ntr a sti n g r el ati o n-

s hi p s o b s er v e d d uri n g v erifi c ati o n of t h e cl u st er  m etri c s f or i nf or mi n g g o o d n e s s of t h e cl u st er s a s

st ati o n ar y d o m ai n s f or g e o st ati sti c al a n al y si s.  T h e d e v el o p e d  m etri c s pr o vi d e a n i m p ort a nt st art

f or u n bi a s e d a s s e s s m e nt of st ati o n ar y d eli n e ati o n, b ut a d diti o n al i n v e sti g ati o n i nt o t h e f a ct or s

e x pl ai ni n g ‘ g o o d n e s s’ of a st ati o n ar y d eli n e ati o n i s  w arr a nt e d.

R e c all t h e st at e m e nt of t hi s t h e si s:

T h e i n c or p or ati o n of l o c al a ni s otr o p y t o g e ol o gi c al b o u n d ar y  m o d el s i m pr o v e s t h e l o c al f e a-

t ur e r e pr o d u cti o n a n d pr o vi d e s r e a s o n a bl e g e ol o gi c al b o u n d ari e s i n si d e  w hi c h r e s o ur c e s c a n

b e e sti m at e d. I nf erri n g l o c al a ni s otr o p y fr o m d e n s e c o m p o sit e d at a s et s t hr o u g h b o ot str a p of

pr e vi o u s b o u n d ar y  m o d el s r e s ult s i n a r e a s o n a bl e fir st- p a s s l o c al str u ct ur al i nt er pr et ati o n of t h e

f e at ur e s i n g e ol o gi c al d o m ai n s.

I m pr o vi n g t h e d eli n e ati o n of st ati o n ar y p o p ul ati o n s b y c o n si d eri n g s p ati al- cl u st eri n g a n d

s p ati al- m ulti v ari at e  m etri c s r e s ult s i n g e o st ati sti c al  m o d el s t h at b ett er r e pr o d u c e t h e tr u e v al-

u e s at u n s a m pl e d l o c ati o n s.  T hi s tr a n sl at e s i nt o i m pr o v e d g e o st ati sti c al  m o d el s f or f urt h er

d e ci si o n  m a ki n g.  A ut o m ati n g t h e d eli n e ati o n of st ati o n ar y d o m ai n s  wit h u n s u p er vi s e d l e ar n-

i n g al g orit h m s a n d t h e d e v el o p e d cl u st eri n g  m etri c s i s r e a s o n a bl e i n t h e c o nt e xt of l ar g e- s c al e

g e ol o gi c al f e at ur e s.
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c o n str u cti o n al g orit h m. , ( 4), 1 6 3- 1 6 9. d oi:

1 0. 1 1 4 5/ 3 7 4 0 2. 3 7 4 2 2
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Di st a n c e  W ei g ht e d  St ati sti c s a n d  Di stri b uti o n s. , ( 1), 3 1- 4 8.

d oi: 1 0. 1 0 0 7/ s 1 1 0 0 4- 0 1 2- 9 4 2 8- z

M a c h u c a- M or y,  D.  F.,  R e e s,  H.,  & L e u a n gt h o n g,  O. ( 2 0 1 5).  Gr a d e  M o d elli n g  wit h L o c al

A ni s otr o p y  A n gl e s:  A  Pr a cti c al  P oi nt of  Vi e w. I n

M all et, J. L. ( 2 0 0 4).  S p a c e-ti m e  m at h e m ati c al fr a m e w or k f or s e di m e nt ar y g e ol o g y.

, ( 1), 1- 3 2. d oi: 1 0. 1 0 2 3/ B: M A T G. 0 0 0 0 0 1 6 2 2 8. 7 5 4 9 5. 7 c

M a n c h u k, J.  G.,  &  D e ut s c h,  C.  V. ( 2 0 1 2).  A fl e xi bl e s e q u e nti al  G a u s si a n si m ul ati o n pr o gr a m:

U S G SI M. , , 2 0 8- 2 1 6. d oi: 1 0. 1 0 1 6/ J. C A G E O. 2 0 1 1. 0 8. 0 1 3

M a n c h u k, J.  G.,  &  D e ut s c h,  C.  V. ( 2 0 1 5).

( C C G  A n n u al  R e p ort 1 7).  E d m o nt o n,  A B:  U ni v er sit y of  Al b ert a.
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M a n c h u k, J.  G., L e u a n gt h o n g,  O.,  &  D e ut s c h,  C.  V. ( 2 0 0 9).  T h e  Pr o p orti o n al Eff e ct.

, ( 7), 7 9 9- 8 1 6. d oi: 1 0. 1 0 0 7/ s 1 1 0 0 4- 0 0 8- 9 1 9 5- z

M a nit a,  G.,  K h a n c h el,  R.,  & Li m a m,  M. ( 2 0 1 2).  C o n s e n s u s  F u n cti o n s f or  Cl u st eri n g  E n s e m bl e s.

, ( 6), 5 9 8- 6 1 4. d oi: 1 0. 1 0 8 0/ 0 8 8 3 9 5 1 4. 2 0 1 2. 6 8 7 6 6 8

M arti n,  R.,  M a n c h u k, J.  G.,  &  B oi s v ert, J.  B. ( 2 0 1 5). ( C C G

A n n u al  R e p ort 1 7).  E d m o nt o n,  A B:  U ni v er sit y of  Al b ert a.

M at h er o n,  G. ( 1 9 6 3).  Pri n ci pl e s of g e o st ati sti c s. , ( 8), 1 2 4 6. d oi: 1 0. 2 1 1 3/

g s e c o n g e o. 5 8. 8. 1 2 4 6

M at hi s e n,  T.,  H e o n L e e,  S.,  &  D att a- G u pt a,  A. ( 2 0 0 1). I m pr o v e d  P er m e a bili t y  E sti m at e s i n

C ar b o n at e  R e s er v oir s  U si n g  El e ctr of a ci e s  C h ar a ct eri z ati o n:  A  C a s e  St u d y of t h e  N ort h

R o b ert s o n  U nit,  W e st  T e x a s. I n

S o ci et y of  P etr ol e u m  E n gi n e er s.

M c L e n n a n, J.  A. ( 2 0 0 8). ( P h D).  U ni v er sit y of  Al b ert a.

M c L e n n a n, J.  A.,  &  D e ut s c h,  C.  V. ( 2 0 0 6). ( C C G

A n n u al  R e p ort 0 8).  E d m o nt o n,  A B:  U ni v er sit y of  Al b ert a.

M u nr o e,  M. J.,  &  D e ut s c h,  C.  V. ( 2 0 0 8).

( C C G  A n n u al  R e p ort 1 0).  E d m o nt o n,  A B:  U ni v er sit y of  Al b ert a.

O ht a k e,  Y.,  B el y a e v,  A.,  &  S ei d el,  H.  P. ( 2 0 0 3).  A  m ulti- s c al e a p pr o a c h t o 3 D s c att er e d d at a

i nt er p ol ati o n  wit h c o m p a ctl y s u p p ort e d b a si s f u n cti o n s. I n

( p. 1 5 3- 1 6 1). d oi: 1 0. 1 1 0 9/ S MI. 2 0 0 3. 1 1 9 9 6 1 1

O ht a k e,  Y.,  B el y a e v,  A.,  &  S ei d el,  H.  P. ( 2 0 0 6).  S p ar s e s urf a c e r e c o n str u c ti o n  wit h a d a pti v e

p artiti o n of u nit y a n d r a di al b a si s f u n cti o n s. , ( 1), 1 5- 2 4. d oi: 1 0. 1 0 1 6/

j. g m o d. 2 0 0 5. 0 8. 0 0 1

Oli v er,  M.  A.,  &  W e b st er,  R. ( 1 9 8 9).  A g e o st ati sti c al b a si s f or s p ati al  w ei g hti n g i n  m ulti v ari at e

cl a s sifi c ati o n. , ( 1), 1 5- 3 5. d oi: 1 0. 1 0 0 7/ B F 0 0 8 9 7 2 3 8

Or e s k e s,  N.,  S hr a d er- Fr e c h ett e,  K.,  &  B elit z,  K. ( 1 9 9 4).  V erifi c ati o n,  V ali d ati o n, a n d  C o nfir m a-

ti o n of  N u m eri c al  M o d el s i n t h e  E art h  S ci e n c e s. , .

P er e z,  H.  H.,  &  D att a- G u pt a,  A. ( 2 0 0 5).  T h e  R ol e of  El e ctr of a ci e s, Lit h of a ci e s, a n d  H y dr a uli c

Fl o w  U nit s i n  P er m e a bilit y  Pr e di cti o n  Fr o m  W ell L o g s:  A  C o m p ar ati v e  A n al y si s  U si n g
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Cl a s sifi c ati o n  Tr e e s. .

P o u d er o u x, J.,  G o n z at o, J.- C.,  T o b or, I.,  &  G uitt o n,  P. ( 2 0 0 4).  A d a pti v e hi er ar c hi c al  R B F i nt er-

p ol ati o n f or cr e ati n g s m o ot h di git al el e v ati o n  m o d el s. I n

( p. 2 3 2). d oi:

1 0. 1 1 4 5/ 1 0 3 2 2 2 2. 1 0 3 2 2 5 6

Q u, J.,  &  D e ut s c h,  C.  V. ( 2 0 1 7).  G e o st ati sti c al  Si m ul ati o n  wit h a  Tr e n d  U si n g  G a u s si a n  Mi xt ur e

M o d el s. , 1- 1 7. d oi: 1 0. 1 0 0 7/ s 1 1 0 5 3- 0 1 7- 9 3 5 4- 3

R at h or e,  P.,  B e z d e k, J.  C.,  Erf a ni,  S.  M.,  R aj a s e g ar ar,  S.,  &  P al a ni s w a mi,  M. ( 2 0 1 8).  E n-

s e m bl e  F u z z y  Cl u st eri n g  U si n g  C u m ul ati v e  A g gr e g ati o n o n  R a n d o m  Pr oj e cti o n s.

, ( 3), 1 5 1 0- 1 5 2 4. d oi: 1 0. 1 1 0 9/ T F U Z Z. 2 0 1 7. 2 7 2 9 5 0 1

Ri z z o,  M. L.,  &  S z é k el y,  G. J. ( 2 0 1 6).  E n er g y  Di st a n c e. , ( 1), 2 7- 3 8. d oi:

1 0. 1 0 0 2/ wi c s. 1 3 7 5

R o m ar y,  T.,  Or s,  F.,  Ri v oir ar d, J.,  &  D er ai s m e, J. ( 2 0 1 5).  U n s u p er vi s e d cl a s sifi c ati o n of  m ulti-

v ari at e g e o st ati sti c al d at a:  T w o al g orit h m s. , , 9 6- 1 0 3. d oi:

1 0. 1 0 1 6/j. c a g e o. 2 0 1 5. 0 5. 0 1 9

R o s si,  M.  E.,  &  D e ut s c h,  C.  V. ( 2 0 1 4). .  S pri n g er  S ci e n c e. d oi:

1 0. 1 0 0 7/ 9 7 8- 1- 4 0 2 0- 5 7 1 7- 5

R o u s s e e u w,  P. ( 1 9 8 7).  Sil h o u ett e s:  A gr a p hi c al ai d t o t h e i nt er pr et ati o n a n d v ali d ati o n of cl u st er

a n al y si s. , , 5 3- 6 5.

S cr u c c a, L. ( 2 0 0 5).

( T e c h.  R e p.).  P er u gi a, It al y:  U ni v er sit a a d e gli  St u di di  P er u gi a.

Sil v a,  D. ( 2 0 1 5).

( P h D).  U ni v er sit y of  Al b ert a,  E d m o nt o n.

Sil v a,  D.,  &  D e ut s c h,  C.  V. ( 2 0 1 2 a).

( C C G  A n n u al  R e p ort 1 4).  E d m o nt o n,  A B:  U ni v er sit y of  Al b ert a.

Sil v a,  D.,  &  D e ut s c h,  C.  V. ( 2 0 1 2 b).

( C C G  A n n u al  R e p ort 1 4).  E d m o nt o n,  A B:  U ni v er sit y of  Al-

b ert a.

Sil v a,  D.,  &  D e ut s c h,  C.  V. ( 2 0 1 2 c). ( C C G
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( C C G  A n n u al  R e p ort 1 3).  E d m o nt o n,  A B:  U ni v er sit y of  Al b ert a.
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S oft w ar e i m pl e m e nt ati o n s ar e a n i nt e gr al c o m p o n e nt of t hi s r e s e ar c h.  T h e i m pl e m e nt ati o n s

r a n g e fr o m s elf- c o nt ai n e d  F ortr a n bi n ari e s t o p yt h o n  m o d ul e s.

T h e  P U  R B F i m pli cit  m o d eli n g t e c h ni q u e s d e s cri b e d i n  C h a pt er 3 a n d 5 ar e r e ali z e d a s st a n-

d al o n e  F ortr a n bi n ari e s f oll o wi n g t h e  G S LI B- st yl e p ar a m et er-fil e i m pl e m e nt ati o n.  T hr e e pr o-

gr a m s ar e d e v el o p e d: , a n d , f or g e n er ali z e d i nt er p ol ati o n, it er-

ati v e r efi n e m e nt, a n d b a n d wi dt h of u n c ert ai nt y c ali br ati o n, r e s p e cti v e l y.  T h e e x a m pl e s d e m o n-

str at e d i n  C h a pt er 3 a n d t h e c a s e st u d y pr e s e nt e d i n  C h a pt er 5 utili z e t h e s e t o ol s f or all i m pli cit

m o d eli n g st e p s.

T h e s e pr o gr a m s ar e s uit a bl e f or s m all t o  m e di u m si z e d pr oj e ct s.  C o m m er ci a l  R B F- b a s e d

i m pli cit  m o d el er s p er mit b o u n d ar y r e c o n str u cti o n s f or  > 1  M d at a p oi nt s u si n g o pti mi z e d s p ar s e

it er ati v e s ol v er s ( C o w a n et al., 2 0 0 3). I n t hi s c a s e g e ol o gi c al b o u n d ari e s ar e c o n str u ct e d o n e

c at e g or y at a ti m e f oll o wi n g t h e g e ol o gi c al r ul e s of s u p er p o siti o n.  T h e pr o gr a m s pr e s e nt e d h er e

u s e t h e dir e ct- d e n s e L U- d e c o m p o siti o n b a s e d s ol v er fr o m L A P A C K, a n d t h e - c at e g or y  S D F

m o d eli n g al g orit h m fr o m  Sil v a a n d  D e ut s c h ( 2 0 1 2 b).  F or t h e ‘ dir e ct’ s ol v er  m et h o d ( e q ui v al e nt

t o gl o b al kri gi n g), t hi s i s p o s si bl e f or u p t o 3 0  K d at a sit e s (t e st e d o n a  m a c hi n e  wit h 1 6  G B

of  m e m or y), b ut  will r e q uir e si g nifi c a nt  C P U a n d  R A M r e s o ur c e s e v e n f or  > 1 5  K i n p ut d at a.

H o w e v er, t h e  P U fr a m e w or k i s i m pl e m e nt e d t o d e c o m p o s e t h e d o m ai n s o t h at  m a n y s m all ( a n d

effi ci e nt) s u b pr o bl e m s ar e s ol v e d i n d e p e n d e ntl y a n d r e c o m bi n e d t o t h e gl o b al s ol uti o n. I n t h e

P U fr a m e w or k t h e r e s o ur c e r e q uir e m e nt s f or v er y l ar g e d at a s et s ar e  m o d e st, h o w e v er, o pti m al

o v erl a p a n d p artiti o n p ar a m et er s ar e still r e q uir e d f or b e st r e s ult s c o n si d eri n g s m o ot h n e s s a n d

m o d el r u n ti m e s.  F or l ar g e pr oj e ct s  wit h si g nifi c a nt n ull sit e s, a k e y o ut c a n b e v al u a bl e f or

o mitti n g l o c ati o n s t h at ar e n ot r e q uir e d t o b e  m o d el e d.  R u n ti m e s s c al e li n e arl y  wit h t h e n u m b er
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A.  S oft w ar e

of bl o c k s i n t h e e v al u ati o n gri d.  T h e bl o c k si z e i n a gri d i s a n i m p ort a nt c o n si d er ati o n; t h e

gri d s h o ul d a d e q u at el y r e s ol v e t h e s m all e st g e ol o gi c al f e at ur e a n d b e r el e v a nt t o t h e  mi ni n g

pr o c e s s, b ut s h o ul d al s o b e r e a s o n a bl e fr o m a  C P U-ti m e p oi nt of vi e w ( B oi s v ert, 2 0 1 3).  F urt h er

di s c u s si o n o n t hi s i s pr o vi d e d at t h e e n d of  C h a pt er 5 ( or i n:  V a s yl c h u k  &  D e u t s c h, 2 0 1 5).

T h e p ar a m et er fil e f or t hi s pr o gr a m i s s h o w n b el o w. Li n e 4- 6 d efi n e t h e i n p ut d at a fil e: t h e

c ol u m n s f or s a m pl e l o c ati o n s, t h e c ol u m n f or t h e i n di c at or d at a t o b e  m o d el e d a n d t h e n ull v al-

u e s i n t h e d at afil e. Li n e 8 a n d 9 d efi n e a k e y o ut fil e, t h e c ol u m n of t h e d at a i n t h e k e y o ut a n d

t h e v al u e at e a c h l o c ati o n t o k e e p.  T h e k e y o ut  m u st b e t h e s a m e di m e n si o n s a s t h e  m o d eli n g

gri d, d efi n e d o n li n e s 1 0- 1 2.  O n li n e 1 3, t h e s ol v er t y p e c a n b e c h o s e n t o eit h er b e ‘ dir e ct’ ( 1)

or ‘ P O U’ ( 2).  T h e f oll o wi n g p ar a m et er s o n t h e s a m e li n e d efi n e t h e b a n d wi dt h p ar a m et er t o

c o n si d er f or e a c h c at e g or y  w h e n c al c ul ati n g t h e  S D F. o n t hi s li n e, a b a n d wi dt h p ar a m-

et er  m u st b e pr e s e nt f or e a c h c at e g or y t h at i s d efi n e d o n li n e 7.  Fi v e diff er e nt k er n el s c a n b e

u s e d f or i nt er p ol ati o n;  G a u s si a n, c u bi c,  W e n dl a n d, li n e ar a n d s p h eri c al.  D et ail s of e a c h k er n el

ar e t a b ul at e d i n  T a bl e 2. 1. Li n e 1 4 al s o i n cl u d e s a n u g g et eff e ct ( N E) t h at i s i m pl e m e nt e d f or

d e cr e a si n g k er n el s o nl y.  T hi s p ar a m et er s h o ul d b e u s e d  wit h c a uti o n; i n t h e c urr e nt i m pl e m e n-

t ati o n a n e x p o n e nt of 1. 8 i n i n st e a d of 2 i s u s e d t o all e vi at e  m atri x i n st a bilit y  wit h t h e  G a u s si a n

k er n el. I ntr o d u cti o n of e v e n a s m all ( 0. 0 5)  N E t o t h e i nt er p ol ati o n pr o bl e m s h a s a l ar g e eff e ct

o n t h e i nt er p ol ati o n,  w hi c h t e n d s t o r e s ult i n u n- h o n or e d d at a p oi nt s.
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T h e s u p p ort i s a n i m p ort a nt p ar a m et er f or t hi s i m pl e m e nt ati o n.  F or kri gi n g, t h e r a n g e of

c o nti n uit y i s  m o d el e d fr o m t h e v ari o gr a m al o n g diff er e nt ori e nt ati o n s.  T h e ‘ s u p p ort’ u s e d i n

t h e  R B F fr a m e w or k i s s y n o n y m o u s  wit h t h e r a n g e of t h e v ari o gr a m, a n d oft e n t hi s s u p p ort f or

R B F pr o bl e m s c a n b e p ar a m et eri z e d fr o m t h e v ari o gr a m r a n g e.  Fi g ur e  A. 2 a n d  A. 3 s h o w t h e

aff e ct s of t h e s u p p ort p ar a m et er f or a b o u n d ar y i nt er p ol ati o n pr o bl e m  wit h t h e  G a u s si a n a n d

c u bi c k er n el s, r e s p e cti v el y.  T h e e sti m at e d s u p p ort p ar a m et er f or t hi s d o m ai n  m o d el e d fr o m

t h e i n di c at or v ari o gr a m i s r o u g hl y 2 0  m ( Fi g.  A. 1).  A s c a n b e s e e n  wit h t h e c u bi c k er n el, t h e

s u p p ort p ar a m et er d o e s n ot aff e ct t h e i nt er p ol ati o n.  C o n v er s el y f or t h e  G a u s si a n k er n el,  wit h

a v er y s m all s u p p ort r el ati v e t o t h e d at a c o nfi g ur ati o n, t h e i nfl u e n c e of d at a o n t h e i nt er p ol at e d

s c al ar fi el d i s cl e arl y l o c ali z e d, a n d a w a y fr o m d at a t h e i nt er p ol a nt i s z er o.  T h e i d e ali z e d s u p p ort

p ar a m et er ( ~ 2 0  m) fr o m t h e v ari o gr a m r a n g e g e n er at e s a s m o ot h i nt er pr et ati o n of t h e d eli n e at e d

c at e g ori e s,  w h er e a s i n cr e a si n g t h e s u p p ort b e y o n d t h e i d e al v al u e h a s s o m e aff e ct, b ut still

l ar g el y pr o d u c e s c o n si st e nt r e s ult s.

T h e s u p p ort p ar a m et er c a n al s o b e e sti m at e d fr o m t h e c o nfi g ur ati o n of t h e d at a l o c ati o n s b y
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C at e g ori c al o m ni dir e cti o n al v ari o gr a m f or t h e si m pl e t e st d o m ai n s h o w n i n  Fi g ur e  A. 2
a n d  A. 3

I nfl u e n c e of diff er e nt s u p p ort p ar a m et er s o n t h e b o u n d ar y l o c ati o n f or t h e d e cr e a si n g  G a u s-
si a n k er n el

fi n di n g t h e  m a xi m u m di st a n c e fr o m a n y 1 gri d c ell t o t h e cl o s e st d at a l o c atio n ( F a s s h a u er, 2 0 0 7).

T h e s u p p ort p ar a m et er e sti m at e d b y t hi s  m et h o d f or t hi s si m pl e d at a s et i s 3 4  m. Li n e 1 5 c o ntr ol s

t h e s u p p ort p ar a m et er s.  F oll o wi n g t hi s t h e a ni s otr o p y i s p ar a m et eri z e d  wit h r ati o s o bt ai n e d fr o m

a n d .  T h e e xtr a p ol ati o n di st a n c e pr o vi d e s t h e a bilit y

t o c o ntr ol h o w f ar fr o m a d at a l o c ati o n  will b e i nt er p ol at e d i n t h e d o m ai n; thi s  will al s o aff e ct

t h e e sti m ati o n of t h e s u p p ort p ar a m et er f or t h e d o m ai n.  T hi s p ar a m et er i s d e si g n e d t o li mit

e xtr a p ol ati o n, a n d t o r e d u c e r u n ti m e s i n t h e a b s e n c e of a k e y o ut f or o d dl y c o nfi g ur e d d at a

arr a n g e m e nt s r el ati v e t o t h e a xi s ali g n e d gri d.

A s di s c u s s e d a b o v e t h e k er n el, a ni s otr o pi c p ar a m et er s a n d s u p p ort di st a n c e d efi n e t h e

r e q uir e d pr o p erti e s of t h e  R B F i nt er p ol ati o n pr o bl e m.  T h e p ar a m et er o n li n e 1 6 c o ntr ol s h o w
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I nfl u e n c e of diff er e nt s u p p ort p ar a m et er s o n t h e b o u n d ar y l o c ati o n f or t h e i n cr e a si n g c u bi c
k er n el

( a)  A ni s otr o p y  Fil e  F or m at ( b)  B o u n d ari e s  Fil e  F or m at

F or m at of t h e a ni s otr o p y a n d b o u n d ar y fil e s f or d efi ni n g a s et of p artiti o n s fr o m t h e s c att er e d
d at a p oi nt s

m a n y s et s of a ni s otr o pi c p ar a m et er s ar e t o b e u s e d i n t h e - c at e g or y i nt er p ol ati o n pr o bl e m. If

li n e 1 6 i s 1, t h e n a s et of a ni s otr o pi c p ar a m et er s ar e r e q uir e d f or e a c h c at eg or y t h at i s d efi n e d

o n li n e 7. Li n e 1 9 d efi n e s t h e o ut p ut f or m at,  w hi c h c a n b e eit h er a c at e g ori c al  m o d el, or t h e

i nt er p ol at e d  S D F f or e a c h c at e g or y.  S etti n g t hi s o pti o n t o 2 i s u s ef ul  w h e n c o n si d eri n g t h e  S D F

wit h b a n d wi dt h p ar a m et er s, s o t h at diff er e nt i s o s urf a c e s vi e w e d or u s e d t o c al c ul at e t h e v ol u m e s

c orr e s p o n di n g t o diff er e nt l e v el s i n t h e  S D F.  At t hi s p oi nt it i s  w ort h y t o n ot e t h at t h e - c at e g or y

i nt er p ol ati o n c a n b e c o m pl et e d c o m pl et el y  wit hi n , h o w e v er, if  m a n y c at e g ori e s  wit h

a b u n d a nt d at a a n d l ar g e gri d s ar e b ei n g i nt er p ol at e d, c o n si d er s cri pti n g i n p ar all el

b y e x p orti n g t h e  S D F f or e a c h c at e g or y, a n d p o st- pr o c e s si n g - S D F  m o d el s t o g e n er at e t h e

r e q uir e d i n di c at or gri d.

Li n e s 2 2- 2 6 d efi n e all r e q uir e d p ar a m et er s f or p artiti o ni n g, i n cl u di n g t h e a bilit y t o r e a d i n

t h e b o u n d ari e s a n d a ni s otr o p y o ut p ut fr o m t h e pr o gr a m. Li n e 2 2 d efi n e s t h e d at a-

p er- c e nt er,  w hi c h g ui d e s t h e d e ci si o n o n  w h et h er or n ot a p artiti o n i s s plit, t h e ‘ d at a o v erl a p’,
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w hi c h i s t h e o v erl a p a p pli e d t o t h e p artiti o n s r e c ur si v e s plitti n g a n d t h e  w ei g hti n g f u n c-

ti o n t y p e c al c ul at e d o n o v erl a p pi n g sit e s.  T h e d at a- p er- c e nt er p ar a m et er i s s elf e x pl a n at or y -

p artiti o n s ar e s plit u ntil t h e n u m b er of d at a c o nt ai n e d  wit hi n a p artiti o n i s l e s s t h a n t hi s n u m b er.

T h e d at a- o v erl a p p ar a m et er c o ntr ol s t h e  % of d at a all o w e d t o o v erl a p b et w e e n p artiti o n s d uri n g

t h e s plitti n g st a g e of t h e al g orit h m. I n g e n er al t h e d at a o v erl a p p ar a m et er s h o ul d b e s m all,  <

0. 1 5, or r e c ur si v e pr o bl e m s  m a y ari s e f or s o m e d at a c o nfi g ur ati o n s,  w hi c h  will b e i n di c at e d i n

t h e o ut p ut.  T h e fi n al o v erl a p p ar a m et er s d efi n e d o n li n e 2 3 c o ntr ol t h e p o st- s plitti n g o v erl a p a p-

pli e d b y e x p a n di n g p artiti o n s al o n g t h e di a g o n al a c c or di n g t o t h e p er c e nt a g e i n e a c h dir e cti o n.

T hi s c a n b e u s e d t o e n s ur e t h er e i s s uffi ci e nt o v erl a p b et w e e n p artiti o n s if n o d at a- o v erl a p i s

u s e d; g e n er all y s o m e  mi x of d at a o v erl a p a n d p o st- p artiti o ni n g o v erl a p s h o ul d b e u s e d.  A d di-

ti o n al p o st- p artiti o ni n g o v erl a p  m a y b e r e q uir e d i n t h e c a s e of e xtr e m e diff er e n c e s i n a ni s otr o p y

b et w e e n a dj a c e nt p artiti o n s.

Li n e 2 4- 2 6 d efi n e t h e u s e of p artiti o ni n g p ar a m et er s o ut p ut fr o m ; s et li n e 2 4

t o 1 t o r e a d i n a n d u s e t h e s e fil e s, or 0 t o g e n er at e a n e w s et of p artiti o n s a c c or di n g t o t h e

p artiti o ni n g p ar a m et er s o n t h e li n e s a b o v e.  T h e fil e d efi n e d o n li n e 2 5 c o nt ai n s t h e p artiti o n

n u m b er, t h e l o w er a n d u p p er c or n er of t h e p artiti o n, a n d t h e e sti m at e d s u p p ort di st a n c e s.  T h e

fil e o n li n e 2 6 c o nt ai n s t h e a ni s otr o pi c pr o p erti e s f or e a c h of t h e p artiti o n s. a n a ni s otr o p y

fil e  m u st b e d efi n e d f or e a c h of t h e c at e g ori e s d efi n e d o n li n e 7.  T h e f or m at of t h e b o u n d ari e s

a n d a ni s otr o p y fil e s ar e s h o w n i n  Fi g ur e  A. 4.  T h e s e c o n d li n e of t h e a ni s otr o p y fil e c o nt ai n s t h e

n u m b er of v ari a bl e s a n d t h e n u m b er of p artiti o n s f o u n d i n t h e d o m ai n.  E a c h e ntr y i n t hi s fil e

c o nt ai n s t h e stri k e, di p, pl u n g e, r 1 a n d r 2 c orr e s p o n di n g t o t h e n u m b er e d p artiti o n.  T h e s e c o n d

li n e i n t h e b o u n d ari e s fil e c o nt ai n s t h e n u m b er of v ari a bl e s, t h e n u m b er of p artiti o n s a n d t h e

w ei g hti n g f u n cti o n t o b e u s e d f or i nt er p ol ati o n,  w hi c h c a n b e eit h er 1 or 2.  E a c h e ntr y i n t hi s

fil e d efi n e s t h e e xt e nt of a p artiti o n b a s e d o n t h e l o w er a n d u p p er c or n er s of t h e b o u n di n g b o x.

T h e fi n al c ol u m n d efi n e s t h e l o c al s u p p ort p ar a m et er t o c o n si d er i n e a c h p a rtiti o n.

T hi s pr o gr a m i s u s e d t o g e n er at e t h e it er ati v el y r efi n e d l o c al a ni s otr o p y f or a b o u n d ar y  m o d el

c o n si d eri n g t h e p artiti o ni n g p ar a m et er s, t h e p ar a m et er s a n d t h e p ar a m et er s.
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T h e c urr e nt pr o gr a m u s e s  % c h a n g e d a s a st o p pi n g crit eri a, b ut i n t h e f ut ur e a j a c k k nif e or

cr o s s v ali d ati o n  m etri c c o ul d b e c o n si d er e d t o e v al u at e if a p artiti o n i s ‘ r efi n e d’. I n t h e f ut ur e

a r a n d o mi z e d o pti mi z ati o n of t h e a ni s otr o p y a n gl e s b a s e d o n cr o s s v ali d ati o n c o ul d al s o b e

c o n si d er e d.  S e v er al of t h e k e y p ar a m et er s u s e d i n t hi s pr o gr a m ar e i d e nti c al t o t h o s e d e s cri b e d

i n a b o v e a n d ar e n ot r e p e at e d.

Li n e 1 3- 1 4 d efi n e t h e p artiti o ni n g p ar a m et er s a n d li n e 1 5 d efi n e s t h e p ar a m et er s f or t h e it er-

ati v e r efi n e m e nt.  T h e t ar g et n u m b er of r efi n e m e nt s c a n b e d efi n e d, h o w e v e r a c c or di n g t o t h e

% diff er e n c e st o p pi n g crit eri a d efi n e d o n t h e s a m e li n e, t h er e  m a y b e f e w er a ct u al r efi n e m e nt s

t h a n t h e d efi n e d n u m b er.  O n t h e s a m e li n e, t h e  m a x r 1 a n d  m a x r 2 p ar a m et er s d efi n e  m a xi m u m

a ni s otr o p y t h at i s all o w e d,  w hi c h c a n b e u s e d t o p er mit or pr e v e nt e x c e s si v e a ni s otr o pi c  m a g-

nit u d e s fr o m b ei n g i nf err e d t o e a c h p artiti o n. Li n e 1 6 d efi n e s t h e n u m b er of l a y er s, t h e  wi n d o w

si z e, a n d t h e l a y er f or t h e fi n al ori e nt ati o n s t h at ar e e xtr a ct e d  wit h t h e s u br o uti n e s.

F or  m or e d et ail e d i nf or m ati o n o n t h e s e p ar a m et er s, s e e  M arti n,  M a n c h u k, a n d  B oi s v ert ( 2 0 1 5).

It s h o ul d b e n ot e d t h at i n t h e s u br o uti n e s t h e a ni s otr o pi c  m a g nit u d e s ar e c al c ul at e d

fr o m t h e si n g ul ar v al u e s i n  S V D  w hi c h r efl e ct s r el ati v e d o mi n a n c e of a p arti c ul ar ori e nt ati o n i n

a  wi n d o w s urr o u n di n g e a c h l o c ati o n.  Alt h o u g h t h e s e r a n g e s of a ni s otr o p y a r e r el at e d t o t h e

d o mi n a n c e of ori e nt ati o n s i n t h e b o u n d ar y  m o d el, t h e y ar e n ot c al c ul at e d fr o m t h e p oi nt d at a.

Li n e 1 7 all o w s d efi niti o n of t h e t y p e of  m o d el t o r efi n e ori e nt ati o n s fr o m ( 0:  S D F  m o d el, 1: i n-

di c at or  m o d el), a n d t h e p ar a m et er s f or I D W i nt er p ol ati o n f or ori e nt ati o n s b et w e e n l a y er s. I n

g e n er al t h e  S D F c arri e s  m or e ori e nt ati o n i nf or m ati o n t h a n t h e i n di c at or  m o d el, e s p e ci all y a w a y

fr o m b o u n d ari e s.  M o st c o m m o nl y t h e d ef a ult I D W p ar a m et er s f or ar e s uffi ci e nt.

T h e fi n al p ar a m et er s of i m p ort a n c e ar e o n li n e 2 4 a n d 2 6.  T h e fil e s o n t h e s e t w o li n e s d efi n e

t h e pr oj e ct pr efi x a n d o ut p ut e xt e n si o n f or all fil e s fr o m t hi s pr o gr a m.  F or e x a m pl e, o n li n e 2 4

if ‘ ’ i s d efi n e d, t h e pr o gr a m  will e x p ort a s eri e s of fil e s i n t h e ‘ ’ f ol d er  wit h

t h e pr efi x ‘ ’, i. e. ‘ ’ a n d ‘ ’. i n t hi s c a s e t h e

f ol d er ‘ ’  m u st e xi st.  Si mil arl y, o n li n e 2 6, a fil e ‘ ’  will g e n er at e a s eri e s of

fil e s ‘ ’  w h er e r ef  will t a k e v al u e s b et w e e n 1 a n d t h e n u m b er of r efi n e m e nt s

t h at ar e c o m pl et e d d uri n g t h e pr o gr a m.
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T hi s pr o gr a m i s u s e d t o tr ai n t h e  C- p ar a m et er fr o m  Wil d e a n d  D e ut s c h ( 2 0 1 2) u si n g t h e  P U

R B F i nt er p ol ati o n i m pl e m e nt e d i n t hi s  w or k.  All st e p s of t h e  w or kfl o w ar e c o nt ai n e d i n t hi s

pr o gr a m t o g e n er at e t h e r e q uir e d s u m m ar y t a bl e t h at c a n h el p  m a k e t h e d e ci si o n a s t o t h e
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c orr e ct b a n d wi dt h of u n c ert ai nt y t o c o n si d er.

S e v er al of t h e i n p ut p ar a m et er s t o t hi s pr o gr a m ar e i d e nti c al t o t h e a b o v e a n d ar e

n ot r e p e at e d.  N ot a bl y, f or 3 D d at a s et s t h e drill h ol e I D c ol u m n i s r e q uir e d (li n e 5) t o p erf or m

j a c k k nif e a n al y si s. Li n e 1 1 d efi n e s t h e n u m b er of r a n d o m d at a s et s, t h e n u m b er of  C- p ar a m et er s,

t h e r a n d o m s e e d a n d t h e n u m b er of  C P U’ s t o u s e.  All r a n d o m j a c k k nif e d at a s et s ar e g e n er at e d

i n si d e t hi s pr o gr a m. Li n e 1 2 d efi n e s t h e  m a xi m u m  C- p ar a m et er( s) t h at  will b e c o n si d er e d i n

g e n er ati n g t h e r a n d o m  C- p ar a m et er s f or e a c h c at e g or y.  A fir st a p pr o xi m ati o n f or t hi s p ar a m et er

m a y i n cl u d e t h e d at a s p a ci n g.

Si mil ar t o , t hi s pr o gr a m c a n r e a d i n a s et of p artiti o ni n g fil e s g e n er at e d  wit h

t o d efi n e t h e p artiti o ni n g p ar a m et er s a n d l o c al a ni s otr o p y t h at i s r efi n e d fr o m t h at

pr o gr a m.
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T hi s s oft w ar e i s di stri b ut e d a s a p yt h o n li br ar y u si n g a fil e,  w hi c h c o nt ai n s all s o ur c e c o d e,

a li st of d e p e n d e n ci e s t h at ar e r e s ol v e d o n i n st all ati o n, a n d a s et of ‘ e ntr y p oi nt s’ t h at e x p o s e

f u n cti o n alit y i n t h e p a c k a g e t o  G S LI B- st yl e c o m m a n d-li n e c all a bl e pr o gr a m s ( s e e b el o w). If

utili zi n g t hi s p a c k a g e  wit h a n e xi sti n g p yt h o n i n st all ati o n, p a c k a g e s u p o n  w hi c h t hi s p a c k a g e

d e p e n d s ( e. g., n u m p y)  m a y r e q uir e u p d at e s. I n t h e c a s e of u nr e s ol v a bl e diff er e n c e s b et w e e n

t hi s p a c k a g e a n d ot h er s i n st all e d t o t h e t ar g et  P yt h o n e n vir o n m e nt, a u ni q u e  P yt h o n e n vir o n-

m e nt f or t hi s pr oj e ct, g e n er at e d  wit h ,

i s r e c o m m e n d e d.

All r e q uir e m e nt s f or i n st all ati o n ar e c o nt ai n e d i n t h e .  T h e p a c k-

a g e c a n b e i n st all e d t o t h e c urr e nt p yt h o n di stri b uti o n b y o p e ni n g a c o m m a n d pr o m pt i n t h e

s a m e f ol d er a s t h e fil e a n d i s s ui n g t h e f oll o wi n g c o m m a n d: a n d

pr e s si n g ‘t a b’ t o c o m pl et e t h e s e nt e n c e ( N O T E: t h e ‘.\’ pr e c e di n g t h e fil e  m a y b e r e q uir e d

if u si n g ‘ p o w er s h ell’ o n  wi n d o w s).  E n s ur e t h at t h e  m a c hi n e eit h er alr e a d y h a s all r e q uir e d d e-

p e n d e n ci e s (t hi s r e q uir e m e nt i s  m et  wit h t h e  A n a c o n d a  P yt h o n di stri b uti o n), or h a s  w e b a c c e s s

s o t h at d e p e n d e n ci e s c a n b e a ut o m ati c all y r e s ol v e d. If  w or ki n g  wit h e n vir o n m e nt s, r e m e m b er

t o a cti v at e t h e t ar g et e n vir o n m e nt pri or t o i n st all ati o n a n d  w h e n r u n ni n g a n y s cri pt s or n ot e b o o k s

d e p e n di n g o n t hi s p a c k a g e.

F u n cti o n alit y pr o vi d e d i n t hi s p a c k a g e c a n b e a c c e s s e d i n t w o  w a y s.  Fir st, all cl a s s e s a n d

f u n cti o n s c a n b e c all e d fr o m  P yt h o n pr o vi di n g all f u n cti o n alit y d e v el o p e d i n t hi s p a c k a g e t o

b e a c c e s s e d fr o m a  P yt h o n- b a s e d  w or kfl o w; t hi s i s t h e  m o st fl e xi bl e u s e c a s e si n c e pl otti n g

a n d ot h er d at a a n al y si s t o ol s c a n b e fr e el y  mi x e d  wit h t h e d e v el o p e d s oft w ar e.  S e c o n d, t h e

pi p-i n st all ati o n of t hi s p a c k a g e t o t h e l o c al  P yt h o n di stri b uti o n g e n er a t e s s e v er al  G S LI B- st yl e

c o m m a n d-li n e ‘ h o o k s’ ( N ot e: t h e s e e x e c ut a bl e s ar e n ot p ort a bl e) t h at  wr a p t h e  m ai n f u n cti o n al-

it y of e a c h cl u st eri n g al g orit h m.  F oll o wi n g pi p-i n st all ati o n, t h e e x e c ut a bl e s ,

, , a n d ar e a v ail a bl e o n t h e p at h.  F or e x a m pl e, ‘ w hi c h a c cl u s’ i s s u e d t o t h e

b a s h s h ell s h o ul d p oi nt t o a n a c cl u s. e x e i n t h e dir e ct or y.

T h e p ar a m et er fil e s f or t h e pr o gr a m s c o nt ai n e d i n t hi s p a c k a g e ar e s h o w n b el o w a n d o ut-

li n e d i n  m or e d et ail i n t hi s s e cti o n.  D et ail e d u s a g e, b ot h t h e  G S LI B- st yl e e x e c ut a bl e a n d t h e
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A.  S oft w ar e

r e c o m m e n d e d  P yt h o n- o nl y  m et h o d, ar e pr o vi d e d a s a s et of J u p yt er n ot e b o o k s i n t h e e x a m-

pl e s f ol d er.  T h e s e e x a m pl e s ar e a ut o m ati c all y i n st all e d al o n g si d e t h e  m ai n p a c k a g e i n t h e

f ol d er.  T h e s e J u p yt er n ot e b o o k s al s o s er v e a s t h e d o c u m e nt ati o n

a n d t h e g ui d e t o u s a g e.  A si m pl e 2 D t e st d at a s et i s pr o vi d e d t o ill u str at e t h e f u n cti o n alit y e m-

b e d d e d i n t hi s p a c k a g e.  N ot e: t h e e x e c ut a bl e will l a u n c h a j u p yt er n ot e b o o k

i n t hi s f ol d er s o t h at e x a m pl e s c a n b e vi e w e d a n d utili z e d.

T h e fir st bl o c k i n t h e p ar a m et er fil e i s t h e bl o c k  w hi c h s p e cifi e s t h e fil e n a m e,

x, y, z c ol u m n s, t h e i n p ut v ari a bl e c ol u m n s, t h e o ut p ut fil e a n d  w h et h er or n ot t h e r e s ult s of

cl u st eri n g s h o ul d b e a p p e n d e d t o t h e o ut p ut fil e.  T h e s e li n e s ar e s elf e x pl a n at or y.  T h e bl o c k

d efi n e s t h e p ar a m et er s f or a ut o c orr el ati o n- b a s e d cl u st eri n g.  T h e n u m b er of n e ar e st n ei g h b or s

o n li n e 1 2 i s  w h at i s c o n si d er e d i n t h e s p ati al  w ei g hti n g,  m or e n ei g h b or s h a s  m or e i nfl u e n c e
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A.  S oft w ar e

fr o m di st a nt p oi nt s.  T h e s e ar c h i s a  K- n e ar e st n ei g h b or s s e ar c h.  T h e s e ar c h a ni s otr o p y d efi n e d

o n li n e s 1 3 a n d 1 4 s h o ul d b e c h o s e n t o a c c o u nt f or diff er e n c e s b et w e e n v er s u s al o n g drill h ol e s

(i n 3 D).  T h e cl u st eri n g  m et h o d o n li n e 1 5 i s a stri n g, o n e of ‘ k m e a n s’, ’ g m m’ or ’ hi er’, r efl e cti n g

t h e fi n al cl u st eri n g  m et h o d t h at  will b e u s e d o n t h e g e n er at e d a ut o c orr el ati o n d at a s et.  T h e

a ut o c orr el ati o n  m etri c i s o n e of 0, 1, 2 f or  N o n e,  m or a n s a n d g eti s, r e s p e ct i v el y. If ‘ N o n e’,

t h e pr o gr a m si m pl y p erf or m s t h e c h o s e n cl u st eri n g o n t h e  m ulti v ari at e d at a s et.  Fi n all y, li n e 1 7

s p e cifi e s t h e n u m b er of cl u st er s f or o ut p ut.
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A.  S oft w ar e

T h e a n d bl o c k s f or ar e si mil ar t o e x c e pt t h at  m ulti pl e a ut o c or-

r el ati o n  m etri c s c a n b e c h o s e n t o b e r a n d o ml y u s e d i n t h e e n s e m bl e.  T h e bl o c k s p e cifi e s

t h e s etti n g s of t h e e n s e m bl e of cl u st eri n g s.  T h e n u m b er of cl u st eri n g s i n th e e n s e m bl e i s c h o-

s e n u p fr o nt.  R a n d o mi z ati o n  wit h t h e r a n d o m s u b s p a c e i s c o ntr oll e d b y s p e cif yi n g a n u m b er

of s a m pl e s t o u s e a n d t h e  mi n a n d  m a x pr o p orti o n of s a m pl e s t o r e m o v e i n e a c h cl u st eri n g.

F urt h er m or e, it i s p o s si bl e t o c o ntr ol h o w  m u c h or littl e of a gi v e n cl u st er i s p er mi s si bl e i n a

cl u st eri n g, f or e x a m pl e, t o e n s ur e t h at cl u st er s ar e e q u all y si z e d or  m a y b e v er y diff er e nt i n si z e.

Fi n all y, t h e fi n al c o n s e n s u s  m et h o d d ef a ult s t o s p e ctr al cl u st eri n g f or effi ci e n c y r e a s o n s. If ‘ hi er’

i s c h o s e n, t h e n hi er ar c hi c al cl u st eri n g  wit h  W ar d s li n k a g e i s a p pli e d.

1 7 4



A.  S oft w ar e

T h e  D S cl u st er er h a s si mil ar i n p ut p ar a m et er s t o t h e ot h er t w o al g orit h m s. Of n ot e, i n t h e

s e cti o n t h e n u m b er of n ei g h b or s a n d n u m b er  m er g e d d uri n g t h e s p ati al s e ar c h ar e t h e t w o p a-

r a m et er s t h at h a v e t h e gr e at e st i m p a ct o n t h e s p ati al c o nti g uit y of t h e fi n al cl u st er s.  A ni s otr o p y

s h o ul d a g ai n b e c h o s e n t o e n s ur e t h at di s p arit y i n s a m pl e d e n sit y  wit h ori e nt ati o n i s a c c o u nt e d

f or.
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B.  C h a pt er 6  S u p p orti n g  Fi g ur e s

Pr o b a bilit y t o b e cl u st er 1 i n t h e p or p h yr y d at a s et.

Pr o b a bilit y t o b e cl u st er 2 i n t h e p or p h yr y d at a s et.
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B.  C h a pt er 6  S u p p orti n g  Fi g ur e s

Pr o b a bilit y t o b e cl u st er 1 i n t h e oil s a n d s d at a s et.

Pr o b a bilit y t o b e cl u st er 2 i n t h e oil s a n d s d at a s et.
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B.  C h a pt er 6  S u p p orti n g  Fi g ur e s

Pr o b a bilit y t o b e cl u st er 3 i n t h e oil s a n d s d at a s et.
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B.  C h a pt er 6  S u p p orti n g  Fi g ur e s

Cr o s s pl ot b et w e e n t h e  E-t y p e e sti m at e a n d t h e tr u e v al u e s f or fi n e s fr o m t h e oil s a n d s
d at a s et.
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B.  C h a pt er 6  S u p p orti n g  Fi g ur e s

Cr o s s pl ot b et w e e n t h e  E-t y p e e sti m at e a n d t h e tr u e v al u e s f or c hl ori d e s fr o m t h e oil s a n d s
d at a s et.
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B.  C h a pt er 6  S u p p orti n g  Fi g ur e s

A c c ur a c y pl ot s g e n er at e d fr o m t h e  K-f ol d v ali d ati o n a n al y si s f or fi n e s.
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B.  C h a pt er 6  S u p p orti n g  Fi g ur e s

A c c ur a c y pl ot s g e n er at e d fr o m t h e  K-f ol d v ali d ati o n a n al y si s f or c hl ori d e s.
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B.  C h a pt er 6  S u p p orti n g  Fi g ur e s

Hi st o gr a m r e pr o d u cti o n pl ot s f or fi n e s fr o m t h e oil s a n d s d at a s et.
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B.  C h a pt er 6  S u p p orti n g  Fi g ur e s

Hi st o gr a m r e pr o d u cti o n pl ot s f or c hl ori d e s fr o m t h e oil s a n d s d at a s et.
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B.  C h a pt er 6  S u p p orti n g  Fi g ur e s

V ari o gr a m r e pr o d u cti o n f or r e ali z ati o n s of fi n e s g e n er at e d b y e a c h  m et h o d.  H ori z o nt al
r e pr o d u cti o n s h o w n i n t h e t o p a n d v erti c al s h o w n b el o w f or e a c h s et of st ati o n ar y d o m ai n s ( a- g).
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B.  C h a pt er 6  S u p p orti n g  Fi g ur e s

V ari o gr a m r e pr o d u cti o n f or r e ali z ati o n s of c hl ori d e s g e n er at e d b y e a c h  m et h o d.  H ori z o nt al
r e pr o d u cti o n s h o w n i n t h e t o p a n d v erti c al s h o w n b el o w f or e a c h s et of st ati o n ar y d o m ai n s ( a- g).
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