
❖❜s❡r✈✐♥❣ ❛♥❞ ▼❛♥✐♣✉❧❛t✐♥❣ ❙✐♥❣❧❡ ❊❧❡❝tr♦♥s

❈♦♥✜♥❡❞ t♦ ❙✐❧✐❝♦♥ ❉❛♥❣❧✐♥❣ ❇♦♥❞ ❊♥s❡♠❜❧❡s

✇✐t❤ ◆♦♥✲❈♦♥t❛❝t ❆t♦♠✐❝ ❋♦r❝❡ ▼✐❝r♦s❝♦♣②

❜②

❲②❛tt ❱✐♥❡

❆ t❤❡s✐s s✉❜♠✐tt❡❞ ✐♥ ♣❛rt✐❛❧ ❢✉❧✜❧❧♠❡♥t ♦❢ t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❢♦r t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢

▼❛st❡r ♦❢ ❙❝✐❡♥❝❡

❉❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢ P❤②s✐❝s

❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❆❧❜❡rt❛

❝© ❲②❛tt ❱✐♥❡✱ ✷✵✶✽



❆❜str❛❝t

◆♦♥✲❝♦♥t❛❝t ❛t♦♠✐❝ ❢♦r❝❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ✭♥❝✲❆❋▼✮ ✐s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ✐♥❞✉❝✐♥❣ ❛♥❞ r❡s♦❧✈✐♥❣

s✐♥❣❧❡✲❡❧❡❝tr♦♥ ❝❤❛r❣❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦❢ s✉r❢❛❝❡ ❛❞s♦r❜❛t❡s✳ ❍❡r❡✱ t❤❡s❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡

❡①t❡♥❞❡❞ ❜② st✉❞②✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♦❢ ❞❛♥❣❧✐♥❣ ❜♦♥❞ ✭❉❇✮ ❡♥s❡♠❜❧❡s ♦♥

t❤❡ ❤②❞r♦❣❡♥✲t❡r♠✐♥❛t❡❞ s✐❧✐❝♦♥ s✉r❢❛❝❡✳ ♥❝✲❆❋▼ ✐s ✉s❡❞ t♦ ♠♦♥✐t♦r t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢

s✐♥❣❧❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❝♦♥✜♥❡❞ t♦ ❉❇ ❡♥s❡♠❜❧❡s t❤❛t ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞ ✈✐❛ s❝❛♥♥✐♥❣ t✉♥♥❡❧❧✐♥❣

♠✐❝r♦s❝♦♣② ❤②❞r♦❣❡♥ ❧✐t❤♦❣r❛♣❤②✳ ❊❧❡❝tr♦♥s ❛r❡ ❢♦✉♥❞ t♦ r❡♠❛✐♥ str♦♥❣❧② ❧♦❝❛❧✐③❡❞

t♦ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❉❇s✱ ❜✉t ♦❝❝❛s✐♦♥❛❧❧② s✇✐t❝❤ s✐t❡s✳ ❚❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡s❡

♠❡t❛✲st❛❜❧❡ ❝❤❛r❣❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✐s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡ ❝♦♥✜♥❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐❧✐❝♦♥ ❧❛tt✐❝❡✳ ❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❤❛r❣❡

s❡♥s✐♥❣ ♥❝✲❆❋▼ t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✜❡❧❞✲❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❞❡✲

✈✐❝❡s ✐s ❡①♣❧♦r❡❞✳ ❆t ③❡r♦ ❛♣♣❧✐❡❞ ❜✐❛s ✈♦❧t❛❣❡ ✐t ✐s ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧

❉❇s ❝❛♥ ❜❡ s❡❧❡❝t✐✈❡❧② ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡❞ ❜② ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤❡ t✐♣✬s ♣♦s✐t✐♦♥✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ t❤❡

❛❜✐❧✐t② t♦ ♣r❡♣❛r❡ s♣❡❝✐✜❝ ❝❤❛r❣❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♦❢ ❧❛r❣❡r ❉❇ ❡♥s❡♠❜❧❡s✳ ❚❤❡ ❛❜✐❧✐t②

t♦ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ st❛t❡ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❉❇s ✐s ❛ ❞✐r❡❝t r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ t✐♣

✐♥❞✉❝❡❞ ❜❛♥❞ ❜❡♥❞✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s t✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛t ③❡r♦ ❛♣♣❧✐❡❞ ❜✐❛s ✈♦❧t❛❣❡✿ t❤❡

❝♦♥t❛❝t ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✐♣ ❛♥❞ s❛♠♣❧❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❝❤❛r❣❡ ✐♥❞✉❝❡❞

✐♥ t❤❡ t✐♣✳ ❆t s♠❛❧❧ t✐♣✲s❛♠♣❧❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥s t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❝❤❛r❣❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❝❛♥ ❜❡❝♦♠❡

❞♦♠✐♥❛♥t✱ ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧❧② st❛❜✐❧✐③✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥ t❤❡ ❞❛♥❣❧✐♥❣ ❜♦♥❞s ❜❡♥❡❛t❤ t❤❡ t✐♣✳

❚❤❡ t✐♣✬s ✐♥✢✉❡♥❝❡ ✐s ❢✉rt❤❡r ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣ ❤♦✇ ✐t ❝❛♥ ❝❛✉s❡ ✉♥✐♥✲

t❡♥t✐♦♥❛❧ ❝❤❛♥❣❡s t♦ t❤❡ ❡♥s❡♠❜❧❡s✬ ❝❤❛r❣❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❜② ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r ❡✈✐❞❡♥❝❡

♦❢ ❛ ✬s✇❡❡t✲s♣♦t✱✬ ✇❤❡r❡ t❤❡ t✐♣ ✐♥t❡r❛❝ts ✇❡❛❦❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳ ■♥

❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ s✉❜✲s✉r❢❛❝❡ ❞❡❢❡❝ts ❛r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞

✇✐t❤ I(V ) s♣❡❝tr♦s❝♦♣②✳ ◆♦t❛❜❧②✱ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ r❡s✐st❛♥❝❡ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ♦♥ ❉❇s

♣❛tt❡r♥❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ♦✈❡r ❧♦✇✲❝♦♥❞✉❝t❛♥❝❡ ❞❡❢❡❝ts✱ s✉❣❣❡st✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❉❇ ❛♥❞ ❞❡❢❡❝t

♠❛② ❤②❜r✐❞✐③❡✳

✐✐



Pr❡❢❛❝❡
❋✐❣✉r❡s ✹✳✸ ❛♥❞ ✽✳✶ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ r❡❢❡r❡♥❝❡s ❬✶❪ ❛♥❞ ❬✷❪✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❈❤❛♣t❡r ✺✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✜❣✉r❡s ❛♥❞ t❡①t✱ ❤❛s ❜❡❡♥ s✉❜♠✐tt❡❞ ❢♦r ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐♥✲

❝❧✉❞❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥ t❤❡ ♣r❡♣r✐♥t s❡r✈❡r ❛r❳✐✈ ❬✸❪✳ ▼✳❘✳✱ ❲✳❱✳✱ ❏✳❘✳✱ ❑✳❲✳✱

❛♥❞ ❘✳❲✳ ❝♦♥❝❡✐✈❡❞ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ▼✳❘✳ ❛♥❞ ❚✳❉✳ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇✐t❤

✐♥♣✉t ❢r♦♠ ❚✳❍✳ ❛♥❞ ❲✳❱✳✳ ❲✳❱✳ ❛♥❛❧②③❡❞ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❲✳❱✳✱ ▼✳❘✳ ❛♥❞ ❚✳❉✳ ♣r❡♣❛r❡❞

t❤❡ ♠❛♥✉s❝r✐♣t✳ ▲✳▲✳ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✐♣ ❛♥❞ s✉r❢❛❝❡✳

❆❧❧ ❛✉t❤♦rs r❡✈✐❡✇❡❞ ❛♥❞ ❝♦♠♠❡♥t❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠❛♥✉s❝r✐♣t✳

❆❧❧ ♦t❤❡r ❝♦♥t❡♥t ✐s ♦r✐❣✐♥❛❧✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❈❤❛♣t❡rs ✻ ✲ ✽ ✇❡r❡

♣❡r❢♦r♠❡❞ ❥♦✐♥t❧② ✇✐t❤ ▼✳ ❘❛s❤✐❞✐ ❛♥❞ ❚✳ ❉✐❡♥❡❧✳

✐✐✐



❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡♠❡♥ts
▼② ❢❛♠✐❧② ❛♥❞ ❢r✐❡♥❞s ❤❛✈❡ r♦✉t✐♥❡❧② s✉♣♣♦rt❡❞ ♠❡✱ ❡♥❝♦✉r❛❣❡❞ ♠❡✱ ❢❡❞ ♠❡✱ ❛♥❞

♠❛❞❡ ♠❡ ❧❛✉❣❤✳ ■ ❛♠ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❣r❛t❡❢✉❧ ❢♦r ♠② ♣❛r❡♥ts ❋r❡❞ ❛♥❞ ❑❛r❡♥✳ ❖✈❡r t❤❡

♣❛st ❢❡✇ ②❡❛rs ■ ❤❛✈❡ ❡♥❥♦②❡❞ ❝♦♠✐♥❣ t♦ ❦♥♦✇ t❤❡♠ ♥♦t ♦♥❧② ❛s ♠② ♣❛r❡♥ts ❜✉t ❛s

❢r✐❡♥❞s ❛♥❞ ♠❡♥t♦rs✳

■ ❛♠ ✐♥❞❡❜t❡❞ t♦ ♠② ❢♦r♠❡r s✉♣❡r✈✐s♦rs ❚✐t♦ ❙❝❛✐❛♥♦✱ ❙✐♠♦♥ ❚r✉❞❡❧✱ ❛♥❞ ❇❡❧✐♥❞❛

❍❡②♥❡✱ ✇✐t❤♦✉t ✇❤♦♠ ■ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❤❛✈❡ ♠❛❞❡ ✐t t♦ ❣r❛❞ s❝❤♦♦❧✳ ■ ❛❧s♦ s✐♥❝❡r❡❧②

❛♣♣r❡❝✐❛t❡ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♦❢ ♠② ❝♦♠♠✐tt❡❡ ♠❡♠❜❡rs✿ ❉r✳ ❏♦❤♥ ❇❡❛♠✐s❤✱

❉r✳ ❋r❛♥❦ ❍❡❣♠❛♥♥✱ ❛♥❞ ❉r✳ ▼✐❝❤❛❡❧ ❲♦♦❞s✐❞❡✳

■ ❢❡❡❧ ✈❡r② ❢♦rt✉♥❛t❡ t♦ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❛rt ♦❢ ❛ ❣r❡❛t ❧❛❜ ❣r♦✉♣✳ ■ ♦✇❡ ❛ ❣r❡❛t ❞❡❛❧

t♦ ▼❛rt✐♥ ❛♥❞ ▼❛r❦ ✇❤♦ ❤❛✈❡ ❤❡❧♣❡❞ ♠❡ tr♦✉❜❧❡s❤♦♦t ❛♥❞ ✜① ✐♥♥✉♠❡r❛❜❧❡ t❤✐♥❣s✱

❛❧✇❛②s ✇✐t❤ ❛ s♠✐❧❡✳ ■ ❡♥❥♦②❡❞ ♠❛♥② ❧❛✉❣❤s ❛♥❞ s✉❝❝❡ss❡s ✇✐t❤ ♠② ❢❡❧❧♦✇ ❣r❛❞ st✉❞❡♥ts

❏♦❤♥✱ ❊r✐❦❛✱ ❘♦s❤❛♥✱ ❚❛❧❡❛♥❛✱ ❛♥❞ ❏❡r❡♠②✳ ■ ❛♠ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❣r❛t❡❢✉❧ t♦ ▼♦❡ ❘❛s❤✐❞✐

❛♥❞ ❚❤♦♠❛s ❉✐❡♥❡❧ ✇❤♦ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❣❡♥❡r♦✉s ✇✐t❤ t❤❡✐r t✐♠❡ ❛♥❞ ❢r✐❡♥❞s❤✐♣s✳

❆♥❞ ✜♥❛❧❧② ■ ❡①♣r❡ss ♠② s✐♥❝❡r❡st ❣r❛t✐t✉❞❡ t♦ ♠② s✉♣❡r✈✐s♦r ❘♦❜❡rt ❲♦❧❦♦✇✳

❆♠♦♥❣ ❤✐s ♠❛♥② ❣r❡❛t q✉❛❧✐t✐❡s ■ ✇♦✉❧❞ ❜❡ r❡♠✐ss ♥♦t t♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤t ❤✐s ❣❡♥❡r♦s✐t② ❛♥❞

s❡♥s❡ ♦❢ ❤✉♠♦✉r✱ ❜✉t ✇❤❛t ■ ❛❞♠✐r❡ ♠♦st ❛❜♦✉t ❇♦❜ ✐s t❤❡ ♣r♦❢♦✉♥❞ ❥♦② ❤❡ t❛❦❡s

❢r♦♠ ❧❡❛r♥✐♥❣✳ ❇♦❜ r♦✉t✐♥❡❧② r❡♠✐♥❞s ❤✐s st✉❞❡♥ts t❤❛t t❤❡② s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❤❛✈✐♥❣ ❢✉♥

❛♥❞ ❛❧✇❛②s ❧❡❛❞s ❜② ❡①❛♠♣❧❡✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ ❛ tr✉❡ ♣r✐✈✐❧❡❣❡ t♦ ✇♦r❦ ✇✐t❤ ❤✐♠✳

✐✈



❈♦♥t❡♥ts

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✶

✷ ❚❤❡ P❤②s✐❝s ♦❢ ❙❝❛♥♥✐♥❣ ❚✉♥♥❡❧❧✐♥❣ ▼✐❝r♦s❝♦♣② ❛♥❞ ❆t♦♠✐❝ ❋♦r❝❡

▼✐❝r♦s❝♦♣② ✹

✷✳✶ ❙❝❛♥♥✐♥❣ ❚✉♥♥❡❧❧✐♥❣ ▼✐❝r♦s❝♦♣② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹

✷✳✶✳✶ ❇❛r❞❡❡♥✬s ❚✉♥♥❡❧❧✐♥❣ ❚❤❡♦r② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻

✷✳✶✳✷ ▼♦❞❡s ♦❢ ❖♣❡r❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷

✷✳✷ ◆♦♥✲❈♦♥t❛❝t ❆t♦♠✐❝ ❋♦r❝❡ ▼✐❝r♦s❝♦♣② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹

✷✳✷✳✶ ❯♥❞❡r❧②✐♥❣ Pr✐♥❝✐♣❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹

✷✳✷✳✷ ■♥t❡r♣r❡t✐♥❣ ∆f ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻

✷✳✷✳✸ ❑❡❧✈✐♥ Pr♦❜❡ ❋♦r❝❡ ▼✐❝r♦s❝♦♣② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽

✸ ❊ss❡♥t✐❛❧ ❈♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ❛ ▲♦✇✲❚❡♠♣ ❯❍❱ ❙❝❛♥♥✐♥❣ Pr♦❜❡ ▼✐❝r♦✲

s❝♦♣❡ ✷✵

✸✳✶ ◆❛♥♦t✐♣s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵

✸✳✷ P✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ▼♦t♦rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸

✸✳✸ ❯❧tr❛❤✐❣❤ ❱❛❝✉✉♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹

✸✳✹ ❱✐❜r❛t✐♦♥ ■s♦❧❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺

✸✳✺ ▲♦✇ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✻

✸✳✻ ❈♦♥tr♦❧ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝s ❛♥❞ ❙✐❣♥❛❧ ❆❝q✉✐s✐t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✻

✹ ❚❤❡ ❙✐❧✐❝♦♥ ❙✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ ❉❛♥❣❧✐♥❣ ❇♦♥❞s ✷✽

✹✳✶ ❙✉r❢❛❝❡ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽

✹✳✷ ❉♦♥♦rs ❛♥❞ ❙✉r❢❛❝❡ ❙t❛t❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾

✹✳✸ ❇❛♥❞ ❇❡♥❞✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✶

✹✳✹ ❉❛♥❣❧✐♥❣ ❇♦♥❞s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✷

✹✳✹✳✶ ❉❡✜♥✐♥❣ ❈❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸

✹✳✹✳✷ P❛tt❡r♥✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹

✹✳✹✳✸ ■♠❛❣✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✻

✹✳✹✳✹ ❚r❛♥s♣♦rt ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✽
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✺ ❈♦♥tr♦❧❧✐♥❣ ■♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❊❧❡❝tr♦♥s ✇✐t❤ ◆♦♥✲❈♦♥t❛❝t ❆t♦♠✐❝ ❋♦r❝❡

▼✐❝r♦s❝♦♣② ✹✷

✺✳✶ ▼❡t❤♦❞s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✾

✺✳✷ ❙✉♣♣♦rt✐♥❣ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✵

✻ ❈♦rr❡❧❛t❡❞ ❙✇✐t❝❤✐♥❣ ❛♥❞ ❈❤❛r❣❡ ❙t❛t❡ ▲✐❢❡t✐♠❡ ✺✾

✻✳✶ ❈♦rr❡❧❛t❡❞ ❙✇✐t❝❤✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✾
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✼ ❚❤❡ ❙✇✐t❝❤✐♥❣ ▼❡❝❤❛♥✐s♠ ✻✹

✼✳✶ ❈❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ t❤❡ ❚✐♣✬s ■♥✢✉❡♥❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✺

✼✳✶✳✶ ❉❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ❖♥s❡t ♦❢ t❤❡ ❲r✐t❡ ❘❡❣✐♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✺
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✼✳✶✳✸ ❚❤❡ ❚✐♣✬s ❊✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❙✇✐t❝❤✐♥❣ ❘❛t❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✵

✼✳✶✳✹ ◆♦✐s❡ ❈❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✶

✼✳✷ ◆❡①t ❙t❡♣s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✸

✽ ❈❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❇❆❙✐▲ ●❛t❡ ✼✺

✾ ❈❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❙✉❜s✉r❢❛❝❡ ❉❡❢❡❝ts ✽✵

✶✵ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ❖✉t❧♦♦❦ ✽✼

❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤② ✽✾

✈✐



▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s

❋✐❣✳ ✷✳✶ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ♦❢ ❛♥ ❙❚▼✳

❋✐❣✳ ✷✳✷ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ♦❢ ❛♥ ❆❋▼✳

❋✐❣✳ ✸✳✶ ❆ ❝✉st♦♠✐③❡❞ ❖♠✐❝r♦♥ ▲❚ ❙❚▼✲❆❋▼✳

❋✐❣✳ ✸✳✷ ❆ t✉♥❣st❡♥ ♥❛♥♦t✐♣✳

❋✐❣✳ ✸✳✸ ❚❤❡ st❛❣❡ ♦❢ ❛♥ ❖♠✐❝r♦♥ ❙❚▼✶✱ ❛ r♦♦♠✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ s❝❛♥♥✐♥❣ t✉♥✲

♥❡❧❧✐♥❣ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡✳

❋✐❣✳ ✹✳✶ ❚❤❡ ❍✲❙✐✭100✮✲✭2× 1✮ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳

❋✐❣✳ ✹✳✷ ❙❚▼ ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ❙✐✭111✮✲✭7× 7✮ ❛♥❞ ❍✲❙✐✭100✮✲✭2✮ s✉r❢❛❝❡s✳

❋✐❣✳ ✹✳✸ ◆♦r♠❛❧✐③❡❞ ❝❤❛r❣❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❛ ❉❇✳

❋✐❣✳ ✹✳✹ ❙❚▼ ❛♥❞ ❆❋▼ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ❛ ❉❇ ❛♥❞ ❛ ❉❇ ❡♥s❡♠❜❧❡✳

❋✐❣✳ ✹✳✺ ❇❛♥❞ ❞✐❛❣r❛♠s ❢♦r ❛ s✐❧✐❝♦♥ ❉❇ ❛♥❞ ❛ ♠❡t❛❧❧✐❝ t✐♣✳

❋✐❣✳ ✺✳✶ ❋❧✉❝t✉❛t✐♥❣ ❝❤❛r❣❡ st❛t❡s ♦❢ t✇♦ ❝❧♦s❡❧②✲s♣❛❝❡❞ ❞❛♥❣❧✐♥❣ ❜♦♥❞s✳

❋✐❣✳ ✺✳✷ ❈❤❛r❣❡ st❛t❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ s②♠♠❡tr✐❝ s✐① ❞❛♥❣❧✐♥❣ ❜♦♥❞ str✉❝t✉r❡ ❛t

❞✐✛❡r❡♥t t✐♣ ❤❡✐❣❤ts✳

❋✐❣✳ ✺✳✸ ❈♦♥tr♦❧❧❡❞ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❤❛r❣❡ st❛t❡s ✐♥ s②♠♠❡tr✐❝ ❛♥❞ ❛s②♠♠❡tr✐❝

❞❛♥❣❧✐♥❣ ❜♦♥❞ str✉❝t✉r❡s✳

❋✐❣✳ ✺✳✹ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❛t❛ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ r♦✉t✐♥❡✳

❋✐❣✳ ✺✳✺ P♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ❞✐❛❣r❛♠ ❢♦r ❛♥ ✐s♦❧❛t❡❞ ❞❛♥❣❧✐♥❣ ❜♦♥❞ ❛t ③❡r♦ ❜✐❛s ❛♥❞

✇✐t❤ ❛ s♠❛❧❧ t✐♣✲s❛♠♣❧❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥✳

❋✐❣✳ ✺✳✻ ❉✐❣✐t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❧✐♥❡ s❝❛♥s ♦❢ ❛♥ ❛s②♠♠❡tr✐❝ str✉❝t✉r❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ✜✈❡

❞❛♥❣❧✐♥❣ ❜♦♥❞s✳

❋✐❣✳ ✺✳✼ ❍✐st♦❣r❛♠s ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ∆f ♠❡❛s✉r❡❞ ♦✈❡r ❡❛❝❤ s✐t❡ ✐♥ ❛ s②♠✲

♠❡tr✐❝ s✐① ❞❛♥❣❧✐♥❣ ❜♦♥❞ str✉❝t✉r❡ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t t✐♣ ❤❡✐❣❤ts✳

❋✐❣✳ ✺✳✽ ❚❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛❞❞✐♥❣ ❛♥ ✐s♦❧❛t❡❞ ❞❛♥❣❧✐♥❣ ❜♦♥❞ ♦♥ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥

♦❢ ❞❛♥❣❧✐♥❣ ❜♦♥❞ ♣❛✐rs✳

❋✐❣✳ ✻✳✶ ❈❤❛r❣❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ✐♥ ❛♥ ❛s②♠♠❡tr✐❝ s✐① ❉❇ str✉❝t✉r❡✳

❋✐❣✳ ✼✳✶ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t✐♣ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦♥ t❤❡ ♦♥s❡t ♦❢ t❤❡ ✇r✐t❡ r❡❣✐♠❡✳

✈✐✐



❋✐❣✳ ✼✳✷ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t✐♣✲♦✛s❡t ♦♥ t❤❡ t✐♠❡✲❛✈❡r❛❣❡❞ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ t✇♦✲❉❇

str✉❝t✉r❡✳

❋✐❣✳ ✼✳✸ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t✐♣✲♦✛s❡t ♦♥ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝❤❛r❣❡ ✐♥

❛ t✇♦✲❉❇ str✉❝t✉r❡✳

❋✐❣✳ ✼✳✹ ❈❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ∆f ❛♥❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♥♦✐s❡✳

❋✐❣✳ ✽✳✶ ❇❆❙✐▲ ❇✐♥❛r② ❲✐r❡✳

❋✐❣✳ ✽✳✷ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❧✐♥❡s❝❛♥ ♠❛♣s t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❛ ❇❆❙✐▲ ❣❛t❡✳

❋✐❣✳ ✾✳✶ ❈❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❛r❦ ❛♥❞ ❜r✐❣❤t s✉❜s✉r❢❛❝❡ ❞❡❢❡❝ts✳

❋✐❣✳ ✾✳✷ ◆❡❣❛t✐✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ r❡s✐st❛♥❝❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♦✈❡r ❛ ❉❇ ♣❛tt❡r♥❡❞ ❝❧♦s❡ t♦

❛ ❞❛r❦ ❞♦♣❛♥t✳

✈✐✐✐



❆❜❜r❡✈✐❛t✐♦♥s

❆❉❈ ❆♥❛❧♦❣ t♦ ❞✐❣✐t❛❧ ❝♦♥✈❡rt❡r

❇❆❙✐▲ ❇✐♥❛r② ❛t♦♠✐❝ s✐❧✐❝♦♥ ❧♦❣✐❝

❈P❉ ❈♦♥t❛❝t ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡

❈❇ ❈♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❜❛♥❞

❉❆❈ ❉✐❣✐t❛❧ t♦ ❛♥❛❧♦❣ ❝♦♥✈❡rt❡r

❉❇ ❉❛♥❣❧✐♥❣ ❜♦♥❞

❉❋❚ ❉❡♥s✐t② ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❚❤❡♦r②

❉❖❙ ❉❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s

❋P●❆ ❋✐❡❧❞ ♣r♦❣r❛♠♠❛❜❧❡ ❣❛t❡ ❛rr❛②

❍❖▼❖ ❍✐❣❤❡st ♦❝❝✉♣✐❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♦r❜✐t❛❧

❑P❋▼ ❑❡❧✈✐♥ ♣r♦❜❡ ❢♦r❝❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣②

▲❉❖❙ ▲♦❝❛❧ ❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s

▲❯▼❖ ▲♦✇❡st ✉♥♦❝❝✉♣✐❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♦r❜✐t❛❧

♥❝✲❆❋▼ ◆♦♥✲❝♦♥t❛❝t ❛t♦♠✐❝ ❢♦r❝❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡

◗❈❆ ◗✉❛♥t✉♠ ❝❡❧❧✉❧❛r ❛✉t♦♠❛t❛

❙P▼ ❙❝❛♥♥✐♥❣ ♣r♦❜❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡

❙❚▼ ❙❝❛♥♥✐♥❣ t✉♥♥❡❧❧✐♥❣ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡

❙❚❙ ❙❝❛♥♥✐♥❣ t✉♥♥❡❧❧✐♥❣ s♣❡❝tr♦s❝♦♣②

❚■❇❇ ❚✐♣ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜❛♥❞ ❜❡♥❞✐♥❣

❚❘✲❙❚❙ ❚✐♠❡✲r❡s♦❧✈❡❞ s❝❛♥♥✐♥❣ t✉♥♥❡❧❧✐♥❣ s♣❡❝tr♦s❝♦♣②

❚❙P ❚✐t❛♥✐✉♠ s✉❜❧✐♠❛t✐♦♥ ♣✉♠♣

❯❍❱ ❯❧tr❛❤✐❣❤ ✈❛❝✉✉♠

❱❇ ❱❛❧❡♥❝❡ ❜❛♥❞

✐①



❙②♠❜♦❧s

A ❆♠♣❧✐t✉❞❡

B ❇❛♥❞✇✐❞t❤

ǫF ❋❡r♠✐ ❧❡✈❡❧

Evac ❱❛❝✉✉♠ ❧❡✈❡❧

f0 ❘❡s♦♥❛♥t ❢r❡q✉❡♥❝②

φ ❲♦r❦ ❢✉♥❝t✐♦♥

∆f ❋r❡q✉❡♥❝② s❤✐❢t

Q ◗✉❛❧✐t② ❢❛❝t♦r

k ❙♣r✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t

kB ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❝♦♥st❛♥t

T ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡

VRMS ❘♦♦t ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ✈♦❧t❛❣❡

IT ❚✉♥♥❡❧❧✐♥❣ ❝✉rr❡♥t

ρ ❉❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s

M ▼❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥t

Ĥ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥

~ ❘❡❞✉❝❡❞ P❧❛♥❝❦✬s ❝♦♥st❛♥t

ψ ❲❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥

z ❚✐♣ ❤❡✐❣❤t ♦r t✐♣ ♦✛s❡t

Γ ❘❛t❡

①



✶ ⑤ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❙❝❛♥♥✐♥❣ ♣r♦❜❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡s ✭❙P▼✮ ❛r❡ ♥♦✇ ✐♥❞❡s♣❡♥s❛❜❧❡ t♦♦❧s ✐♥ ♥❛♥♦s❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞

♣❤②s✐❝s r❡s❡❛r❝❤ ♣r♦❣r❛♠s✳ ❲✐t❤ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❛♥♥✐♥❣ t✉♥♥❡❧❧✐♥❣ ♠✐❝r♦✲

s❝♦♣❡ ✭❙❚▼✮ ✐♥ ✶✾✽✷ ❬✹❪✱ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡rs ✇❡r❡ ❣r❛♥t❡❞ ✉♥♣r❡❝❡❞❡♥t❡❞ ❛❜✐❧✐t② t♦ st✉❞②

s✐♥❣❧❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛♥❞ ❛t♦♠s ✐♥ r❡❛❧ s♣❛❝❡✳ ❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ✐ts ♣♦t❡♥t✐❛❧✱ t❤❡ ✐♥✈❡♥t♦rs

♦❢ ❙❚▼✱ ❇✐♥♥✐❣ ❛♥❞ ❘♦❤r❡r✱ q✉✐❝❦❧② ❞✐s♣❡♥s❡❞ ❛ ❧♦♥❣✲st❛♥❞✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❜② ❞✐r❡❝t❧②

r❡s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❙✐✭✶✶✶✮ s✉r❢❛❝❡ ❬✺❪✳ ■♥ t❤❡ ②❡❛rs s✐♥❝❡✱ ❙❚▼ ❤❛s

❝♦♥t✐♥✉❡❞ t♦ ♠❛❦❡ ❛♥ ✐♠♣❛❝t ❛❝r♦ss ❞✐✈❡rs❡ r❡s❡❛r❝❤ ❛r❡❛s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝✲

t♦rs ❬✻✱ ✼❪✱ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s ❬✽✱ ✾❪✱ ❛♥❞ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❬✶✵❪ ❛♥❞ ❛t♦♠✐❝ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s ❬✶✶❪✳

■♥ ✶✾✾✵ ❙❝❤✇❡✐③❡r ❛♥❞ ❊✐❣❧❡r ♠❛❞❡ ❛ ❧❛♥❞♠❛r❦ ❛❞✈❛♥❝❡ ✇❤❡♥ t❤❡② ❞❡♠♦♥str❛t❡❞

t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞✐r❡❝t❧② ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❛t♦♠s

❛♥❞ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❬✶✷❪✳ ❚❤✐s ♠❛❞❡ ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✉s❡ ❙P▼ t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦

❞✐r❡❝t❧② ❡♥❣✐♥❡❡r ❛t♦♠✐❝ ❞❡✈✐❝❡s ❬✶✸✱✶✹❪ ❛♥❞ st✉❞② t❛✐❧♦r❡❞ ♣❤②s✐❝❛❧ s②st❡♠s ❬✶✺✱✶✻❪✳

❖♥❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ❙❚▼ ✐s t❤❛t ✐t r❡q✉✐r❡s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❝♦♥❞✉❝t✐✈❡ s✉❜✲

str❛t❡s✱ s♦ t❤❛t ❛ t✉♥♥❡❧❧✐♥❣ ❝✉rr❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞✳ ❚♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s ❝❤❛❧❧❡♥❣❡✱

❇✐♥♥✐❣ ✐♥✈❡♥t❡❞ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ❢♦r❝❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ✭❆❋▼✮ ✐♥ ✶✾✽✻ ❬✶✼❪✳ ❘❛t❤❡r t❤❛♥ ✉s❡

❛ t✉♥♥❡❧❧✐♥❣ ❝✉rr❡♥t t♦ ♣r❡❝✐s❡❧② ♠❛♣ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✱ ❆❋▼ r❡❧✐❡s ✉♣♦♥ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ✐♥✲

t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r♦❜❡ ❛♥❞ s✉r❢❛❝❡✳ ❈♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣❧②✱ ❆❋▼ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦

st✉❞② ♠❡t❛❧s✱ s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦rs✱ ❛♥❞ ✐♥s✉❧❛t♦rs✳ ❖❢ t❤❡ s❡✈❡r❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ ❆❋▼✱ ♥♦♥✲

❝♦♥t❛❝t ❆❋▼ ✭♥❝✲❆❋▼✮ ❤❛s ❡♠❡r❣❡❞ ❛s t❤❡ ♣r❡❢❡rr❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ❢♦r ♣r❡❝✐s❡ ❛t♦♠✐❝ s❝❛❧❡

♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❬✶✽❪✳

■t ❤❛s ❧♦♥❣ ❜❡❡♥ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ t❤❛t ❆❋▼ ✐s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ r❡s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❢♦r❝❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞

✇✐t❤ s✐♥❣❧❡ ❡❧❡❝tr♦♥ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❬✶✾❪✳ ❚❤✐s ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①♣❧♦✐t❡❞ t♦ ❣r❡❛t ❡✛❡❝t✱ ❢♦r

❡①❛♠♣❧❡✱ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❡ t♦ st✉❞② t❤❡ tr❛♥s♣♦rt ♦❢ ❛ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❡❧❡❝tr♦♥

❣❛s t❤r♦✉❣❤ ❛ ♣♦✐♥t ❝♦♥t❛❝t ❬✷✵❪✱ ♠❛♣♣✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ ❛ s❛♠♣❧❡ ❜②

♠♦♥✐t♦r✐♥❣ t❤❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ t✐♣✲✐♥❞✉❝❡❞ q✉❛♥t✉♠ ❞♦t ❬✷✶❪✱ ❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ t❤❡

❈♦✉❧♦♠❜ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♦❢ ❛ q✉❛♥t✉♠ ❞♦t ❬✷✷❪✳

■♥ ✷✵✵✹ ❘❡♣♣ ❡t ❛❧✳ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❡ ✜rst ❝♦♥tr♦❧❧❛❜❧❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣❡

st❛t❡ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❛❞❛t♦♠s ✉s✐♥❣ ✈♦❧t❛❣❡ ♣✉❧s❡s ❛♣♣❧✐❡❞ ✈✐❛ ❙❚▼ ❬✷✸❪✳ ❚❤❡ ❞✐st✐♥✲

❣✉✐s❤✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❛s t❤❛t✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❣♦❧❞ ❛❞❛t♦♠s ✇❡r❡ s✉♣♣♦rt❡❞ ❜②

✶



❛ t❤✐♥ ✜❧♠ ♦❢ ◆❛❈❧✱ ❜♦t❤ t❤❡ ♥❡✉tr❛❧ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ❝❤❛r❣❡❞ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❛❞❛t♦♠s

r❡♠❛✐♥❡❞ st❛❜❧❡✳ ❯♣♦♥ ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛❞❛t♦♠✱ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠

♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ◆❛❈❧ ❛t♦♠s s✉♣♣♦rt✐♥❣ t❤❡ ❛❞❛t♦♠ s❤✐❢t❡❞ ❛s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ ❈♦✉❧♦♠❜✐❝

✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s❀ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ❝❤❛r❣❡❞ ❛❞❛t♦♠ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡❧② ❝❤❛r❣❡❞ s♦❞✐✉♠

❛t♦♠s ✇❡r❡ ❞r❛✇♥ t♦✇❛r❞s t❤❡ ❛❞❛t♦♠✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ❝❤❛r❣❡❞ ❝❤❧♦r✐♥❡ ❛t♦♠s

s❤✐❢t❡❞ ❛✇❛② ❬✷✸❪✳ ❘❡❝❡♥t❧②✱ ❙P▼ ✇❛s ✉s❡❞ t♦ ❞✐r❡❝t❧② ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❡♥❡r❣✐❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞

✇✐t❤ t❤❡ r❡♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆❛❈❧ ❧❛tt✐❝❡ ✉♣♦♥ t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♦❢ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ❬✷✹❪✳

■♥ ✷✵✵✾ ●r♦ss ❡t ❛❧✳ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❛t ♥❝✲❆❋▼ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞✐r❡❝t❧② ❞✐s✲

t✐♥❣✉✐s❤ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ st❛t❡ ♦❢ ❣♦❧❞ ❛♥❞ s✐❧✈❡r ❛❞❛t♦♠s ❬✷✺❪✳ ❚❤❡ ❛❞✈❛♥❝❡ ❤❡r❡ ✇❛s

t❤❛t✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❝❤❛r❣❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✈✐❛ ❆❋▼✱ ❛ ♥❡t

t✉♥♥❡❧❧✐♥❣ ❝✉rr❡♥t ✇❛s ♥♦ ❧♦♥❣❡r r❡q✉✐r❡❞ ❛s ✇✐t❤ ❙❚▼✳ ❚♦ ❞❛t❡✱ ❆❋▼ ❝❤❛r❣❡ ♠❛✲

♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts s✐♠✐❧❛r t♦ ❘❡♣♣ ❡t ❛❧✳ ❛♥❞ ●r♦ss ❡t ❛❧✳ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞

♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t❧② ♦♥ r❛♥❞♦♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛❞s♦r❜❛t❡s✱ ✇✐t❤ ❝❤❛r❣❡ ❜❡✐♥❣ tr❛♥s❢❡rr❡❞ t♦

♦r ❢r♦♠ t❤❡ ❛❞s♦r❜❛t❡s ✈✐❛ t❤❡ ♣r♦❜❡ ♦r ❜✉❧❦✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢

✐♥t❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r ❝❤❛r❣❡ tr❛♥s♣♦rt ✇♦✉❧❞ ❛✐❞ t❤❡ st✉❞② ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❛♥❞ ❛t♦♠✐❝ ❞❡✈✐❝❡s✳

❘❡❝❡♥t❧②✱ ❙t❡✉r❡r ❡t ❛❧✳ ❜❡❣❛♥ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❜② ❞❡♠♦♥str❛t✐♥❣ t❤❛t

♥❝✲❆❋▼ ❝❤❛r❣❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ✉s❡❞ t♦ ✐♥❞✉❝❡ ❛♥❞ ♠♦♥✐t♦r

t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦❢ s✐♥❣❧❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❝❧♦s❡❧②✲s♣❛❝❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❬✷✻❪✳

❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✇♦r❦ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s ♠❛✐♥❧② ❢♦❝✉ss❡❞ ♦♥ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♥❝✲❆❋▼ t♦ ♦❜s❡r✈❡

❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ s✐♥❣❧❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❝♦♥✜♥❡❞ t♦ ❛t♦♠✐❝❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ s✉r❢❛❝❡ str✉❝t✉r❡s✳ ❙✐♥❣❧❡

❡❧❡❝tr♦♥s ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t♦ ❧♦❝❛❧✐③❡ t♦ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❛t♦♠s ✇✐t❤✐♥ ❧❛r❣❡r str✉❝t✉r❡s ❛s ❛

r❡s✉❧t ♦❢ ❧❛tt✐❝❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥✱ ❜✉t s✇✐t❝❤ s✐t❡s ♦♥ t❤❡ t✐♠❡s❝❛❧❡ ♦❢ s❡❝♦♥❞s✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st

t♦ t❤❡ ✇♦r❦s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡s❡ ♥❛♥♦str✉❝t✉r❡s ✇❡r❡ ❡♥❣✐♥❡❡r❡❞ ❢r♦♠ s✐❧✐❝♦♥

❞❛♥❣❧✐♥❣ ❜♦♥❞s ♦♥ t❤❡ ❤②❞r♦❣❡♥✲t❡r♠✐♥❛t❡❞ s✐❧✐❝♦♥ s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❜❡❤✐♥❞

t❤✐s ♠❛t❡r✐❛❧ s②st❡♠ ✐s t❤❛t ❞❛♥❣❧✐♥❣ ❜♦♥❞s ❛r❡ ♠✐❞❣❛♣ st❛t❡s ❬✷✼❪✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛✈♦✐❞

t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ♦❢ t❤✐♥ ✐♥s✉❧❛t✐♥❣ ✜❧♠s t♦ ❧♦❝❛❧✐③❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱

r❡❝❡♥t ❛❞✈❛♥❝❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ♣❛tt❡r♥✐♥❣ ♦❢ ❞❛♥❣❧✐♥❣ ❜♦♥❞s ❬✷✽✕✸✵❪ ♠❛❦❡ ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦

❞❡s✐❣♥ ❝♦♠♣❧❡① ❡rr♦r✲❢r❡❡ str✉❝t✉r❡s ✈✐❛ ❙P▼✳

❚❤❡ t❤❡s✐s ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷ ✇❡ ✇✐❧❧ r❡✈✐❡✇ t❤❡ ♣❤②s✐❝s ✉♥✲

❞❡r❧②✐♥❣ ❙❚▼ ❛♥❞ ❆❋▼✳ ■♥ ❈❤❛♣t❡r ✸ t❤❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ♦✉r ❙❚▼✴❆❋▼

❛r❡ r❡✈✐❡✇❡❞✳ ■♥ ❈❤❛♣t❡r ✹ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss t❤❡ s✐❧✐❝♦♥ ✭✶✵✵✮ s✉r❢❛❝❡✱ ✇✐t❤ ❛♥ ❡♠✲

♣❤❛s✐s ♦♥ t❤❡ ♣❤②s✐❝s ♦❢ ❞❛♥❣❧✐♥❣ ❜♦♥❞s✳ ❈❤❛♣t❡r ✺ ✐s ❛ ❢♦rt❤❝♦♠✐♥❣ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ✇❡

✷



❤❛✈❡ s✉❜♠✐tt❡❞ ♦♥ t❤❡ t♦♣✐❝ ♦❢ ❝❤❛r❣❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ ❞❛♥❣❧✐♥❣ ❜♦♥❞ str✉❝t✉r❡s✱

❛♥❞ ❈❤❛♣t❡rs ✻ ❛♥❞ ✼ ❝♦♥t❛✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❛♥❞ ❢♦❧❧♦✇✲✉♣ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ■♥

❈❤❛♣t❡r ✽ ■ ♠♦t✐✈❛t❡ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❆❋▼ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢

t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧❧② r❡❧❡✈❛♥t ♥❛♥♦str✉❝t✉r❡s✱ ❜② st✉❞②✐♥❣ ❛ ❇✐♥❛r② ❆t♦♠✐❝ ❙✐❧✐❝♦♥ ▲♦❣✐❝

✭❇❆❙✐▲✮ ❣❛t❡✳ ❈❤❛♣t❡r ✾ ❝♦♥t❛✐♥s ✇♦r❦ ♦♥ ❛ s✐❞❡✲♣r♦❥❡❝t ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ st✉❞②✐♥❣ s✉❜✲

s✉r❢❛❝❡ ❞♦♣❛♥ts ✈✐❛ ❙❚▼✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❈❤❛♣t❡r ✶✵ ✐s ❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ♦✉t❧♦♦❦✳

✸



✷ ⑤ ❚❤❡ P❤②s✐❝s ♦❢ ❙❝❛♥♥✐♥❣ ❚✉♥♥❡❧❧✐♥❣ ▼✐❝r♦s❝♦♣②

❛♥❞ ❆t♦♠✐❝ ❋♦r❝❡ ▼✐❝r♦s❝♦♣②

✷✳✶ ⑤ ❙❝❛♥♥✐♥❣ ❚✉♥♥❡❧❧✐♥❣ ▼✐❝r♦s❝♦♣②

■♥ ❙❚▼ t❤❡ t✐♣ ❛♥❞ s❛♠♣❧❡ ❝❛♥ ❜♦t❤ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ r❡s❡r✈♦✐rs ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ❝♦♥♥❡❝t❡❞

✐♥ ❛ ❝✐r❝✉✐t ✭❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✮✳ ❈❧❛ss✐❝❛❧❧②✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❢♦r ❝✉rr❡♥t t♦ ✢♦✇ ❜❡✲

t✇❡❡♥ t❤❡ r❡s❡r✈♦✐rs ✇❤✐❧❡ t❤❡ t✐♣ ❛♥❞ s❛♠♣❧❡ ❛r❡ ♥♦t ✐♥ ❞✐r❡❝t ❝♦♥t❛❝t✳ ◗✉❛♥t✉♠

♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧❧②✱ ✇❤❡♥ t❤❡ t✇♦ ❛r❡ ❜r♦✉❣❤t ❝❧♦s❡ t♦ ♦♥❡ ❛♥♦t❤❡r ✭t②♣✐❝❛❧❧② < 1 ♥♠✮ t❤❡

♦✈❡r❧❛♣ ♦❢ t❤❡ t✐♣ ❛♥❞ s❛♠♣❧❡✬s ✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥s ❜❡❝♦♠❡s ❛♣♣r❡❝✐❛❜❧❡✱ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛r❡

❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ t✉♥♥❡❧❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡s❡r✈♦✐rs✳ ❇② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ ❜✐❛s ✈♦❧t❛❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡

t✐♣ ❛♥❞ s❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ♥❡t ❡✛❡❝t ✐s ❛ t✉♥♥❡❧❧✐♥❣ ❝✉rr❡♥t t❤❛t ✢♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❤✐❣❤✲❡♥❡r❣②

s②st❡♠ t♦ t❤❡ ❧♦✇✲❡♥❡r❣② s②st❡♠✳

❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ❜♦t❤ t❤❡ t✐♣ ❛♥❞ s❛♠♣❧❡ ❞❡❝❛② ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② q✉✐❝❦❧②

♦✈❡r t❤❡ ✈❛❝✉✉♠ ❜❛rr✐❡r✱ ❙❚▼ ✐s ❡①tr❡♠❡❧② s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ t✐♣✲s❛♠♣❧❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❬✹❪✳

■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝ s✐❣♥❛t✉r❡ ♦❢ ❙❚▼ ✐s ❛♥ ❡①♣♦❡♥t✐❛❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ t✉♥♥❡❧❧✐♥❣ ❝✉rr❡♥t

❛s t❤❡ t✐♣✲s❛♠♣❧❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✐s ♠❛❞❡ s♠❛❧❧❡r ❬✹❪✳ ❚❤✐s ✐s ❝❛♣t✉r❡❞ ❝❧❡❛r❧② ✐♥ t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ t✉♥♥❡❧❧✐♥❣ ❝✉rr❡♥t ❛t 0 ❑✿

I = C

∫ ǫF

ǫF−eV

ρtip(ǫ)ρsam(ǫ)M
2
ave(ǫ)dǫ ✭✷✳✶✮

✇❤❡r❡ C ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t✱ ǫ ✐s ❡♥❡r❣②✱ ρtip ❛♥❞ ρsam ❛r❡ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ t✐♣

❛♥❞ s❛♠♣❧❡✱ ❛♥❞ Mave ✐s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥t ❢♦r t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ ♦❢ t❤❡ t✐♣ ❛♥❞

s❛♠♣❧❡ ✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❡♥t✐r❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐s ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ❡♥❡r❣② r❛♥❣❡ ǫF t♦

ǫF −eV ✱ ✇❤❡r❡ ǫF ✐s t❤❡ ❋❡r♠✐ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ t✐♣✱ ❛♥❞ V ✐s t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❜✐❛s ✈♦❧t❛❣❡✳ ❚❤❡

❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✉♥♥❡❧❧✐♥❣ ❝✉rr❡♥t ❛♥❞ t❤❡ t✐♣✲s❛♠♣❧❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥

♣r♦✈✐❞❡s ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r ✇❤② ❙❚▼ ✐s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ r❡s♦❧✈✐♥❣ ❛t♦♠✐❝ s❝❛❧❡ ❢❡❛t✉r❡s✿ ❛

❞✐s♣r♦♣♦rt✐♦♥❛t❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧❧✐♥❣ ❝✉rr❡♥t ✢♦✇s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ t✐♣✬s ❛♣❡①

❛t♦♠✳

❚❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛s②♠♠❡tr② ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ t✉♥♥❡❧❧✐♥❣ ❝✉rr❡♥t✿ t❤❡ ❝✉rr❡♥t

✢♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ♦❝❝✉♣✐❡❞ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤✲❡♥❡r❣② s②st❡♠ t♦ t❤❡ ✉♥♦❝❝✉♣✐❡❞ st❛t❡s ♦❢

✹



❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ♦❢ ❛♥ ❙❚▼✳ ✭❆✮ ❚❤❡ s✐♠♣❧❡st r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❙❚▼ ✐s ♦❢ ❛♥
❛t♦♠✐❝❛❧❧② s❤❛r♣ t✐♣ ❤❡❧❞ ❥✉st ❛❜♦✈❡ ❛♥ ❛t♦♠✐❝ s✉r❢❛❝❡ ✇✐t❤ ❛♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ❜✐❛s ♦❢ Vsam ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡♠✳ ✭❇✮ ❚❤❡ t✉♥♥❡❧❧✐♥❣ ❝✉rr❡♥t ✭IT ✮ ❛r✐s❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ ♦❢ t❤❡ ♦❝❝✉♣✐❡❞ st❛t❡s ♦❢ t❤❡
t✐♣ ✭t❤♦s❡ ❜❡❧♦✇ ǫF ✮ ❛♥❞ t❤❡ ✉♥♦❝❝✉♣✐❡❞ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✭♦r ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✮✳ ❚❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢
t❤✐s ♦✈❡r❧❛♣ ✐♥ ❡♥❡r❣② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ Vsam ❛♥❞ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✇♦r❦ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
t✐♣ ❛♥❞ s❛♠♣❧❡ ✭φT ip ❛♥❞ φSample✮✳

t❤❡ ❧♦✇✲❡♥❡r❣② s②st❡♠✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❝❝✉♣✐❡❞ st❛t❡s ❝❛♥ ✈❛r②

❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❡♥❡r❣② t❤✐s s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❜✐❛s ♦❢ +1 ❱

♠❛② ❞✐✛❡r ❢r♦♠ ❛ ❜✐❛s ♦❢ −1 ❱✳ ❚❤✐s ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ❛ ♣♦✇❡r❢✉❧ t♦♦❧✳ ❋✐rst✱ ✐t✬s ✐♠♣♦rt❛♥t

t♦ ♥♦t❡ t❤❛t ✇❤❡♥ ✇❡ r❡❢❡r t♦ t❤❡ ❜✐❛s ✈♦❧t❛❣❡✱ ✐t ✐s ♠♦r❡ ❝♦♠♠♦♥ t♦ t❛❧❦ ❛❜♦✉t t❤❡

❜✐❛s ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ t✐♣ ❬✸✶❪✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ t✉♥♥❡❧❧✐♥❣ ❝✉rr❡♥t ❛t

♥❡❣❛t✐✈❡ ❜✐❛s❡s r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥ t❤❡ ✜❧❧❡❞ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✢♦✇✐♥❣ t♦ t❤❡

❡♠♣t② st❛t❡s ♦❢ t❤❡ t✐♣✱ ❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✳ ❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♥❛♥♦t✐♣s ❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧② ♠❛❞❡ ♦❢

♠❡t❛❧s✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❛ ❧❛r❣❡ ❛♥❞ ♥❡❛r❧②✲❝♦♥st❛♥t ❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s ♥❡❛r t❤❡ ❋❡r♠✐ ❧❡✈❡❧✱

✐t ✐s ♦❢t❡♥ ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ t✉♥♥❡❧❧✐♥❣ ❝✉rr❡♥t r❡✈❡❛❧s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s♦❧❡❧② ❛❜♦✉t t❤❡

s❛♠♣❧❡✬s ❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s ❛r♦✉♥❞ ✐ts ❋❡r♠✐ ❧❡✈❡❧ ❬✸✷❪✱ ✐✳❡✳ ❙❚▼ ✐s s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡

❍❖▼❖ ❛♥❞ ▲❯▼❖ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡s❡ ❛s♣❡❝ts ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ♠✉❝❤ ♠♦r❡

❢♦r♠❛❧❧② ✐♥ ✇❤❛t ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s ❇❛r❞❡❡♥✬s ❚✉♥♥❡❧❧✐♥❣ ❚❤❡♦r②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡

♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳

✺



✷✳✶✳✶ ⑤ ❇❛r❞❡❡♥✬s ❚✉♥♥❡❧❧✐♥❣ ❚❤❡♦r②

❇❛r❞❡❡♥✬s ❚✉♥♥❡❧❧✐♥❣ ❚❤❡♦r② ✇❛s ✜rst ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ✐♥ ✶✾✻✶✱ ❬✸✸❪ t✇♦ ❞❡❝❛❞❡s ❜❡❢♦r❡

t❤❡ ✜rst ❙❚▼ ✇❛s ❜✉✐❧t ❬✹❪✳ ■t ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r t❤❡ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❡❧❡❝✲

tr♦♥s t✉♥♥❡❧❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝♦♥❞✉❝t✐✈❡ ♠❛t❡r✐❛❧s s❡♣❛r❛t❡❞ ✈✐❛ ❛ t❤✐♥ ✐♥s✉❧❛t♦r✱ ❛

t♦♣✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ❣✐✈❡♥ t❤❡ r✐s❡ ♦❢ s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ❛♥❞ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ❞❡✈✐❝❡s ✐♥ t❤❡

♣r❡❝❡❞✐♥❣ ❞❡❝❛❞❡✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ s✉❝❝❡ss ♦❢ ❇❛r❞❡❡♥✬s ❚✉♥♥❡❧❧✐♥❣ ❚❤❡♦r②✱ ♦t❤❡rs ❤❛✈❡

s✐♥❝❡ ❞❡r✐✈❡❞ ✐t ✈✐❛ ♦t❤❡r ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ♠❡t❤♦❞s ❬✸✹✕✸✼❪✳ ❆❢t❡r t❤❡ ❞❡♠♦♥str❛t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ❙❚▼✱ ❇❛r❞❡❡♥✬s t❤❡♦r② ✇❛s q✉✐❝❦❧② ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❜② ❚❡rs♦✛ ❛♥❞

❍❛♠❛♥♥ ❬✸✽❪ ❛♥❞ ✉s❡❞ t♦ ❢♦r♠❛❧✐③❡ t❤❡ t❤❡♦r② t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ t✉♥♥❡❧❧✐♥❣ ❝✉rr❡♥t✳

❚❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❛❦❡♥ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❝❧❛ss✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❛♥❞ ■ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ t✉t♦r✐❛❧

♣✉❜❧✐s❤❡❞ ❜② ●♦tt❧✐❡❜ ❛♥❞ ❲❡s♦❧♦s❦✐ ❬✸✷❪✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ♠❛✐♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❬✸✷❪✳ ✶✮

❚✉♥♥❡❧❧✐♥❣ ✐s ✇❡❛❦ s♦ t❤❛t ❛ ✜rst ♦r❞❡r ♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s s✉✣❝✐❡♥t✳ ✷✮ ❚❤❡ t✐♣

❛♥❞ s❛♠♣❧❡ st❛t❡s ❛r❡ ♥❡❛r❧② ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✳ ✸✮ ❆❧❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❡❧❡❝tr♦♥s ❝❛♥ ❜❡

✐❣♥♦r❡❞✳✶ ✹✮ ❚❤❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t✐♣ ❛♥❞ s❛♠♣❧❡ ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞ ❞♦♥✬t ❝❤❛♥❣❡

❛s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧❧✐♥❣ ❝✉rr❡♥t✳ ✺✮ ❇♦t❤ t❤❡ t✐♣ ❛♥❞ s❛♠♣❧❡ ❛r❡ ✐♥ ❡❧❡❝tr♦❝❤❡♠✐❝❛❧

❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳

❚❤❡ ✜rst t✇♦ ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✉s❡❞ ✐♥ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ t❤❡♦r②✳ ❚❤❡ t❤✐r❞

❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❛✈♦✐❞ s♦❧✈✐♥❣ ❛ ♠❛♥②✲♣❛rt✐❝❧❡ ✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧

t✇♦ ♣❡r♠✐t ✉s t♦ ❢✉rt❤❡r s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❜② ✇✐t❤❞r❛✇✐♥❣ t❤❡ ♥❡❡❞ t♦ ❛❝❝♦✉♥t

❢♦r ❤♦✇ t❤❡ t✉♥♥❡❧❧✐♥❣ ❝✉rr❡♥t ❝❤❛♥❣❡s t❤❡ ✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t✐♣ ❛♥❞ s❛♠♣❧❡✳ ❚❤✐s

✐s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❣✐✈❡♥ t❤❛t t❤❡ r❡s❡r✈♦✐r ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥ ❜♦t❤ s②st❡♠s ❛r❡ ✈❡r② ❧❛r❣❡

r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ t✉♥♥❡❧❧✐♥❣ ❝✉rr❡♥t✳

❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② s♣❧✐t ✐♥t♦ t❤r❡❡ ♣❛rts✿ ✜rst ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ r❛t❡

❛t ✇❤✐❝❤ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ s❝❛tt❡rs t♦ ❛ ❣✐✈❡♥ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ t✐♣✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✇❡

✇✐❧❧ s✉♠ t❤✐s r❛t❡ ♦✈❡r ❛❧❧ t❤❡ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ t✐♣✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ✇✐❧❧ t❛❦❡ ❋❡r♠✐✲❉✐r❛❝

st❛t✐st✐❝s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱ ❛♥❞ s✉♠ ♦✈❡r ❛❧❧ t❤❡ ❡❧✐❣✐❜❧❡ ❡❧❡❝tr♦♥s t♦ ❝♦♠❡ ✉♣ ✇✐t❤ t❤❡

♦✈❡r❛❧❧ t✉♥♥❡❧❧✐♥❣ ❝✉rr❡♥t✳

✶❚❤✐s ✐s ❥✉st✐✜❡❞ ✐♥ ♠♦st ❝❛s❡s✱ ✇✐t❤ ❛ ♥♦t❛❜❧❡ ❡①❡♠♣t✐♦♥ ❜❡✐♥❣ ✇❤❡r❡ s✐♥❣❧❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❝❤❛r❣✐♥❣
t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ❬✸✷❪✳ ◗✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧❧✐♥❣ ❝✉rr❡♥t ✐s ♥♦t ✉♥❞❡rt❛❦❡♥ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱
❛♥❞ s♦ r❡✈✐❡✇✐♥❣ ❇❛r❞❡❡♥✬s ❚✉♥♥❡❧❧✐♥❣ ❚❤❡♦r② ✐♥ ❞❡♣t❤ r❡♠❛✐♥s ❤❡❧♣❢✉❧ ❢♦r ❝❧❛r✐❢②✐♥❣ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣
♣❤②s✐❝s✳

✻



❉❡r✐✈✐♥❣ t❤❡ ❙❝❛tt❡r✐♥❣ ❘❛t❡

❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❙❝❤r♦❞✐♥❣❡r✬s ❡q✉❛t✐♦♥✿

i~
∂

∂t
ψ(r̄, t) = Ĥψ(r̄, t) =

(

− ~
2

2m
∇2 + V (r̄, t)

)

ψ(r̄, t) ✭✷✳✷✮

✇❤❡r❡ ψ(r̄, t) ✐s t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ V (r̄, t) ✐s t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥

❡①♣❡r✐❡♥❝❡s✳ ❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ V (r̄, t) ✐s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞✱ ❇❛r❞❡❡♥ ♦♣t❡❞

t♦ s♣❧✐t t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✉♣ ♣✐❡❝❡✲✇✐s❡ s♦ t❤❛t t❤❡ t✐♣ ❛♥❞ s❛♠♣❧❡ ✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥s

❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❬✸✸❪ ✭✐❡✳ Ĥ = Ĥsam + Ĥtip✮✳ ❍❡ ❛❧s♦ s✐♠♣❧✐✜❡❞ t❤❡

♣r♦❜❧❡♠ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ st❛t✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✭✐❡✳ V (r̄, t) = V (r̄)✮✳

❍✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜❡❣✐♥s ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ t❤❛t r❡♠❛✐♥s ❝♦♥✜♥❡❞ t♦ t❤❡ s❛♠♣❧❡

st❛t❡ θ ✇✐t❤ ❡♥❡r❣② ǫ✳ ❚❤❡ ✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥ ❛t t✐♠❡ t ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ t✐♠❡✲

❞❡♣❡♥❞❡♥t ❙❝❤r♦❞✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥✿

i~
∂

∂t
θ(t) = Ĥsamθ(t) ✭✷✳✸✮

θ(t) = e−itǫ/~θ(0) ✭✷✳✹✮

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❝❛♥ s❝❛tt❡r ❜✉t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s s♠❛❧❧ ✭✐♥ ❛❝❝♦r✲

❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✶✮ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✹ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ❣♦♦❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❛❝t✉❛❧

✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥ ✭ψ(r̄, t)✮✱ ❜✉t ✇❡ ♠✉st ❛❧s♦ ✐♥❝❧✉❞❡ s♠❛❧❧❡r ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❝♦r✲

r❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❜♦✉♥❞ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ t✐♣ ✭φk✮✿

Ĥtipφk = Ekφk ✭✷✳✺✮

ψ(r̄, t) = e−itǫ/~θ(0) +
∑

k

ak(t)φk ✭✷✳✻✮

❚❤✉s ✇❡ ♠✉st ✇♦r❦ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ak ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②

❛♠♣❧✐t✉❞❡s ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ t✉♥♥❡❧❧✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠♣❧❡ st❛t❡ θ t♦ t❤❡ t✐♣ st❛t❡ φk✳

❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ♦r✐❣✐♥❛t❡s ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t ❛t t = 0 ❛❧❧ ak ❝♦❡✣❝✐❡♥ts

❛r❡ ③❡r♦✳

❯s✐♥❣ t❤✐s ♥❡✇ ❢♦r♠ ♦❢ ψ ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❙❝❤r♦❞✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ✇❡ ✜♥❞✿

✼



i~
∂

∂t
ψ(r̄, t) = Ĥψ(r̄, t) ✭✷✳✼✮

❚❤❡ r✐❣❤t ❤❛❧❢ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✼ ❜❡❝♦♠❡s✿

Ĥψ(r̄, t) = Ĥe−itǫ/~θ(0) +
∑

k

akĤφk ✭✷✳✽✮

= ǫe−itǫ/~θ(0) + e−itǫ/~(Ĥ − Ĥsam)θ(0) +
∑

k

ak
(

Ekφk + (Ĥ − Ĥtip)φk

)

✭✷✳✾✮

❲❤✐❧❡ t❤❡ ❧❡❢t ❤❛❧❢ ♦❢ ✷✳✼ ❜❡❝♦♠❡s✿

i~
∂

∂t
ψ(r̄, t) = ǫe−itǫ/~θ(0) + i~

∑

k

d

dt
ak(t)φk ✭✷✳✶✵✮

❇② ❡q✉❛t✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✾ ✇✐t❤ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✶✵✱ t❛❦✐♥❣ t❤❡ ✐♥♥❡r ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ❜♦t❤ s✐❞❡s

✇✐t❤ ❛ t✐♣ st❛t❡ φj✱ ❛♥❞ ♠❛❦✐♥❣ ✉s❡ ♦❢ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t② ✇❡ ✜♥❞✿

i~
d

dt
aj(t) = e−itǫ/~ 〈φj| Ĥ − Ĥsam |θ〉+ Ejaj +

∑

k

ak(t) 〈φj| Ĥ − Ĥsam |φk〉 ✭✷✳✶✶✮

◆♦✇ ✇❡ ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❛❧❧ ak ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ③❡r♦ ♦r s♠❛❧❧ ❢♦r s❤♦rt

♣❡r✐♦❞s ♦❢ t✐♠❡ ✭✐✳❡✳ ❇❛r❞❡❡♥✬s ❚✉♥♥❡❧❧✐♥❣ ❚❤❡♦r② ✐s ♦♥❧② ✈❛❧✐❞ ❢♦r s❤♦rt ♣❡r✐♦❞s ♦❢

t✐♠❡✮✳ ❯♥❞❡r t❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❡ t❤✐r❞ t❡r♠ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡q✉❛t✐♦♥ ❞r♦♣s ♦✉t✱

❛❧❧♦✇✐♥❣ ✉s t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r aj ✇❤✐❝❤ t❛❦❡s t❤❡ ❢♦r♠✿

aj(t) =
e−itǫ/~ − e−itEj/~

ǫ− Ej

〈φj| Ĥ − Ĥsam |θ〉 ✭✷✳✶✷✮

❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡✿

∣

∣aj(t)
∣

∣

2
=

4 sin2 (t(Ej − ǫ)/2~)

(Ej − ǫ)2

∣

∣

∣
〈φj| Ĥ − Ĥsam |θ〉

∣

∣

∣

2

✭✷✳✶✸✮

❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❣✐✈❡♥ ❜②
∣

∣〈φj|ψ(t)〉
∣

∣

2
❜②

♥♦t✐♥❣ t❤❛t✿

✽



〈φj|ψ(t)〉 = aj(t) + e−itǫ/~ 〈φj|θ〉 ≈ aj(t) ✭✷✳✶✹✮

❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ ♦❢ t❤❡ t✐♣ ❛♥❞ s❛♠♣❧❡ st❛t❡s ✐s s♠❛❧❧ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✷✳

❚❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤✐s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❧② ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡

st❛t❡ θ s❝❛tt❡rs t♦ t❤❡ t✐♣ st❛t❡ φj ❛t ❛ r❛t❡ ♦❢ d
dt

∣

∣aj(t)
∣

∣

2
✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ r❛t❡ ❛t ✇❤✐❝❤ t❤✐s

❡❧❡❝tr♦♥ t✉♥♥❡❧s ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡s❡ r❛t❡s ❢♦r ❡❛❝❤ t✐♣ st❛t❡✿

d

dt

∑

j

∣

∣aj(t)
∣

∣

2
=

d

dt

∑

j

4 sin2 (t(Ej − ǫ)/2~)

(Ej − ǫ)2

∣

∣

∣
〈φj| Ĥ − Ĥsam |θ〉

∣

∣

∣

2

✭✷✳✶✺✮

■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡ t❤❛t ✐♥ t❤✐s ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ t❤❡ t✐♣ ❛♥❞ s❛♠♣❧❡

st❛t❡s ✇❛s ❛r❜✐tr❛r②✱ ❛♥❞ t❤✉s t❤✐s ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❡s ❡q✉❛❧❧② t♦ t❤❡ r❡✈❡rs❡ ♣r♦❝❡ss

✇❤❡r❡ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ t✉♥♥❡❧s ❢r♦♠ t❤❡ t✐♣ t♦ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳

❙✉♠♠✐♥❣ ❖✈❡r ❚✐♣ ❙t❛t❡s ✲ ❋❡r♠✐✬s ●♦❧❞❡♥ ❘✉❧❡

❲❡ ♥♦✇ ♥❡❡❞ t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡ s✉♠ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✶✺ t♦ r❡✈❡❛❧ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ r❛t❡ ❛t ✇❤✐❝❤

t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ t✉♥♥❡❧s t♦ t❤❡ t✐♣✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❋❡r♠✐✬s ●♦❧❞❡♥ ❘✉❧❡✷✳

■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡ t❤❛t t♦ ✉s❡ ❋❡r♠✐✬s ●♦❧❞❡♥ ❘✉❧❡ ✇❡ ♠✉st ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❞❡♥s✐t②

♦❢ st❛t❡s ♣❡r ✉♥✐t ❡♥❡r❣② ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❝♦♥st❛♥t ♦♥ t❤❡ s❝❛❧❡ h/t❀ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤✐s ✐s

tr✉❡ ♦♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② r❛♥❣❡ ♦❢ ∼ 10 ♠❡❱ ♠❡❛♥s t❤❛t ❇❛r❞❡❡♥✬s ❚✉♥♥❡❧❧✐♥❣ ❚❤❡♦r② ✇✐❧❧

❜❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ t✐♠❡s❝❛❧❡ ♦❢ ❛ ❢❡✇ ♣✐❝♦s❡❝♦♥❞s ❬✸✷❪✳

❚❤❡ s✉♠ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✶✺ ❝❛♥ ❜❡ r❡❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

∑

k

Pt(Ek − ǫ)M2(φk, θ) ✭✷✳✶✻✮

✇❤❡r❡ Pt(x) = sin2 (tx/2~)/x2 ❛♥❞ M2(φk, θ) =
∣

∣

∣
〈φk| Ĥ − Ĥsam |θ〉

∣

∣

∣

2

✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r

q✉❛♥t✐t② ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥t✳ ■t ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❛♥ ✐♥t❡❣r❛❧ t❤❛t ❝♦♥✈❡②s t❤❡

♦✈❡r❧❛♣ ♦❢ t❤❡ t✐♣ ❛♥❞ s❛♠♣❧❡ ✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥s ✉♥❞❡r t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✳

❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ Pt(x) ≈ 0 ❡①❝❡♣t ✐♥ t❤❡ s♠❛❧❧ ❡♥❡r❣② r❛♥❣❡ −2h/t < x < 2h/t✳

❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ♦♥❧② st❛t❡s ❝❧♦s❡ ✐♥ ❡♥❡r❣② t♦ ǫ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❛♣♣r❡❝✐❛❜❧❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✱

✷❋❡r♠✐✬s ●♦❧❞❡♥ ❘✉❧❡ ✐s ❛ ❝❧❛ss✐❝ r❡s✉❧t ✇❤✐❝❤ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ r❛t❡ ♦❢ ♦♥❡ ❡♥❡r❣② ❡✐❣❡♥st❛t❡
s❝❛tt❡r✐♥❣ ✐♥t♦ ❛ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♦❢ ♦t❤❡r ❡♥❡r❣② ❡✐❣❡♥st❛t❡s✳

✾



❛❧❧♦✇✐♥❣ ✉s t♦ r❡str✐❝t t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ t✐♣ st❛t❡s ✇❡ ♠✉st s✉♠ ♦✈❡r ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✶✻✳ ◆♦t❡

t❤❛t t❤✐s ❤❛s ❛ ✈❡r② s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♣❤②s✐❝❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✿ ❡❧❡❝tr♦♥s t✉♥♥❡❧ ❡❧❛st✐❝❛❧❧②

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✐♣ ❛♥❞ s❛♠♣❧❡✳✸ ❖✈❡r s✉❝❤ ❛ s♠❛❧❧ ❡♥❡r❣② r❛♥❣❡ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s

t❤❡ t✐♣ ✭ρtip(E)✮ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♣

st❛t❡s ✇❡ ♠✉st ❝♦♥s✐❞❡r ✐s✿

N(ǫ) =

∫ ǫ+2h/t

ǫ−2h/t

ρtip(E)dE ≈ 4h

t
ρtip(ǫ) ✭✷✳✶✼✮

▲❡t ✉s ♥♦✇ s❡t✿

∑

k

M2(φk, θ) ≈
1

N(ǫ)

∑

k:|Ek−ǫ|<2h/t

M2(φk, θ) =M2(θ) ✭✷✳✶✽✮

■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✶✻ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s ❛♥ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦✈❡r t❤❡ s♠❛❧❧ ❡♥❡r❣②

r❛♥❣❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✿

∑

k

Pt(Ek − ǫ)M2(φk, θ) ≈M2(θ)
∑

k:|Ek−ǫ|<2h/t

Pt(Ek − ǫ) ✭✷✳✶✾✮

≈M2(θ)ρtip(ǫ)

∫ ǫ+2h/t

ǫ−2h/t

Pt(E)dE ✭✷✳✷✵✮

≈M2(θ)ρtip(ǫ)
2πt

~
✭✷✳✷✶✮

❘❡t✉r♥✐♥❣ t❤✐s r❡s✉❧t ❜❛❝❦ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✶✺ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡ r❛t❡ ❛t ✇❤✐❝❤ ❛♥② ❣✐✈❡♥

❡❧❡❝tr♦♥ t✉♥♥❡❧s ✐s ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

Γi =
∑

k

Pt(Ek − ǫ)M2(φk, θ) ≈
2π

~
M2(θ)ρtip(ǫ) ✭✷✳✷✷✮

❙✉♠♠✐♥❣ ❖✈❡r ❊❧✐❣✐❜❧❡ ❙t❛t❡s ✲ ❋❡r♠✐ ❉✐r❛❝ ❙t❛t✐st✐❝s

❚♦ ❡♥❞ ✉♣ ✇✐t❤ t❤❡ t♦t❛❧ t✉♥♥❡❧❧✐♥❣ ❝✉rr❡♥t ✇❡ ♠✉st s✉♠ Γi ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥

t❤❡ s❛♠♣❧❡✱ ❜✉t ❜❡❢♦r❡ ❝♦♠♣❧❡t✐♥❣ t❤✐s ✇❡ ♠✉st ❛❞❞r❡ss t✇♦ ♣♦✐♥ts✳ ❋✐rst✱ ❥✉st ❛s

✸❚❤✐s ✐s ♥♦t str✐❝t❧② tr✉❡✱ ❛♥❞ ✐♥❡❧❛st✐❝ t✉♥♥❡❧❧✐♥❣ s♣❡❝tr♦s❝♦♣② ✐s ✉s❡❞ ✐♥ ❙❚▼ ✭❡✳❣✳ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✸✾❪✮✱
❤♦✇❡✈❡r✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐♥ ♠♦st s✐t✉❛t✐♦♥s t❤❡ ✐♥❡❧❛st✐❝ t✉♥♥❡❧❧✐♥❣ ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r ♦♥❧② ❛ s♠❛❧❧ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡
t✉♥♥❡❧❧✐♥❣ ❝✉rr❡♥t t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s ♦❢t❡♥ ♠❛❞❡ ✐♥ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❬✸✷❪✳

✶✵



t❤❡r❡ ✐s ❛ t✉♥♥❡❧❧✐♥❣ ❝✉rr❡♥t ✢♦✇✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠♣❧❡ t♦ t❤❡ t✐♣ t❤❡r❡ ✐s ❛ t✉♥♥❡❧❧✐♥❣

❝✉rr❡♥t ✢♦✇✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♥❡t t✉♥♥❡❧❧✐♥❣ ❝✉rr❡♥t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡

I = Is→t − It→s✳
✹ ❙❡❝♦♥❞✱ ✉♥t✐❧ ♥♦✇ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ t✉♥♥❡❧❧✐♥❣

❢r♦♠ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❝❛♥ ❡♥❞ ✉♣ ✐♥ ❛♥② ❡✐❣❡♥st❛t❡ ♦❢ t❤❡ t✐♣ ✭♦r ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✮✱ ❜✉t ❝❧❡❛r❧②

t❤✐s ❝❛♥♥♦t ❜❡ tr✉❡ ❜❡❝❛✉s❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ♠✉st ♦❜❡② t❤❡ P❛✉❧✐ ❊①❝❧✉s✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❛♥❞

t❤❡r❡❢♦r❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s t♦ t❤❡ ♦❝❝✉♣✐❡❞ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ t✐♣ ❛r❡ str✐❝t❧② ❢♦r❜✐❞❞❡♥✳

Fµ,T (E) =
1

e(E−µ)/kBT + 1
✭✷✳✷✸✮

❚♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤✐s s❡❝♦♥❞ ♣♦✐♥t ✇❡ ♠✉st ✉t✐❧✐③❡ t❤❡ ❋❡r♠✐✲❉✐r❛❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

✭Fµ,T (E)✮✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❡✐❣❡♥st❛t❡s ♦❢

❛ s②st❡♠ ✇✐t❤ ❛ ❣✐✈❡♥ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✭µ✮ ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✭T ✮ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥

♦❢ ❡♥❡r❣② ✭E✮✳ ▼✉❧t✐♣❧②✐♥❣ t❤❡ t✐♣✬s ❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s ❜② 1 − Fµt,T (ǫ) ❛❧❧♦✇s ✉s t♦

❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✉♥♦❝❝✉♣✐❡❞ st❛t❡s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ t✉♥♥❡❧❧✐♥❣ ❢r♦♠

t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ Fµs,T (ǫ) ❝❛♥ s✐♠✐❧❛r❧② ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❝❝✉♣✐❡❞ st❛t❡s

♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s t❤❛t ♠❛② t✉♥♥❡❧ ✐♥ t❤❡ ✜rst ♣❧❛❝❡✳

❈♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡s❡ ♣♦✐♥ts ✇❡ ❡♥❞ ✉♣ ✇✐t❤ ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♥❡t t✉♥♥❡❧❧✐♥❣ ❝✉r✲

r❡♥t✿

I =
2πe

~

∑

n

[Fµt,T (ǫn)
(

1−Fµs,T (ǫn)
)

−
(

1−Fµt,T (ǫn)
)

Fµs,T (ǫn)]ρtip(ǫn)M
2(θn) ✭✷✳✷✹✮

❍❡r❡ ✇❡ s❡❡ r❡✢❡❝t❡❞ t❤❛t t❤❡ ♥❡t t✉♥♥❡❧❧✐♥❣ ❝✉rr❡♥t ✐s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ Is→t

❛♥❞ It→s✳ ❚❤❡ s✉♠ ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ♦✈❡r ❛❧❧ t❤❡ ❡✐❣❡♥st❛t❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ t❛❦❡s

✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ❡✐❣❡♥st❛t❡s ♦❢ t❤❡ t✐♣ ✈✐❛ ρtip✳ ❚❤❡ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥t ❝❛rr✐❡s

t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ r❛t❡ ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❢♦r ❛♥② ❣✐✈❡♥ ❡✐❣❡♥st❛t❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❧❛r❣❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❜② t❤❡ ✉♥✐t ❝❤❛r❣❡ e ❝♦♥✈❡rts ✐t t♦

❛ ❝✉rr❡♥t✳

❚❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❣r❡❛t❧② s✐♠♣❧✐✜❡s ✇❤❡♥ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❧✐♠✐t✳ ❆t

❛❜s♦❧✉t❡ ③❡r♦ Fµ,0(E) ✐s ❛ st❡♣ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇✐t❤ ❛❧❧ t❤❡ st❛t❡s E < µ ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❛♥❞ ❛❧❧

t❤♦s❡ ❣r❡❛t❡r ✐♥ ❡♥❡r❣② ✉♥♦❝❝✉♣✐❡❞✳✺ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ♦♥❧② st❛t❡s ✇❤✐❝❤ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦

✹❇② t❤❡ ❜✐❛s ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❡❛r❧✐❡r ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❝✉rr❡♥t ✢♦✇s ❢r♦♠ s❛♠♣❧❡ t♦
t✐♣

✺❚❤✐s ✐s ♦❢ ❝♦✉rs❡ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❋❡r♠✐ ❡♥❡r❣②✱ µF ✳

✶✶



t❤❡ t✉♥♥❡❧❧✐♥❣ ❝✉rr❡♥t ❤❛✈❡ ❛♥ ❡♥❡r❣② t❤❛t ❧✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ♦❢

t❤❡ t✐♣ ❛♥❞ s❛♠♣❧❡✳ ■♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ t❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ❞✐r❡❝t❧② ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣

❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❜✐❛s t♦ t❤❡ t✐♣ ♦r s❛♠♣❧❡ ✭✐❡✳ eV = µs − µt✮✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ r❡✇r✐t❡

❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✷✹ ❛s✿✻

I = ±2πe

~

∑

n:µt→µt+eV

ρtip(ǫn)M
2(θn) ✭✷✳✷✺✮

❆♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❜✉t ♠♦r❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❢♦r♠ r❡♣❧❛❝❡s t❤❡ s✉♠ ♦✈❡r ❡❛❝❤ ❡✐❣❡♥st❛t❡ ♦❢ t❤❡

s❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦✈❡r ❡♥❡r❣②✳ ❚❤✐s r❡q✉✐r❡s t❤❛t ✇❡ s✉❜st✐t✉t❡ M2(θn) ✇✐t❤

❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ M2(θn) ❢♦r ❛ s♠❛❧❧ ❡♥❡r❣② r❛♥❣❡ ❛r♦✉♥❞ ǫn ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡ s❛♠♣❧❡✬s

❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s✿

I = ±2πe

~

∫ µt+eV

µt

ρtip(ǫ)ρsam(ǫ)M
2
ave(ǫ)dǫ ✭✷✳✷✻✮

❚❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝❧❡❛r❧② r❡✈❡❛❧s t❤❡ t❤r❡❡ ♠❛✐♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts t❤❛t ❞✐❝t❛t❡ t❤❡ ♠❛❣✲

♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧❧✐♥❣ ❝✉rr❡♥t✿ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❜✐❛s❀ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s ♦❢ ❜♦t❤ t❤❡ t✐♣

❛♥❞ s❛♠♣❧❡❀ ❛♥❞ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♦✈❡r❧❛♣ ♦❢ t❤❡ t✐♣ ❛♥❞ s❛♠♣❧❡ st❛t❡s✳ ❲❤✐❧❡ ❡q✉❛t✐♦♥

✷✳✷✻ ✐s ♦♥❧② ✈❛❧✐❞ ❛t 0 ❑ ✐t r❡♠❛✐♥s ❛♥ ❡①❝❡❧❧❡♥t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r ♦✉r ❧♦✇ t❡♠✲

♣❡r❛t✉r❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢r❡❡ ❝❛rr✐❡rs ✐♥ ❛ s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦r ❛t ❧♦✇

t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ✐s s♠❛❧❧✳

✷✳✶✳✷ ⑤ ▼♦❞❡s ♦❢ ❖♣❡r❛t✐♦♥

❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ♥❛t✉r❛❧ ♠♦❞❡s ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❢♦r ❙❚▼ ❬✸✶❪✳ ❚❤❡ ✜rst ❛♥❞ ♠♦st ✐♥t✉✐t✐✈❡

✐s ❝♦♥st❛♥t ❤❡✐❣❤t ♠♦❞❡✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ t✐♣ ✐s s❝❛♥♥❡❞ ✐♥ ❛ ♣❧❛♥❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ s✉r❢❛❝❡

❛♥❞ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✐s ❝❛♣t✉r❡❞ ✐♥ t❤❡ t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧❧✐♥❣ ❝✉rr❡♥t✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐s ❝♦♥st❛♥t ❝✉rr❡♥t ♠♦❞❡✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❝♦♥tr♦❧ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s r❡♠❛✐♥

❡♥❣❛❣❡❞ ❛s t❤❡ t✐♣ s❝❛♥s s♦ t❤❛t t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✐s ❝❛♣t✉r❡❞ ✐♥ t❤❡ t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ❤❡✐❣❤t ♦❢

t❤❡ t✐♣✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✐s t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛t♦♠✐❝✲s❝❛❧❡ t♦♣♦❣r❛♣❤②

❛♥❞ ❧♦❝❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s✳

❈♦♥st❛♥t ❝✉rr❡♥t ♠♦❞❡ ✐s s❛❢❡r ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ t✐♣ ✐s ♣r♦t❡❝t❡❞ ❢r♦♠ ❝r❛s❤✐♥❣ ✐♥t♦ t❤❡

s✉r❢❛❝❡ ❛s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡r♠❛❧ ❞r✐❢t✱ ♣✐❡③♦✲❝r❡❡♣✱ ♦r ❧❛r❣❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ s✉r❢❛❝❡ t♦♣♦❣r❛✲

♣❤② ❬✸✶❪✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡ ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ✉s❡❞ t♦ ❛❝q✉✐r❡ ❧❛r❣❡ ❛r❡❛ s❝❛♥s ✇❤✐❝❤ ♦❢t❡♥ t❛❦❡

✻❚❤✐s s✉♠ ❛ss✉♠❡s t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡❧② ❜✐❛s❡❞ ❜✉t t❤❡ ❧✐♠✐ts ♦❢ t❤❡ s✉♠ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡ s✇✐t❝❤❡❞✳

✶✷



s❡✈❡r❛❧ ♠✐♥✉t❡s t♦ ❛❝q✉✐r❡✳ ❈♦♥st❛♥t ❤❡✐❣❤t ♠♦❞❡ ✐s ♣r❡❢❡rr❡❞ ❢♦r s❡♥s✐t✐✈❡ ♠❡❛s✉r❡✲

♠❡♥ts ❢♦r s❡✈❡r❛❧ r❡❛s♦♥s✳ ❋✐rst✱ ♦✉r ❣r♦✉♣ ✇♦r❦s ♦♥ ❛ s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦r✳ ❲❡ r♦✉t✐♥❡❧②

♠❛❦❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇❤❡r❡ t❤❡ ❋❡r♠✐ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ t✐♣ ✐s ♠♦♠❡♥t❛r✐❧② ❛❧✐❣♥❡❞ ✇✐t❤✐♥

t❤❡ ❜❛♥❞ ❣❛♣ ♦❢ ♦✉r s✉❜str❛t❡❀ ✇✐t❤ t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❝♦♥tr♦❧ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s ❡♥❣❛❣❡❞ t❤❡ t✐♣

✇♦✉❧❞ ❝r❛s❤ ✐♥t♦ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❛tt❡♠♣t✐♥❣ t♦ r❡✲❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥t s❡t♣♦✐♥t✳ ▼♦r❡

❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧❧②✱ ❝♦♥st❛♥t ❤❡✐❣❤t ♠♦❞❡ ✐s ♣r❡❢❡rr❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❣r❡❛t❧② s✐♠♣❧✐✜❡s ✐♥t❡r✲

♣r❡t❛t✐♦♥✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❜✐❛s✲s♣❡❝tr♦s❝♦♣② ✭I(V ✮✮✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✳ ❆s✐❞❡ ❢r♦♠ t❛❦✐♥❣ ✷❉

s❝❛♥s ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✱ t❤✐s ✐s t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t t❛❦❡♥ ✇✐t❤ ❛♥ ❙❚▼✳ ■t

✐♥✈♦❧✈❡s ❤♦❧❞✐♥❣ t❤❡ t✐♣ ♦✈❡r ❛ s✐♥❣❧❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ s✉r❢❛❝❡✱ s✇❡❡♣✐♥❣ t❤❡

❜✐❛s✱ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r✐♥❣ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ t✉♥♥❡❧❧✐♥❣ ❝✉rr❡♥t✳ ■❢ t❤❡ t✐♣ ✐s ❤❡❧❞ ❛t ❛ ❝♦♥✲

st❛♥t ❤❡✐❣❤t✱ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t✉♥♥❡❧❧✐♥❣ ❝✉rr❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ s♦❧❡❧② t♦ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥

t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ❡♥❡r❣② ✇✐♥❞♦✇ ♦❢ t❤❡ t✐♣ ❛♥❞ s❛♠♣❧❡ ❬✸✶❪✳ ■❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✇❡r❡

♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ❝♦♥st❛♥t ❝✉rr❡♥t ♠♦❞❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ t✐♣✬s ❤❡✐❣❤t ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ t✉♥✲

♥❡❧❧✐♥❣ ❜❛rr✐❡r ✇♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ❝♦♥st❛♥t❧② ❝❤❛♥❣✐♥❣✱ ♠❛❦✐♥❣ ✐t ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❞✐s❡♥t❛♥❣❧❡

t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ♦t❤❡r ❝♦♠♠♦♥ ❢♦r♠s ♦❢ s❝❛♥♥✐♥❣ t✉♥♥❡❧❧✐♥❣ s♣❡❝tr♦s❝♦♣② ✭❙❚❙✮✳ ■♥

I(z) s♣❡❝tr♦s❝♦♣② t❤❡ ❜✐❛s ✐s ❤❡❧❞ ❝♦♥st❛♥t ❜✉t t❤❡ t✐♣✲s❛♠♣❧❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✐s s✇❡♣t✳ ■♥

♠♦st ❝❛s❡s t❤✐s s✐♠♣❧② r❡s✉❧ts ✐♥ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✐♥❝r❡❛s❡ t♦ t❤❡ t✉♥♥❡❧❧✐♥❣ ❝✉rr❡♥t ❛s

t❤❡ t✐♣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧❧✐♥❣ ❜❛rr✐❡r ❬✸✶❪✳ ■♥ s♦♠❡

❝❛s❡s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐t ❝❛♥ r❡✈❡❛❧ ✈❡r② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣❤②s✐❝s ✭❡✳❣✳ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✹✵❪✮✳ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧

❝♦♥❞✉❝t❛♥❝❡ s♣❡❝tr♦s❝♦♣② ✭dI(V )/dV ✮ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ s♠❛❧❧ ❛♠♣❧✐t✉❞❡

❆❈ ❝♦♠♣♦♥❡♥t t♦ t❤❡ ❜✐❛s ❞✉r✐♥❣ I(V ) s♣❡❝tr♦s❝♦♣② ❛♥❞ ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

❆❈ r❡s♣♦♥s❡ ✐♥ t❤❡ t✉♥♥❡❧❧✐♥❣ ❝✉rr❡♥t ✉s✐♥❣ ❛ ❧♦❝❦✲✐♥ ❛♠♣❧✐✜❡r✳✼ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤✐s

✐s ❝❧❡❛r ✇❤❡♥ ❡①❛♠✐♥✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✷✻✿

dI/dV ∝ ρsam(V )M2
ave(V ) ✭✷✳✷✼✮

■♥ ❙❚❙ t❤❡ t✐♣ ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s✱ s✉❝❤ t❤❛t

t❤❡ t✇♦ s✐❞❡s ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✷✼ ❛r❡ ❡q✉❛❧ ✉♣ t♦ ❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t✳ ❖✈❡r s♠❛❧❧

❜✐❛s r❛♥❣❡s ♥❡❛r 0 ❱ t❤❡ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥t ♠❛② ♦❢t❡♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❛s ❛ ❝♦♥✲

st❛♥t ❬✸✷❪✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛s❡ dI(V )/dV s♣❡❝tr♦s❝♦♣② ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡

✼■t ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ ❛♥ I(V ) ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ s❡♥✲
s✐t✐✈✐t② ✐s ❧❡ss✳

✶✸



♠❡t❤♦❞ t♦ ❞✐r❡❝t❧② ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ s❛♠♣❧❡✬s ❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s✳ ❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ t✉♥♥❡❧❧✐♥❣

❝✉rr❡♥t ✐s ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ❜❡♥❡❛t❤ t❤❡ ❛♣❡① ♦❢ t❤❡ t✐♣✱ t❤✐s ✐♥ ❢❛❝t r❡✈❡❛❧s t❤❡ ❧♦❝❛❧

❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s ✭▲❉❖❙✮✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ❙❚❙ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ♣♦✇❡r✲

❢✉❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛❧❧♦✇✐♥❣ ♦♥❡ t♦ st✉❞② t❤❡ ✐♥tr✐❝❛t❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❛t♦♠✐❝ ❛♥❞

❡❧❡❝tr♦♥✐❝ str✉❝t✉r❡✳

✷✳✷ ⑤ ◆♦♥✲❈♦♥t❛❝t ❆t♦♠✐❝ ❋♦r❝❡ ▼✐❝r♦s❝♦♣②

❚❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ ❆❋▼✳ ❋♦r ❜r❡✈✐t② ❛♥❞ ❝❧❛r✐t② ♦♥❧② ❢r❡q✉❡♥❝②✲♠♦❞✉❧❛t❡❞

♥♦♥✲❝♦♥t❛❝t ❆❋▼ ❬✹✶❪ ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✇❛s t❤❡ ♠♦❞❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡

❧❛❜✳✽

✷✳✷✳✶ ⑤ ❯♥❞❡r❧②✐♥❣ Pr✐♥❝✐♣❧❡s

■♥ ❆❋▼ ❛ ♥❛♥♦t✐♣ ✐s ♠♦✉♥t❡❞ t♦ ❛ st✐✛ ❝❛♥t✐❧❡✈❡r ❛♥❞ ❞r✐✈❡♥ ❛t ✐ts r❡s♦♥❛♥t ❢r❡q✉❡♥❝②

✭f0✮✳ ❯♣♦♥ ❜r✐♥❣✐♥❣ t❤❡ t✐♣ ❝❧♦s❡ t♦ ❛ s✉r❢❛❝❡✱ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✐♣ ❛♥❞ s❛♠♣❧❡

✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ❝❛♥t✐❧❡✈❡r✬s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ✭❋✐❣✉r❡ ✷✳✷❆✮✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢

❢♦r❝❡s t❤❛t ❝❛♥ ❡①✐st ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✐♣ ❛♥❞ s✉r❢❛❝❡✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ▲♦♥❞♦♥ ❞✐s♣❡rs✐♦♥

❢♦r❝❡ ✐s s❤♦rt r❛♥❣❡ ✭FLD ∝ z−7✮ ✐t ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❧❛r❣❡ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡

t♦t❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✐♣ ❛♥❞ s❛♠♣❧❡ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛t♦♠s

❝♦♠♣r✐s✐♥❣ ❜♦t❤ ♦❜❥❡❝ts ❬✶✽❪✳ ▲♦♥❣❡r r❛♥❣❡ ❢♦r❝❡s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✐♦♥✲❞✐♣♦❧❡✱ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝✱

❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❢♦r❝❡s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ♣r❡s❡♥t ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ♦❢ t❤❡ t✐♣ ❛♥❞

s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❜✐❛s ✈♦❧t❛❣❡ ❬✶✽❪✳ ❖♥❡ ❝♦♠♠♦♥ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♥❡✉tr❛❧ ❛t♦♠s ✐s t❤❡ ▲❡♥♥❛r❞✲❏♦♥❡s ♣♦t❡♥t✐❛❧✱ ✭❋✐❣✉r❡ ✷✳✷❇✮

✇❤✐❝❤ ❤❛s t❡r♠s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ z−6 ❛♥❞ z−12✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ▲♦♥❞♦♥ ❞✐s♣❡rs✐♦♥

❛♥❞ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❢♦r❝❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❆t ❧♦♥❣ r❛♥❣❡s t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐s ❛ttr❛❝t✐✈❡✱

❜✉t ✇✐t❤ s♠❛❧❧ ✐♥t❡r❛t♦♠✐❝ s❡♣❛r❛t✐♦♥s t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❜❡❝♦♠❡s ❤✐❣❤❧② r❡♣✉❧s✐✈❡✱ ✇❤✐❝❤

✐s ❝♦♠♠♦♥❧② ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ♦r❜✐t❛❧s✳

❋♦r❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✐♣ ❛♥❞ s❛♠♣❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛s ❡✐t❤❡r ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ✭❡❧❛st✐❝✮

♦r ♥♦♥✲❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ✭✐♥❡❧❛st✐❝✮ ❬✶✽❪✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ❝❛♥ ❛r✐s❡ ❢r♦♠ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐st✐♥❝t

♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s ❬✹✷❪ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❤②st❡r❡s✐s ❬✹✸❪ ❛♥❞ r❡s✐st✐✈❡ ❧♦ss❡s ❢r♦♠ t❤❡

♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ s♣❛❝❡ ❝❤❛r❣❡ ✐♥ ❛ s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦r ❬✹✹❪✳ Pr❡s❡♥t ✐♥ ❛❧❧ ❆❋▼ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts

✽❚❤❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ r❡❛❞❡r ✐s ❞✐r❡❝t❡❞ t♦ ❛ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ r❡✈✐❡✇ ♦❢ ❆❋▼ ❜② ❋r❛♥③ ●✐❡ss✐❜❧ ✐♥ r❡❢❡r❡♥❝❡
❬✶✽❪✳

✶✹



❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ♦❢ ❛♥ ❆❋▼✳ ✭❆✮ ❆♥ ❛t♦♠✐❝❛❧❧② s❤❛r♣ ♣r♦❜❡ ✐s ❛✣①❡❞ t♦ ❛ ❤✐❣❤ ◗
❝❛♥t✐❧❡✈❡r ❛♥❞ ❜r♦✉❣❤t ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❆ ∆f s✐❣♥❛❧ ✐s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r♦❜❡ ❛♥❞ s❛♠♣❧❡ ❛s t❤❡ t✐♣ ♦s❝✐❧❧❛t❡s ❛t ❛ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ✭❇✮ ❚❤❡ ▲❡♥♥❛r❞✲
❏♦♥❡s ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐s ♦❢t❡♥ ✉s❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❜♦t❤ s❤♦rt ✭❜❧✉❡✮
❛♥❞ ❧♦♥❣ r❛♥❣❡ ✭r❡❞✮ ❢♦r❝❡s✳ E0 ✐s t❤❡ ❜♦♥❞ ❡♥❡r❣②✱ z ✐s t❤❡ t✐♣✲s❛♠♣❧❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ σ

✐s t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❜♦♥❞ ❞✐st❛♥❝❡✳ ✭❈✮ ❆♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ∆f(z) ❝✉r✈❡ t❛❦❡♥ ✇✐t❤ ❛ t✉♥❣st❡♥
t✐♣ ♦✈❡r ❍✲❙✐✳ ◆♦t❡ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✭❇✮ ❛♥❞ ✭❈✮✳

✐s ✐♥t❡r♥❛❧ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛♥t✐❧❡✈❡r✳ ❇② ✉s✐♥❣ ❝❛♥t✐❧❡✈❡rs ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤ ◗✲❢❛❝t♦r

✭Q = 2πE/∆E✮ t❤❡s❡ ❧♦ss❡s ❝❛♥ ❜❡ s❛❢❡❧② ✐❣♥♦r❡❞ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs

t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦r✬s ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❬✶✽❪✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇✐t❤✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✇❡r❡

♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ q✲P❧✉s s❡♥s♦rs ✇✐t❤ Q > 104✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ❝❤❛♥♥❡❧s ❧✐❦❡

t❤♦s❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡ ❛r❡ ♥♦t ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❤❡r❡✱ ❛♥❞

✇❡r❡ ♥♦t ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ s✐❣♥❛❧ r❡❝♦r❞❡❞✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✇❡ ♦♥❧② ♥❡❡❞ t♦

❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❢♦r❝❡s✳

❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❢♦r❝❡s ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❛s ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ s♣r✐♥❣

❝♦♥st❛♥t ♦❢ t❤❡ ❝❛♥t✐❧❡✈❡r✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ s❤✐❢t ♦❢ ✐ts r❡s♦♥❛♥❝❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ✭f✮✳ ❚❤✐s

❢r❡q✉❡♥❝② s❤✐❢t ✭∆f = f−f0✮ ✐s t❤❡ ♣r✐♠❛r② s✐❣♥❛❧ ✉s❡❞ ✐♥ ♥❝✲❆❋▼✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷❈ s❤♦✇s

t❤❡ ∆f s✐❣♥❛❧ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s ❛ t✉♥❣st❡♥ ♥❛♥♦t✐♣ ✇❛s ♠❛❞❡ t♦ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛ ❤②❞r♦❣❡♥ ❛t♦♠

♦♥ t❤❡ ❤②❞r♦❣❡♥✲t❡r♠✐♥❛t❡❞ s✐❧✐❝♦♥ s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ❝❧❡❛r r❡s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤✐s

✶✺



♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ▲❡♥♥❛r❞✲❏♦♥❡s ♣♦t❡♥t✐❛❧✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ❆❋▼ t❤❛t ♠❛❦❡ ✐t ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ✉s❡ t❤❛♥ ❙❚▼

❬✶✽❪✳ ❋✐rst ❛♥❞ ❢♦r❡♠♦st ✐s t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡✬s ❞✐st❛♥❝❡ s❡♥s✐t✐✈✐t②✳ ❆s ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞②

r❡✈✐❡✇❡❞✱ ✐♥ ❙❚▼ t❤❡ t✉♥♥❡❧❧✐♥❣ ❝✉rr❡♥t ❞r♦♣s ♦✛ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ❛s t❤❡ t✐♣✲s❛♠♣❧❡

s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❣r♦✇s✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✐♥ ❙❚▼ ✐s ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❛❧♠♦st ❡①❝❧✉s✐✈❡❧② t♦

t❤❡ t✐♣✬s ❛♣❡① ❛t♦♠✳ ■♥ ❆❋▼✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ∆f s✐❣♥❛❧ ✐s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t

❢♦r❝❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ❡❛❝❤ ✇✐t❤ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t str❡♥❣t❤ ❛♥❞ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✳ ❆s ❛

r❡s✉❧t✱ ❛t♦♠s ♦♥ t❤❡ t✐♣ ❛♥❞ s✉r❢❛❝❡ t❤❛t ❛r❡ ❢❛r ❢r♦♠ t❤❡ ❛♣❡① ❝❛♥ st✐❧❧ ❝♦♥tr✐❜✉t❡

❛ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ s✐❣♥❛❧✱ ♠❛❦✐♥❣ ✐t ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❣♦♦❞ ❙◆❘ ✇✐t❤ ❆❋▼✳ ❚❤❡

❧♦♥❣ r❛♥❣❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❞✐r❡❝t❧② ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷❈ ❛s t❤❡ ❧♦♥❣ t❛✐❧ ✐♥ ∆f ✱

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s ❢♦r❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✐♣ ❛♥❞

s❛♠♣❧❡✳

❙❡❝♦♥❞✱ ✐♥ ❙❚▼ t❤❡ t✉♥♥❡❧❧✐♥❣ ❝✉rr❡♥t ❛❧✇❛②s ❣r♦✇s ❛s t❤❡ t✐♣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ✇❤✐❧❡

✐♥ ❆❋▼ t❤❡ ❢♦r❝❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❡①❡rt❡❞ ♦♥ t❤❡ t✐♣ ❝❛♥ ❜❡ ♣♦s✐t✐✈❡✱ ♥❡❣❛t✐✈❡✱ ♦r ❡✈❡♥ ✜rst✲

♦r❞❡r ✐♥s❡♥s✐t✐✈❡ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ t✐♣✲s❛♠♣❧❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ✐t ✐s ♠✉❝❤ ♠♦r❡

❞✐✣❝✉❧t t♦ ❝r❡❛t❡ ❛ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❝♦♥tr♦❧ s②st❡♠ t♦ r❡❣✉❧❛t❡ t❤❡ t✐♣✲s❛♠♣❧❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✐♥

❆❋▼ ❬✶✽❪✳ ❚♦ ❝✐r❝✉♠✈❡♥t t❤✐s ✐ss✉❡ ✇❡ ♦♣❡r❛t❡ ♦✉r ❆❋▼ ✐♥ ❝♦♥st❛♥t ❤❡✐❣❤t ♠♦❞❡

❛♥❞ ✐♥t❡r♠✐tt❡♥t❧② r❡❝❛❧✐❜r❛t❡ ✐ts ❤❡✐❣❤t ✈✐❛ ❙❚▼✳✾✳

✷✳✷✳✷ ⑤ ■♥t❡r♣r❡t✐♥❣ ∆f

❚♦ ❡st❛❜❧✐s❤ ❛ q✉❛♥t✐❛t✐✈❡ ✐♥t❡r♣r❡❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ∆f s✐❣♥❛❧ ✇❡ ✇✐❧❧ ❜❡❣✐♥ ❜② ♠♦❞❡❧❧✐♥❣

t❤❡ ❆❋▼ ❝❛♥t✐❧❡✈❡r ❛s ❛♥ ✐❞❡❛❧ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ❬✹✺❪✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❍❛♠✐❧t♦✲

♥✐❛♥ ✐s✿

Ĥ =
p2

2m∗
+
kq′2

2
✭✷✳✷✽✮

✇❤❡r❡ m∗ ✐s t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ❝❛♥t✐❧❡✈❡r✱ k ✐s ✐ts s♣r✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t✱ ❛♥❞ q′ ✐s t❤❡

♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✐♣ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ✐ts ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢

t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s s✐♠♣❧② q′(t) = A cos (2πf0t)✱ ✇❤❡r❡ A ✐s t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ t✐♣✬s

♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥✳

❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✐♣ ❛♥❞ s❛♠♣❧❡ ❝❛♥

✾❚❤✐s st✐❧❧ r❡q✉✐r❡s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t✇♦ ❝♦♥tr♦❧ ❧♦♦♣s t♦ r❡❣✉❧❛t❡ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞ ❞r✐✈✐♥❣
❢r❡q✉❡♥❝②✳
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❜❡ ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❛s ❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❝❛♥t✐❧❡✈❡r✬s s♣r✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t ✭keff =

k+kint✮✳ ❚❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ✇✐t❤ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐s t❤❛t ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ♠✉❧t✐♣❧❡

t②♣❡s ♦❢ ❢♦r❝❡s✱ ❡❛❝❤ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❞✐st❛♥❝❡s✱ kint ✐s ✐♥ ♠♦st ❝❛s❡s ♥♦t

❛ s✐♠♣❧❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ t❡r♠✳ ❘❛t❤❡r✱ kint ❝❛♥ ✈❛r② ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦✈❡r ❛ s✐♥❣❧❡

♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❝②❝❧❡ ❬✶✽❪✳ ❚♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤✐s✱ ♠❛♥② ❛r❡ ❢♦r❝❡❞ t♦ t✉r♥ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡✱

♠❡t❤♦❞s ❧✐❦❡ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ●✐❡ss✐❜❧ ❬✹✺❪✳

❆♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t♦ ♣✉r♣♦s❡❢✉❧❧② r❡str✐❝t ♦♥❡s❡❧❢ t♦ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ✇✐t❤ s♠❛❧❧

♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ✭A ≈ 50 ♣♠✮ ❛t ❛ ❝♦♥st❛♥t ❤❡✐❣❤t✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢

kint ♦✈❡r t❤❡ t✐♣✬s r❛♥❣❡ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ✐s s♠❛❧❧✱ ❛♥❞ kint ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❝♦♥st❛♥t✳ ■♥

t❤✐s ❝❛s❡ ❛ s✐♠♣❧❡ ❢♦r♠ ♦❢ ∆f ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞✿

∆f =
1

2π
√
m∗

(

√

k + kint −
√
k
)

✭✷✳✷✾✮

∆f = f0
(
√

1 + kint/k − 1
)

✭✷✳✸✵✮

∆f ≈ f0
kint
2k

✭✷✳✸✶✮

❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✸✶ ❝❧❡❛r❧② st❛t❡s t❤❛t ∆f ✐s ❞✐r❡❝t❧② ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❢♦r❝❡✲❣r❛❞✐❡♥t

❛❝t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ t✐♣ ❜❡❝❛✉s❡ ∂Fint/∂q
′ = −kint ❬✶✽❪✳ ❚❤✐s ❣r❡❛t s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❞♦❡s♥✬t

❝♦♠❡ ❢♦r ❢r❡❡ t❤♦✉❣❤✳ ■♥ ❝❤♦♦s✐♥❣ t♦ ❛✈♦✐❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐③✐♥❣ ❡❛❝❤ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❢♦r❝❡✬s

❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✇❡ ❛r❡ ♣r❡✈❡♥t❡❞ ❢r♦♠ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧② ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡✐r ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝♦♥✲

tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ Fint✳ ❚❤❡s❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✇❤❡♥ ❛ ♠♦r❡ r✐❣♦r♦✉s ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦

❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐③✐♥❣ ∆f ✐s t❛❦❡♥✱ ❜✉t ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r t❤✐s t❤❡s✐s✳

■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ✉s❡ ♦❢ ❆❋▼ ✐s ✐♥ s❡♥s✐♥❣ ❝❤❛♥❣❡s t♦ t❤❡ ❝❤❛r❣❡

st❛t❡ ♦❢ ❛t♦♠s ❜❡♥❡❛t❤ t❤❡ t✐♣✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ❢♦r❝❡s✳

❇② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛t ❛ ❝♦♥st❛♥t ❤❡✐❣❤t ❛♥❞ ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥ ∆f

✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥✜❞❡♥t❧② ❛ss✐❣♥ ❝♦♥tr❛st ✐♥ ∆f t♦ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ❢♦r❝❡ ❡①❡rt❡❞

♦♥ t❤❡ t✐♣❀ ❱❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s ❢♦r❝❡s ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ ∆f ❜✉t ❡ss❡♥t✐❛❧❧②

r❡♠❛✐♥ ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✐♣ ❛♥❞ s❛♠♣❧❡ ❝❛♥ ❜❡ s❛❢❡❧②

♥❡❣❧❡❝t❡❞✳

❖✉r ❛❜✐❧✐t② t♦ s❡♥s❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✐s ❝❧❡❛r❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t

♦♥ t❤❡ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ♥♦✐s❡ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ✇❡ ❝❛♥ ❛❝❤✐❡✈❡✳ ❚♦ s❡t ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✉♣♣❡r✲❜♦✉♥❞

✶✼



♦♥ ♦✉r s❡♥s✐t✐✈✐t② ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t✇♦ s♦✉r❝❡s ♦❢ ♥♦✐s❡ t♦ ∆f ✿ t❤❡r♠❛❧ ♥♦✐s❡ ✭δfthermal✮

❛♥❞ ❞❡t❡❝t♦r ♥♦✐s❡ ✭δfdetector✮ ❬✶✽❪✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❡r ✐s ❝♦♠♠♦♥❧② ❡st✐♠❛t❡❞ ❛s t❤❡ r❛t✐♦

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❝❛♥t✐❧❡✈❡r ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❡♥❡r❣② ✐t st♦r❡s✱

t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❢♦r♠ ❬✹✶❪✿

δfthermal = f0

√

kBTB

πkA2foQ
✭✷✳✸✷✮

✇❤❡r❡ B ✐s t❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳ ❲✐t❤ t②♣✐❝❛❧ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs

✭B = 100 ❍③✱ k = 2 ❦◆✴♠✱ A = 50 ♣♠✱ f0 = 30 ❦❍③✱ Q = 25 ❦✮ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ♥♦✐s❡ ✐s

❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② 0.02 ❍③ ❛t 4.5 ❑ ❛♥❞ 0.2 ❍③ ❛t 300 ❑✳ ❉❡t❡❝t♦r ♥♦✐s❡ ❛r✐s❡s ❢r♦♠ t❤❡

❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ∆f s✐❣♥❛❧ ❜② t❤❡ ♣r❡✲❛♠♣❧✐✜❡r ❛♥❞ ❤❛s t❤❡ ❢♦r♠ ❬✹✻❪✿

δfdetector =
nq′

πA
B3/2 ✭✷✳✸✸✮

✇❤❡r❡ nq′ ✐s t❤❡ ❞❡✢❡❝t✐♦♥ ♥♦✐s❡ ❞❡♥s✐t② ✭100 ❢♠ ❍③−1/2✮ ❣✐✈✐♥❣ δfdetector ≈ 0.6 ❍③✳

❚❤❡ ✉♥❢❛✈♦✉r❛❜❧❡ s❝❛❧✐♥❣ ♦❢ δfdetector ✇✐t❤ B ♠❡❛♥s t❤❛t ❡✈❡♥ ❛t r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡

❞❡t❡❝t♦r ♥♦✐s❡ ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ❞♦♠✐♥❛♥t ❬✶✽✱ ✹✻❪✳ ❇❡❝❛✉s❡ ❜♦t❤ ♥♦✐s❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ t♦ ❝r❡❛t❡ ❛ t♦t❛❧ ♥♦✐s❡ ❡st✐♠❛t❡ ✭δf✮ ❬✶✽❪✱ ✇❤✐❝❤

❢♦r ♦✉r ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛t 4.5 ❑ ✐s✿

δf =
√

δf 2
thermal + f 2

detector ≈ 0.6 ❍③ ✭✷✳✸✹✮

❚❤✐s ✉♣♣❡r✲❜♦✉♥❞ ♦♥ ♦✉r s❡♥s✐t✐✈✐t② ❞♦❡s ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❢r♦♠ ✈✐❜r❛t✐♦♥

❜✉t ✐t ❞♦❡s ❛❣r❡❡ ✇❡❧❧ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧s ✇❡ s❡❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ✭≈ 1 ❍③✮✳ ■♥t❡r❡st✲

✐♥❣❧② ✇❡ ♥♦t❡ t❤❛t ❜♦t❤ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ t❤❡ ♥♦✐s❡ s❝❛❧❡ ✇✐t❤ 1/A✳ ■♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱

❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❣❛✐♥ ❜② ♦♣❡r❛t✐♥❣ ✇✐t❤ ❧❛r❣❡r ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s

✐s ♥♦t ✇♦rt❤ s❛❝r✐✜❝✐♥❣ t❤❡ ❜❡♥❡✜ts ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞✳

✷✳✷✳✸ ⑤ ❑❡❧✈✐♥ Pr♦❜❡ ❋♦r❝❡ ▼✐❝r♦s❝♦♣②

❑❡❧✈✐♥ Pr♦❜❡ ❋♦r❝❡ ▼✐❝r♦s❝♦♣② ✭❑P❋▼✮ ❬✹✼❪ ✐s t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ❆❋▼ s♣❡❝tr♦s❝♦♣✐❝

t❡❝❤♥✐q✉❡ ✉s❡❞ ❢♦r ♠❛♣♣✐♥❣ ❝❤❛♥❣❡s t♦ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❬✹✽❪✳ ❚❤❡

❜❛s✐s ♦❢ ❑P❋▼ ✐s t❤❛t ♠❛t❡r✐❛❧s ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✇♦r❦ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭φ = Evac− ǫF ✮✳ ❲❤❡♥

❜r♦✉❣❤t ❝❧♦s❡ t♦ ♦♥❡ ❛♥♦t❤❡r ✭❜✉t ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ✐♥t♦ ❞✐r❡❝t ❝♦♥t❛❝t✮ t❤❡ ❝♦♥t❛❝t

♣♦t❡♥t✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✭φCPD = φi − φj✮ ❝❛✉s❡s ❝❤❛r❣❡ t♦ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡ ♦♥ ❜♦t❤ s✉r❢❛❝❡s✱

✶✽



❝r❡❛t✐♥❣ ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❇❡❝❛✉s❡ ❆❋▼ ✐s s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡

❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❣r❛❞✐❡♥t✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♠❛♣ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♥t❛❝t ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡

❜② r❡❝♦r❞✐♥❣ ∆f ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜✐❛s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✐♣ ❛♥❞ s❛♠♣❧❡ ❬✹✾❪✳ ❲❤❡♥

t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❜✐❛s ✐s ❡q✉❛❧ ❛♥❞ ♦♣♣♦s✐t❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥t❛❝t ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦

❝❤❛r❣❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ∆f ✐s ♠✐♥✐♠✐③❡❞✳ ❚❤❡ ❢♦r❝❡ ✐s✿

Fes(z) =
(Vsam − φCPD)

2

2

∂C(z)

∂z
✭✷✳✸✺✮

✇❤❡r❡ C(z) ✐s t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✐♣ ❛♥❞ s❛♠♣❧❡✳ ❇❡❝❛✉s❡ ∆f ∝ (Vsam −
φCPD)

2✱ ❑P❋▼ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts t②♣✐❝❛❧❧② ❛♣♣❡❛r ❛s ♣❛r❛❜♦❧❛s ✇❤♦s❡ ❛♣❡① ❝♦rr❡s♣♦♥❞s

t♦ ✇❤❡♥ Vsam = φCPD✳
✶✵

❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❑P❋▼ ✐s ✉t✐❧✐③❡❞ s♦ ❢r❡q✉❡♥t❧② ✐♥ ♥❛♥♦s❝✐❡♥❝❡ ✐s t❤❛t ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞

t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ s✐♥❣❧❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❝❤❛r❣✐♥❣ ❡✈❡♥ts ❬✹✽✱ ✹✾❪✳ ❈♦♥s✐❞❡r ♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ t✐♣ ♦✈❡r

❛ ♥❛♥♦str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ s✇❡❡♣✐♥❣ Vsam✳ ❆t t❤❡ ♣♦✐♥t ✇❤❡r❡ t❤❡ ❋❡r♠✐ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ t✐♣

s✇❡❡♣s ♣❛st ❛ ❞✐s❝r❡t❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♥❛♥♦str✉❝✉tr❡ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ✇✐❧❧ t✉♥♥❡❧ t♦ ♦r ❢r♦♠

t❤❡ t✐♣✳ ❚❤✐s s✐♥❣❧❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❝❤❛r❣✐♥❣ ❡✈❡♥t r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❝❤❛♥❣❡ t♦ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❈P❉✳

❈♦♥s❡q✉❡♥t❧② t❤❡ ∆f s✐❣♥❛❧ ❥✉♠♣s ✈❡rt✐❝❛❧❧② ❢r♦♠ ♦♥❡ ♣❛r❛❜♦❧❛ t♦ ❛♥♦t❤❡r ❛❧❧♦✇✐♥❣

♦♥❡ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s ♦❢ t❤❡ ♥❛♥♦str✉❝t✉r❡✳

✶✵◆♦t❡✿ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠ ❉❈ ❑P❋▼ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❆♥♦t❤❡r ❝♦♠♠♦♥ ♠❡t❤♦❞ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❈P❉
✐s ❜② s✉♣❡r✐♠♣♦s✐♥❣ ❛♥ ❆❈ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦♥ t♦♣ ♦❢ Vsam ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❧♦❝❦✲✐♥ ❛♠♣❧✐✜❡r t♦ ✐s♦❧❛t❡ t❤❡
t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ s✐❣♥❛❧✳

✶✾



✸ ⑤ ❊ss❡♥t✐❛❧ ❈♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ❛ ▲♦✇✲❚❡♠♣ ❯❍❱ ❙❝❛♥✲

♥✐♥❣ Pr♦❜❡ ▼✐❝r♦s❝♦♣❡

❙❝❛♥♥✐♥❣ ♣r♦❜❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ❤❛s ❛ r✐❝❤ ❤✐st♦r② ♦❢ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐ts ❡♠❡r❣❡♥❝❡ ✐♥

✶✾✽✶ ❬✹❪ ✇❛s ♦♥❧② ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ♠❛♥② ❛r❡❛s ♦❢ r❡s❡❛r❝❤ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣

♣❤②s✐❝s✱ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s ❬✸✶❪✳ ❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r s❡r✈❡s t♦ r❡✈✐❡✇ t❤❡ ♠♦st

✐♠♣♦rt❛♥t t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ❣r♦✉♣✬s ❝✉st♦♠ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡s✳

✸✳✶ ⑤ ◆❛♥♦t✐♣s

◆❛♥♦t✐♣s ❛r❡✱ ✐♥ ❡ss❡♥❝❡✱ s✐♠♣❧② s❤❛r♣ ♣✐❡❝❡s ♦❢ ✇✐r❡✳ ❉❡s♣✐t❡ t❤❡✐r ❛♣♣❛r❡♥t s✐♠✲

♣❧✐❝✐t②✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ♥❛♥♦t✐♣s ❛r❡ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ❛ s❝❛♥♥✐♥❣

♣r♦❜❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡✳ ❋♦r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❙P▼ ♥❛♥♦t✐♣s ❛r❡ ♠♦st✲♦❢t❡♥ ♠❛❞❡ ❢r♦♠ t✉♥❣✲

st❡♥ ♦r ♣❧❛t✐♥✉♠ ✐r✐❞✐✉♠ ❬✸✶❪✱ ❜✉t ✐♥ r❡❝❡♥t ②❡❛rs ♦✉r ❣r♦✉♣ ❤❛s ❛❧s♦ ❡①♣❧♦r❡❞ ♦t❤❡r

♠❛t❡r✐❛❧s ❬✺✵❪✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡ ♠❛♥② ♠❡t❤♦❞s t♦ ❝r❡❛t❡ ♥❛♥♦t✐♣s ❬✺✶✕✺✹❪ ✇❡ ✉s❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧

❡t❝❤✐♥❣ ❬✺✺❪ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ✐ts r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ s✐♠♣❧✐❝✐t②✳ ❚♦ ❝❤❡♠✐❝❛❧❧② ❡t❝❤ t❤❡ t✉♥❣st❡♥

♥❛♥♦t✐♣s ✉s❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s t❤❡s✐s✱ t✉♥❣st❡♥ ✇✐r❡s ✇❡r❡ s✐t✉❛t❡❞ ❛s t❤❡ ❝❛t❤♦❞❡

✐♥ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦❝❤❡♠✐❝❛❧ ❝✐r❝✉✐t✳ ❯♣♦♥ ❞✐♣♣✐♥❣ t❤❡ ✇✐r❡ ✐♥t♦ ✐♥t♦ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ s♦❞✐✉♠

❤②❞r♦①✐❞❡ ❛♥❞ ❡st❛❜❧✐s❤✐♥❣ ❛ ❉❈ ❝✉rr❡♥t t❤❡ t✉♥❣st❡♥ ✐s ❝❤❡♠✐❝❛❧❧② r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡

s❤❛♥❦ ♦❢ t❤❡ ✇✐r❡✳ ❈r✉❝✐❛❧❧②✱ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s ♠♦st ❡✣❝✐❡♥t❧② ❡t❝❤❡❞ ❛t t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢

t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❣r❛❞✉❛❧❧② t❤✐♥♥✐♥❣ t❤❡ ✇✐r❡ ♥❡❛r t❤❡ ♠❡♥✐s❝✉s t♦ ❛ ✇❛✐st✳ ❊✈❡♥t✉❛❧❧②

t❤❡ ✇❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ s✉❜♠❡r❣❡❞ ✇✐r❡ ❜❡❝♦♠❡s t♦♦ ❣r❡❛t ❢♦r t❤❡ t❤✐♥♥✐♥❣ ✇❛✐st t♦ s✉st❛✐♥

❛♥❞ ✐t s♥❛♣s✱ ❧✐❦❡❧② ❡①tr✉❞✐♥❣ t❤❡ ✇✐r❡ ❛s ✐t ❞♦❡s s♦✳

❇❡❢♦r❡ t❤❡ ♥❛♥♦t✐♣s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❙P▼ t❤❡② ♠✉st ✉♥❞❡r❣♦ ❢✉rt❤❡r ♣r♦❝❡ss✐♥❣✳

❚♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤✐s t❤❡ ♥❛♥♦t✐♣s ❛r❡ ❝❧❛♠♣❡❞ t♦ ❛ t✐♣ ❤♦❧❞❡r ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✷❆✮ ❛♥❞ ❛❞♠✐tt❡❞

t♦ ❛ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ❝❤❛♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ❯❍❱ s②st❡♠✳ ❋✐rst✱ t❤❡② ❛r❡ r❡s✐st✐✈❡❧② ❤❡❛t❡❞ t♦

❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② 800 ◦❈ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡❣❛s t❤❡ t✐♣ ❛♥❞ r❡♠♦✈❡ ✐ts ♦①✐❞❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❆♥②

♦r❣❛♥✐❝ ❝♦♥t❛♠✐♥❛♥ts ❡✐t❤❡r ❞❡s♦r❜ ♦r ❝❛r❜♦♥✐③❡ ❞✉r✐♥❣ t❤✐s st❡♣✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ t✐♣s

❛r❡ s✉❜❥❡❝t t♦ ❡❧❡❝tr♦♥ ❜♦♠❜❛r❞♠❡♥t ✭❡✲❜❡❛♠✮✳ ❚❤✐s ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡

t✐♣ ❝❧♦s❡ t♦ ❛ ♠❡t❛❧ ✜❧❛♠❡♥t✱ r❡s✐st✐✈❡❧② ❤❡❛t✐♥❣ t❤❡ ✜❧❛♠❡♥t s♦ t❤❛t ❡❧❡❝tr♦♥s ❛r❡

t❤❡r♠✐♦♥✐❝❛❧❧② ❡♠✐tt❡❞✱ ❛♥❞ ❛ttr❛❝t✐♥❣ t❤❡♠ t♦ t❤❡ t✐♣ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈♦❧t❛❣❡

✷✵



❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ❆ ❝✉st♦♠✐③❡❞ ❖♠✐❝r♦♥ ▲❚ ❙❚▼✲❆❋▼✳

t♦ ✐t✳ ❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ✜❡❧❞ ✐s ❣r❡❛t❡st ❛t t❤❡ s❤❛r♣ ❛♣❡①✶ ✐t s♦✉r❝❡s ❛ ❧❛r❣❡

♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ ✐♥t❡♥s❡ ❧♦❝❛❧ ❤❡❛t✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❛♣❡①✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s❡❞

t♦ ❡♥s✉r❡ ✐ts ❝❧❡❛♥❧✐♥❡ss✳

❚❤❡ q✉✐❝❦❡st ✇❛② t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ❛ ♥❛♥♦t✐♣ ✐s t♦ ♣❡r❢♦r♠ ✜❡❧❞ ❡♠✐ss✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤

✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② t❤❡ r❡✈❡rs❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❡✲❜❡❛♠✳ ❆ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈♦❧t❛❣❡ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡

✜❧❛♠❡♥t ❛♥❞ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈♦❧t❛❣❡ t♦ t❤❡ t✐♣✳ ❙❤❛r♣❡r t✐♣s ❡♠✐t ❝✉rr❡♥t ✇✐t❤ s♠❛❧❧❡r

❛♣♣❧✐❡❞ ❜✐❛s❡s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✜❡❧❞ ✐s ❣r❡❛t❡r✳ ❖❝❝❛s✐♦♥❛❧❧② s✉st❛✐♥❡❞ ✜❡❧❞ ❡♠✐ss✐♦♥ ❛t

s♠❛❧❧ ❝✉rr❡♥ts ✭< 10 ♥❆✮ ✐s ❢♦✉♥❞ t♦ ❢✉rt❤❡r s❤❛r♣❡♥ t❤❡ t✐♣✱ ❛s ❡✈✐❞❡♥❝❡❞ ❜② ❛♥

✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ❡♠✐ss✐♦♥ ❝✉rr❡♥t ✇❤✐❧❡ ♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❜✐❛s ✈♦❧t❛❣❡ ♦♥ t❤❡

t✐♣✳ ❚❤✐s s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡ ❧❛r❣❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✜❡❧❞ ♠❛② ❧❡❛❞ t♦ ❛ r❡str✉❝t✉r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ t✐♣✬s

❛♣❡①✳

❆ ♠♦r❡ r♦❜✉st ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❢r❡q✉❡♥t❧② ❡♠♣❧♦②❡❞ ❜② ♦✉r ❣r♦✉♣ ✐s ✜❡❧❞

✐♦♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ❬✺✻❪✳ ❚❤❡ t✐♣ ✐s ♣♦s✐t✐♦♥❡❞ ✐♥ ❢r♦♥t ♦❢ ❛♥ ❛ss❡♠❜❧② ♦❢ ❛ ♠✐❝r♦✲❝❤❛♥♥❡❧

♣❧❛t❡ ✭▼❈P✮ ❛♥❞ ❛ ♣❤♦s♣❤♦r s❝r❡❡♥✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❡r ❛❝ts ❛s ❛♥ ❛♠♣❧✐✜❡r ❛♥❞ t❤❡ ❧❛tt❡r ❛

s♣❛t✐❛❧❧② r❡s♦❧✈❡❞ ❞❡t❡❝t♦r ❢♦r t❤❡ ✐♦♥ ❝✉rr❡♥t✳ ❆♥ ✐♠❛❣✐♥❣ ❣❛s ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥

❡♥❡r❣② ✭✇❡ ✉s❡ ❤❡❧✐✉♠ ❬✺✼❪✮ ✐s ❛❞♠✐tt❡❞ t♦ t❤❡ ❝❤❛♠❜❡r ❛t ❛ ♠♦❞❡st ♣r❡ss✉r❡ ✭1×10−6

❚♦rr✮ ❛♥❞ ❛ ❧❛r❣❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❜✐❛s ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ t✐♣✳ ❲✐t❤ s✉✣❝✐❡♥t ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤s t❤❡

✐♠❛❣✐♥❣ ❣❛s ✐s ✐♦♥✐③❡❞ ❜② t❤❡ t✐♣ ❛♥❞ ✐s s✉❜s❡q✉❡♥t❧② ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ✜❡❧❞ t♦✇❛r❞s

✶❚❤✐s ✐s t❤❡ ❦❡② ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♥❛♥♦t✐♣s ✐♥ ♠♦st ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ ❆ t✉♥❣st❡♥ ♥❛♥♦t✐♣✳ ✭❆✮ ❆♥ ❙❚▼✶ t✐♣ ❤♦❧❞❡r✳ ✭❇✱❈✮ ❖♣t✐❝❛❧ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤s
♦❢ t❤❡ ♥❛♥♦t✐♣✳ ✭❉✮ ❆ ♣❤♦t♦❣r❛♣❤ ♦❢ t❤❡ ▼❈P✲s❝r❡❡♥ ❛ss❡♠❜❧② ❞✉r✐♥❣ ✜❡❧❞ ✐♦♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣②
♦❢ t❤❡ ♥❛♥♦t✐♣✳ ❆ s✐♥❣❧❡ ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t ❛♣❡① ❛t♦♠ ❝❛♥ ❜❡ ❝❧❡❛r❧② s❡❡♥✳

t❤❡ ▼❈P✲s❝r❡❡♥ ❛ss❡♠❜❧②✳ ❚❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ♦♥ t❤❡ s❝r❡❡♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛♣t✉r❡❞ ✇✐t❤

❛ ❝❛♠❡r❛ ♣♦s✐t✐♦♥❡❞ ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ✈❛❝✉✉♠ ❝❤❛♠❜❡r ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✷❉✮✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t❤r❡❡

♣r✐♥❝✐♣❧❡s t❤❛t ❝♦♠❜✐♥❡ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛t♦♠✐❝ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❬✺✽❪✳ ❋✐rst✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t

s✉♣♣❧② ♦❢ ✐♠❛❣✐♥❣ ❣❛s✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ❛❞s♦r❜❡❞ ♦♥ t❤❡ t✐♣✬s s❤❛♥❦ ❛♥❞ ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧②

❢✉♥♥❡❧❧❡❞ t♦✇❛r❞s t❤❡ ❛♣❡①✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✜❡❧❞ ✐s ♠♦st ✐♥t❡♥s❡ ❛t s❤❛r♣ ❡❞❣❡s

t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ❣❛s ✐♦♥✐③❡s ❛❧♠♦st ❡①❝❧✉s✐✈❡❧② ♥❡❛r t❤❡ ❛♣❡① ❛♥❞ ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧❧② ♦✈❡r s✐♥❣❧❡

❛t♦♠ st❡♣s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ✐♦♥ ❜❡❛♠ ✐s ❤✐❣❤❧② ❢♦❝✉s❡❞✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❜❡❛♠s ♦r✐❣✐♥❛t✐♥❣ ❛t

❡❛❝❤ ❛♣❡① ❛t♦♠ ❞♦ ♥♦t ❝r♦ss✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♦♥ ❜❡❛♠s r❡✈❡❛❧ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢

t❤❡ ❛♣❡①✱ ♣❡r♠✐tt✐♥❣ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t ❝r②st❛❧ ❢❛❝❡t ❛♥❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥

♦❢ t❤❡ t✐♣✬s ❛♣❡① r❛❞✐✉s✳

❆❞♠✐ss✐♦♥ ♦❢ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ s❡❝♦♥❞ ❣❛s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜❧② s❤❛r♣❡♥ t❤❡ t✐♣

t❤r♦✉❣❤ ❛ ♣r♦❝❡ss ❦♥♦✇♥ ❛s ✜❡❧❞ ❛ss✐st❡❞ ❡t❝❤✐♥❣ ❬✺✼❪✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ t✉♥❣st❡♥ t✐♣ ✇❡

❛❞♠✐t ♥✐tr♦❣❡♥ ❣❛s✳ ■t ❤❛s ❛ ❧♦✇❡r ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② t❤❛♥ ❤❡❧✐✉♠ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ♥❡✈❡r

r❡❛❝❤❡s t❤❡ ❛♣❡①✳ ■t ❞♦❡s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❝❤❡♠✐❝❛❧❧② ❡t❝❤ t❤❡ s❤❛♥❦ ❬✺✾❪✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ s❧♦✇

❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❡t❝❤ ♦❢ t❤❡ t✐♣✳ ❋✐❡❧❞ ❛ss✐st❡❞ ❡t❝❤✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♥s✐st❡♥t❧② s❤❛r♣❡♥

♥❛♥♦t✐♣s t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ❛♣❡① ❛t♦♠✱ ✐❢ ❞❡s✐r❡❞ ❬✺✼❪✳ Pr♦❣r❡ss ♦❢ t❤❡ t✐♣✬s s❤❛r♣❡♥✐♥❣ ✐s

❡✈✐❞❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡ ❣r❛❞✉❛❧ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ✜❡❧❞ ❡♠✐ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♣❡① ❛t♦♠s ✇❤✐❧❡ ❛
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❝♦♥st❛♥t ❜✐❛s ✈♦❧t❛❣❡ ✐s ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞ ♦♥ t❤❡ t✐♣✳

❆❢t❡r ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ✜❡❧❞ ❛ss✐st❡❞ ❡t❝❤✐♥❣ ❛ ♥❛♥♦t✐♣ r❛r❡❧② ✐♠❛❣❡s ♣❡r❢❡❝t❧② ✇✐t❤♦✉t

✐♥✲s✐t✉ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❬✻✵❪✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✇❡ t②♣✐❝❛❧❧② ✉t✐❧✐③❡ ✇❤✐❧❡ ✐♥ ❙❚▼

♠♦❞❡✿ ❛♣♣❧②✐♥❣ s❤♦rt ✈♦❧t❛❣❡ ♣✉❧s❡s ✭3 ❱✱ ∼ 20 ♠s✮ t♦ t❤❡ t✐♣ ✇❤✐❧❡ ✐t ✐s ❝❧♦s❡ t♦

t❤❡ s✉r❢❛❝❡ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❧❛r❣❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡ ✜❡❧❞s✱ ❛♥❞ ❣❡♥t❧② t♦✉❝❤✐♥❣ t❤❡ t✐♣ t♦ t❤❡

s✉r❢❛❝❡ ✭❝♦♥tr♦❧❧❡❞✲❝♦♥t❛❝t✮✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s ♦♥❡ ❤♦♣❡s t❤❛t t❤❡ ❛♣❡① ❛t♦♠s r❡❛rr❛♥❣❡

t❤❡♠s❡❧✈❡s t♦ ❜❡ ♠♦r❡ st❛❜❧❡ ❛♥❞ s❤❛r♣ ❜✉t t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ ❛♥② ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❛❝t✐♦♥ ✐s

✉♥❝❡rt❛✐♥ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ♦r ✇♦rs❡♥ t❤❡ t✐♣✳ ■♥✲s✐t✉ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t❤❡r❡❢♦r❡ r❡q✉✐r❡s ❡q✉❛❧

♣❛rts ❧✉❝❦ ❛♥❞ ♣❛t✐❡♥❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✇❤② t❤❡ ❣r♦✉♣ ❤❛s r❡❝❡♥t❧② ♠♦✈❡❞ t♦ ❛✉t♦♠❛t✐♥❣ ✐t

✇✐t❤ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❬✻✵❪ ❖♥❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡s❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s

✐s t❤❛t ✇❤❡♥ ✇❡ s❝❛♥ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ❤❛✈❡ ♣r❡❝✐s❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦r

❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✐♣ ❜❡❝❛✉s❡ t✐♣ ❛t♦♠s ❛r❡ r❡❛rr❛♥❣❡❞ ❛♥❞ s❛♠♣❧❡ ❛t♦♠s ♠❛② ❜❡

♣✐❝❦❡❞ ✉♣✳

✸✳✷ ⑤ P✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ▼♦t♦rs

❚❤❡ t✇♦ s❡ts ♦❢ ♠♦t♦rs ✉s❡❞ t♦ ♣♦s✐t✐♦♥ t❤❡ t✐♣ ❛r❡ ❜♦t❤ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ♠❛✲

t❡r✐❛❧s✳ ❆ ❝♦❛rs❡ ♠♦t♦r ♠♦✈❡s t❤❡ t✐♣ ✐♥ st❡♣s ♦❢ r♦✉❣❤❧② ♦♥❡ ❤✉♥❞r❡❞ ♥❛♥♦♠❡t❡rs ❜②

❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❵st✐❝❦✲s❧✐♣✬ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✱ ✇❤✐❧❡ ❛ ✜♥❡ ♠♦t♦r ✐s ✉s❡❞ t♦ ❝♦♥tr♦❧ ♠♦✈❡♠❡♥ts

✇✐t❤ ♣✐❝♦♠❡t❡r r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❬✸✶❪✳ ❚♦ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❡ t✐♣ t♦ t❤❡ s❛♠♣❧❡ t❤❡ t✇♦ ❛r❡ ✉s❡❞

✐♥ t❛♥❞❡♠✿ t❤❡ ❝♦❛rs❡ ♠♦t♦r t❛❦❡s ❛ st❡♣ ♦r t✇♦ ❛♥❞ t❤❡ ✜♥❡ ♠♦t♦r s✇❡❡♣s ✐ts ❢✉❧❧

r❛♥❣❡✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss r❡♣❡❛ts ✉♥t✐❧ ❛ t✉♥♥❡❧❧✐♥❣ ❝✉rr❡♥t ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞✳

P✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝s ❛r❡ ♠❛t❡r✐❛❧s t❤❛t ♣❤②s✐❝❛❧❧② ❞❡❢♦r♠ ✇❤❡♥ ❛ ❜✐❛s ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ❛❝r♦ss

t❤❡♠✳ ❆ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡s✐❣♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ②❡❛rs t♦ ❡①♣❧♦✐t t❤✐s ♣r♦♣❡rt②

❢♦r s❝❛♥♥✐♥❣✳ ❚❤❡ s✐♠♣❧❡st ✐s t❤❡ t❤r❡❡✲❧❡❣ s❝❛♥♥❡r✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ t✐♣ ✐s ❤❡❧❞ ✐♥ ❛ ♠♦✉♥t

s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② t❤r❡❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❧❡❣s ❬✹❪✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ ❜✐❛s❡s ❛❝r♦ss t❤❡ t❤r❡❡ ❧❡❣s ❝❛♥ ❜❡

✉s❡❞ t♦ ♠♦✈❡ t❤❡ t✐♣ ✐♥ ❛❧❧ t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✭❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❛❜✐❧✐t② t♦ r♦t❛t❡ t❤❡

t✐♣✮✳ ❆♥♦t❤❡r ❝❧❡✈❡r ❞❡s✐❣♥ ✐s t❤❡ t✉❜❡ s❝❛♥♥❡r ❬✻✶❪✳ ■♥ t❤✐s ❞❡s✐❣♥ s❡✈❡r❛❧ ❡❧❡❝tr♦❞❡s

❛r❡ ♣❛tt❡r♥❡❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❝✐r❝✉♠❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❝r②st❛❧✳ ❚❤❡ t✐♣ ✐s

♠♦✉♥t❡❞ ♦♥ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦✈❡❞ ❛❝r♦ss t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❛s t❤❡ t✉❜❡

str❡t❝❤❡s ❛♥❞ ❜❡♥❞s ✉♥❞❡r ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝♦♥tr♦❧✳

❖♥❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝s ✐s t❤❛t t❤❡✐r ❞✐s♣❧❛❝✲

♠❡♥t ❞✉❡ t♦ ❛♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ❜✐❛s ✈♦❧t❛❣❡ ✐s ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❜❡❝✉❛s❡ t❤❡② ❛r❡ ❢❡rr♦r❡❧❡❝tr✐❝s ❬✻✷❪✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✿ ❚❤❡ st❛❣❡ ♦❢ ❛♥ ❖♠✐❝r♦♥ ❙❚▼✶✱ ❛ r♦♦♠✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ s❝❛♥♥✐♥❣ t✉♥✲

♥❡❧❧✐♥❣ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡✳ ❚❤❡ t✐♣ ✐s ♠♦✉♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ st❛❣❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ t❤r❡❡ ♣✐❡③❡✲
♦❧❡❝tr✐❝ ❧❡❣s ♦❢ ❛ t❤r❡❡✲❧❡❣ s❝❛♥♥❡r ❝❛♥ ❜❡ ❝❧❡❛r❧② s❡❡♥✳ ❉✐r❡❝t❧② ♦♣♣♦s✐♥❣ t❤❡ t✐♣ ✐s ❛ s♠❛❧❧
s❧✐✈❡r ♦❢ s✐❧✐❝♦♥ ✇❤✐❝❤ ✇❛s s❝❛♥♥❡❞✳ ❈♦♣♣❡r ✜♥s ♠♦✉♥t❡❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❝✐r❝✉♠❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡
st❛❣❡ ❛✐❞ ✐♥ ❞❛♠♣✐♥❣ ✈✐❜r❛t✐♦♥s ❜② ✐♥❞✉❝✐♥❣ ❡❞❞② ❝✉rr❡♥ts ✐♥ st❡❡❧ ✐♥s❡rts ✇❤❡♥ t❤❡ st❛❣❡ ✐s
❤✉♥❣ ❢r♦♠ ✐ts s✉♣♣♦rt✐♥❣ s♣r✐♥❣s✳

❲❤❡♥ ❛ st❡♣ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❜✐❛s ✈♦❧t❛❣❡ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡♣♦✲

s✐t✐♦♥ t❤❡ t✐♣ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❞✐st✐♥❝t ♣❡r✐♦❞s ♦❢ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡✳ ❚❤❡ ✜rst ♣❡r✐♦❞ ✐s ❦♥♦✇♥

❛s t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ r❡♣s♦♥s❡✱ ❬✻✷❪ ✇❤✐❝❤ ✐s s❤♦rt ✭s❡✈❡r❛❧ ♠✐❧❧✐s❡❝♦♥❞s✮ ❛♥❞ ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r

t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ t❤❡ ♣✐❡③♦✬s ♦✈❡r❛❧❧ r❡s♣♦♥s❡✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❡r✐♦❞ ✐s ♣✐❡③♦ ❝r❡❡♣ ❛♥❞

❞✉r✐♥❣ t❤✐s ♣❡r✐♦❞ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣✐❡③♦ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝❛❧❧②

✐♥ t✐♠❡✱ ♦❢t❡♥ ✇✐t❤ ❛ s❧♦✇ t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥t ❬✻✷❪✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❧❛r❣❡ ♠♦✈❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡

s❝❛♥♥❡r r❡s✉❧t ✐♥ s❧♦✇ ✉♥❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ♠♦✈❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ s❝❛♥♥❡r✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦

t❤❡ t✐♣ ♠♦✈✐♥❣ t♦✇❛r❞s t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♦r ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ❛t♦♠ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ♠✐❞✲❡①♣❡r✐♠❡♥t✳

✸✳✸ ⑤ ❯❧tr❛❤✐❣❤ ❱❛❝✉✉♠

❆❧❧ ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡s ✉s❡❞ ✐♥ ♦✉r ❣r♦✉♣ ♦♣❡r❛t❡ ✐♥ ✉❧tr❛❤✐❣❤ ✈❛❝✉✉♠ ✭❯❍❱✮ ✭<

1 × 10−10 ❚♦rr✮✳ ❚❤✐s ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❡♥s✉r❡ s❛♠♣❧❡s r❡♠❛✐♥ ❝❧❡❛♥ ❢r♦♠ ❛❞s♦r❜❛t❡s

✷✹



t❤❛t ✇♦✉❧❞ ✐♥t❡r❢❡r❡ ✇✐t❤ ♦✉r st✉❞✐❡s✳✷ ❚❤❡ str♦♥❣ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❜s♦❧✉t❡ ♣r❡ss✉r❡

❛♥❞ s✉r❢❛❝❡ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ❤❛s ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ ✇✐❞❡s♣r❡❛❞ ❛❞♦♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲❛♥❣♠✉✐r ✉♥✐t

❜② t❤❡ s✉r❢❛❝❡ s❝✐❡♥❝❡ ❝♦♠♠✉♥✐t② ❬✻✸❪✳ ❖♥❡ ▲❛♥❣♠✉✐r ✭▲✮ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❡①♣♦s✉r❡

♦❢ ❛ s✉r❢❛❝❡ t♦ 1 × 10−6 ❚♦rr ❢♦r ♦♥❡ s❡❝♦♥❞ ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② t♦ t❤❡

❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ ♠♦♥♦❧❛②❡r ♦❢ ❛❞s♦r❜❡❞ ❣❛s❡s ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s t❤❛t

♠❡❡t t❤❡ s✉r❢❛❝❡ st✐❝❦ t♦ ✐t✳ ❆t t❤❡ ♣r❡ss✉r❡s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✐♥ ♦✉r s②st❡♠s t❤✐s ♦❢t❡♥

♣❡r♠✐ts s❛♠♣❧❡s s❡✈❡r❛❧ ❞❛②s ❜❡❢♦r❡ t❤❡②✬✈❡ ❤❛❞ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❞♦s❡ ♦❢ ♦♥❡ ▲❛♥❣♠✉✐r✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ s✉r❢❛❝❡ ✇❡ ✇♦r❦ ✇✐t❤ ✭❙✐✭✶✵✵✮✲❍✮ ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② ✐♥❡rt

t❤❡ st✐❝❦✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐s s♠❛❧❧ ❬✻✹❪❀ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ✇❡ ❝❛♥ ♦❢t❡♥ s❝❛♥ t❤❡ s❛♠❡ s❛♠♣❧❡ ❢♦r

s❡✈❡r❛❧ ✇❡❡❦s ♦r ♠♦♥t❤s✱ s❛✈✐♥❣ ✉s ❛ ❣r❡❛t ❞❡❛❧ ♦❢ ❡✛♦rt ✐♥ ♥♦t ❤❛✈✐♥❣ t♦ ❝♦♥t✐♥✉❛❧❧②

♣r❡♣❛r❡ ♥❡✇ s❛♠♣❧❡s✳✸

❚♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡s❡ ♣r❡ss✉r❡s ♦✉r ❣r♦✉♣ ✉s❡s ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♣✉♠♣s ❛♥❞ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧

✈❛❝✉✉♠ ❝❤❛♠❜❡rs✳ ❋♦r r♦✉❣❤✐♥❣ ♣✉♠♣s ✇❡ ✉t✐❧✐③❡ ❚r✐✲❙❝r♦❧❧ ♣✉♠♣s ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡✐r

❝❧❡❛♥❧✐♥❡ss✳ ❚❤❡s❡ t②♣✐❝❛❧❧② ❜❛❝❦ t✉r❜♦ ♣✉♠♣s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❝②❝❧❡ t❤❡ ❧♦❛❞ ❧♦❝❦✱

❣❛s ❧✐♥❡s✱ ❛♥❞ ❋■▼ ❝❤❛♠❜❡r✳ ❖✉r ♠❛✐♥ ♣✉♠♣s ❛r❡ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♦♥ ♣✉♠♣s

❛♥❞ t✐t❛♥✐✉♠ s✉❜❧✐♠❛t✐♦♥ ♣✉♠♣s✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ♣✉♠♣ ❡①tr❡♠❡❧②

❡✛❡❝t✐✈❡❧② ✇✐t❤♦✉t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♥❣ ❛♥② ✈✐❜r❛t✐♦♥✳

✸✳✹ ⑤ ❱✐❜r❛t✐♦♥ ■s♦❧❛t✐♦♥

❚❤♦✉❣❤t❢✉❧ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ✐s♦❧❛t❡ s❝❛♥♥✐♥❣ ♣r♦❜❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡s ❢r♦♠ ✈✐✲

❜r❛t✐♦♥ ❬✹❪✳ ❙❡✈❡r❛❧ ♦❢ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡s r❡st ♦♥ t❤✐❝❦ ❝♦♥❝r❡t❡ ♣❛❞s t❤❛t ❛r❡ s❡♣❛r❛t❡❞

❢r♦♠ t❤❡ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ ✈✐❛ ❛ r✉❜❜❡r ❧✐♥✐♥❣✱ t❤✉s ❞❛♠♣✐♥❣ t❤❡ ❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝② ✈✐❜r❛t✐♦♥s

♣r❡s❡♥t ✐♥ ❛♥② str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡s ❛r❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦♥ t❤✐❝❦ st❡❡❧ t❛❜❧❡s t❤❛t

r❡st ♦♥ ❧❡❣s t❤❛t ❛r❡ ✜❧❧❡❞ ✇✐t❤ ❛ st❡❛❞② s✉♣♣❧② ♦❢ ❝♦♠♣r❡ss❡❞ ❛✐r✳ ❆❝t✐✈❡ ❛✐r ❧❡❣s✱

✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✉s❡❞ ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ♦❢ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡s✱ ❛r❡ ❛❧s♦ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛❝❝❡❧❡r♦♠❡t❡rs

t❤❛t ❝♦♥st❛♥t❧② ✐♥❢♦r♠ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❛❝t✉❛t♦rs ♦♥ t❤❡ ❧❡❣s t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥s

❛♥❞ ❧❡✈❡❧ t❤❡ t❛❜❧❡✳ ❈❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❤❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ♠♦r❡ ❝r✐t✐❝❛❧

❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❚❤❡ st❛❣❡✱ ✇❤✐❝❤ ❤♦❧❞s ❜♦t❤ t❤❡ ♥❛♥♦t✐♣ ❛♥❞ s❛♠♣❧❡✱ ✐s s✉s♣❡♥❞❡❞ ♦♥

s♣r✐♥❣s✳ ❆❧s♦ ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ t❤❡ ♣❡r✐♣❤❡r② ♦❢ t❤❡ st❛❣❡ ✐s ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ❝♦♣♣❡r ✜♥s ✇❤✐❝❤

✷❚❤❡r❡ ❛r❡ r❡s❡❛r❝❤ ❛r❡❛s ✇❤❡r❡ s❝❛♥♥✐♥❣ ♣r♦❜❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ ✉s❡❞ ✉♥❞❡r ❛♠❜✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦r
✇✐t❤ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ s✉❜♠❡r❣❡❞ ✐♥ s♦❧✉t✐♦♥✳

✸❚❤✐s ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ✇❤✐❝❤ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ✇❡ ✉s❡✳ ❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✐♥♥❡r s❤✐❡❧❞s ♦❢ t❤❡ ❧♦✇✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡
♠❛❝❤✐♥❡s ❛❝t ❛s ❛ ❝r②♦♣✉♠♣ s❛♠♣❧❡s r❡♠❛✐♥ ❝❧❡❛♥ ♠✉❝❤ ❧♦♥❣❡r t❤❛♥ ✐♥ r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♠❛❝❤✐♥❡s✳
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♦✈❡r❧❛♣ ❛♥❝❤♦r❡❞ ♠❛❣♥❡ts❀ ✇❤❡♥ t❤❡ st❛❣❡ ✐s ❤✉♥❣✱ ✈✐❜r❛t✐♦♥s ✐♥❞✉❝❡ ❡❞❞② ❝✉rr❡♥ts

✐♥ t❤❡ ❝♦♣♣❡r ✜♥s ❛♥❞ ❞❛♠♣ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛❣❡✳ ❲✐t❤ t❤❡s❡ ❝♦♥tr♦❧s ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡

t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ∼ 0.1 ♣♠✴
√
❍③✱ ✇✐t❤ < 50 ❍③ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❧✐♠✐t✐♥❣ ❢✉rt❤❡r ✐s♦❧❛t✐♦♥✳

✸✳✺ ⑤ ▲♦✇ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝r✐t✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦✉r ♠✐❝r♦s❝♦♣❡s ✐s t❡♠♣❡r❛✲

t✉r❡✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ❣r♦✉♣ ❤❛s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✇♦r❦❡❞ ♦♥ r♦♦♠✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♠❛❝❤✐♥❡s t❤❡ t✇♦

♥❡✇❡st ❛❞❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❜♦t❤ ❝♦♥s✐st❡♥t❧② ❝♦♦❧❡❞ t♦ 4.5 ❑✳ ❚✇♦ ❥❛❝❦❡ts ❧✐♥❡ t❤❡ ✐♥s✐❞❡ ♦❢

t❤❡ ❤❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ t♦ ❝♦♦❧ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❚❤❡ ♦✉t❡r ❥❛❝❦❡t ✐s ✜❧❧❡❞

✇✐t❤ ❧✐q✉✐❞ ♥✐tr♦❣❡♥ t❤❛t ❝♦♦❧s t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ t♦ 77 ❑✳ ❚❤❡ ✐♥♥❡r ❥❛❝❦❡t ✐s ✜❧❧❡❞ ✇✐t❤

❧✐q✉✐❞ ✹❍❡ ✇❤✐❝❤ ♠❛✐♥t❛✐♥s ✐t ❛t ∼ 4.5 ❑ ❢♦r t✇♦ t♦ t❤r❡❡ ❞❛②s ♣❡r ✜❧❧✳

▲♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❣r❡❛t❧② ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ❜② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣

t❤❡r♠❛❧ ❞r✐❢t✳ ❚❤❡r♠❛❧ ❞r✐❢t ✐s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ s♠❛❧❧ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✇❤✐❝❤

❝❛✉s❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡①♣❛♥s✐♦♥s ♦r ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ✐♥ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡✱ ❛♥❞

t❤❡r❡❜② ✉♥❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ♠♦✈❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ s❝❛♥♥❡r✳ ❈♦✉♣❧✐♥❣ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❞✐r❡❝t❧② t♦ ❛

❧❛r❣❡ t❤❡r♠❛❧ ❜❛t❤ ❛❧s♦ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❤❡❛t ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝

s❝❛♥♥❡rs ✐s ❡✣❝✐❡♥t❧② ❞✐ss✐♣❛t❡❞✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ ❢❛❝t♦rs ❝♦♠❜✐♥❡ t♦ ♠❛❦❡ s❝❛♥♥✐♥❣ ❛t

❧♦✇✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡s s♦ st❛❜❧❡ t❤❛t ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❛t♦♠s ❝❛♥ ❜❡ tr❛❝❦❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢

❞❛②s ♦r ✇❡❡❦s✳

✸✳✻ ⑤ ❈♦♥tr♦❧ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝s ❛♥❞ ❙✐❣♥❛❧ ❆❝q✉✐s✐t✐♦♥

❙❝❛♥♥✐♥❣ ♣r♦❜❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡s r❡❧② ❤❡❛✈✐❧② ✉♣♦♥ ❛ s②st❡♠ ♦❢ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❝♦♥tr♦❧ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s✳

❚❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✉s❡❞ ❢♦r ❝♦♥tr♦❧ ✈❛r✐❡s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ t②♣❡ ♦❢

♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ♦r ✐ts ♠♦❞❡ ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥✱ ❜✉t ✐♥ t❤❡ ❲♦❧❦♦✇ ❧❛❜ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ♠♦❞❡ ✇❡ ✉s❡

✐s s❝❛♥♥✐♥❣ t✉♥♥❡❧❧✐♥❣ ♠✐❝r♦s❝♦♣②✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛s❡ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ s✐❣♥❛❧ ✐s t❤❡ t✉♥♥❡❧❧✐♥❣

❝✉rr❡♥t✳ ❚②♣✐❝❛❧❧② t❤❡ ❣♦❛❧ ✐s ❢♦r t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ ❛ ❝♦♥st❛♥t t✉♥♥❡❧❧✐♥❣

❝✉rr❡♥t ❜② ❛❞❥✉st✐♥❣ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ t✐♣ ✈✐❛ t❤❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ♠♦t♦rs✳ ❚♦ ❛❝❤✐❡✈❡

t❤✐s✱ t❤❡ t✉♥♥❡❧❧✐♥❣ ❝✉rr❡♥t ✭✇❤✐❝❤ ✐s ♦❢t❡♥ < 100 ♣❆✮ ✐s ✜rst ❛♠♣❧✐✜❡❞ ❜② ❛ ♣r❡❛♠♣

♣♦s✐t✐♦♥❡❞ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ t✐♣✳ ❚❤❡ s✐❣♥❛❧ ✐s t❤❡♥ ❞✐❣✐t✐③❡❞ ❜② ❛♥ ❛♥❛❧♦❣ t♦ ❞✐❣✐t❛❧

❝♦♥✈❡rt❡r ✭❆❉❈✮ ❛♥❞ ❢❡❞ ✐♥t♦ ❛ ✜❡❧❞ ♣r♦❣r❛♠♠❛❜❧❡ ❣❛t❡ ❛rr❛② ✭❋P●❆✮✳ ❆ ❝♦♣② ♦❢

t❤✐s ❞✐❣✐t❛❧ s✐❣♥❛❧ ✐s s❡♥t t♦ ❛ ✇♦r❦st❛t✐♦♥ ❢♦r ❞✐s♣❧❛② ❛♥❞ r❡❝♦r❞✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥

✷✻



t❤❡ s❡tt✐♥❣s ❛♣♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ✭❡✳❣✳ ♠❛✐♥t❛✐♥ 50 ♣❆ t✉♥♥❡❧❧✐♥❣ ❝✉rr❡♥t✮ t❤❡

❋P●❆ r❡t✉r♥s ❝♦♠♠❛♥❞s t♦ ❛ ❞✐❣✐t❛❧ t♦ ❛♥❛❧♦❣ ❝♦♥✈❡rt❡r ✭❉❆❈✮ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧②

❢❡❡❞✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧ s✐❣♥❛❧s ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ♠♦t♦rs✮

❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡✳ ❆ s✐♠✐❧❛r ✢♦✇ ♦❢ s✐❣♥❛❧s ✐s ✉s❡❞ t♦ r❡❝♦r❞ ❛❧❧ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t

❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡✈❡rs❡ ♣r♦❝❡ss ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ✐♠♣♦s❡ ❛ s❡r✐❡s ♦❢

s✐❣♥❛❧s ♦♥ t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ t♦ ♣❡r❢♦r♠ s♣❡❝tr♦s❝♦♣② ✭❡✳❣✳ ✈❛r② t❤❡ ❜✐❛s✮✳ ❈♦♥tr♦❧ ❛♥❞

s✐❣♥❛❧ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ✐s ✐♠♣❧♠❡♥t❡❞ ✈✐❛ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s✳

❆ s✐♠✐❧❛r s②st❡♠ ✐s ✉s❡❞ t♦ r❡❣✉❧❛t❡ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡ ❆❋▼✳ ❲❡ ✉t✐❧✐③❡ q✲P❧✉s

s❡♥s♦rs ✇❤✐❝❤ ✇❡r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❋r❛♥③ ●✐❡ss✐❜❧ ✐♥ ✶✾✾✽ ❬✻✺❪✳ ❉✉❡ t♦ ❛ ❝❧❡✈❡r ❞❡s✐❣♥

t❤❡② ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❙❚▼✱ s✉❝❤ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② s✇✐t❝❤ ❜❡t✇❡❡♥ ❙❚▼

❛♥❞ ❆❋▼ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡s❡ s❡♥s♦rs ✐s ❛ q✉❛rt③ t✉♥✐♥❣ ❢♦r❦✱

✇❤✐❝❤ ✇❤❡♥ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ✐♥ ❆❋▼ ♠♦❞❡ ✐s ❞r✐✈❡♥ ❛t ✭♦r ♥❡❛r✮ ✐ts r❡s♦♥❛♥t ❢r❡q✉❡♥❝②

✭f0✮✳ ❉✉❡ t♦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠♣❧❡ t❤❡ ❝❛♥t✐❧❡✈❡r ♦s❝✐❧❧❛t❡s ♦✛ r❡s♦♥❛♥❝❡ ✭f✮✳

❇❡❝❛✉s❡ q✉❛rt③ ✐s ❛ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧✱ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ❝❛♥t✐❧❡✈❡r ♣r♦❞✉❝❡s ❛ t✐♠❡✲

✈❛r②✐♥❣ ✈♦❧t❛❣❡ ❛❝r♦ss ✐t ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② ❡❧❡❝tr♦❞❡s ♣❛tt❡r♥❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ♦♥ t❤❡

❝❛♥t✐❧❡✈❡r✬s s✐❞❡s✳ ❚❤✐s ✇❡❛❦ s✐❣♥❛❧ ✐s q✉✐❝❦❧② ❛♠♣❧✐✜❡❞ ❜② ❛ ♣r❡❛♠♣❧✐❢❡r ♠♦✉♥t❡❞ ❝❧♦s❡

t♦ t❤❡ s❡♥s♦r ❜❡❢♦r❡ ❜❡✐♥❣ ✜❧t❡r❡❞ ❛♥❞ s❡♥t t♦ t❤❡ ❆❉❈✲❋P●❆✲❉❆❈ st❛❝❦✳ ❙♣❧✐tt✐♥❣

t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✐♥t♦ s❡✈❡r❛❧ ❜r❛♥❝❤❡s ❛❧❧♦✇s ♦♥❡ t♦ ❝♦♥tr♦❧ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❝♦♥tr♦❧ ❧♦♦♣s✳

❲❡ t②♣✐❝❛❧❧② ♦♣❡r❛t❡ t✇♦✿ ♦♥❡ t❤❛t ❝♦♥tr♦❧s t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❢r♦♠ t❤❡ VRMS ♦❢

t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ s✐❣♥❛❧❀ ❛♥❞ ♦♥❡ t❤❛t ❝♦♥tr♦❧s t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ❢r♦♠ t❤❡ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣ ❛♥❞ r❡s♣♦♥s❡ s✐❣♥❛❧s ✭φ✮✳ ❇♦t❤ ❝♦♥tr♦❧ s②st❡♠s ❛❝t ✐♥ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥

t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ ❛ ❝♦♥st❛♥t ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ t✐♣✳✹ ❚❤❡ ♣r✐♠❛r② s✐❣♥❛❧ ✉s❡❞ ❢♦r

r❡❝♦r❞✐♥❣ ❆❋▼ ✐♠❛❣❡s ✐s t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② s❤✐❢t ∆f = f − f0✳ ❚❤✐s ✐s r❡❛❞✐❧② ♦❜t❛✐♥❡❞

❜② s❡♥❞✐♥❣ ♦♥❡ ❝♦♣② ♦❢ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ s✐❣♥❛❧ t❤r♦✉❣❤ ❛ ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦❡❞✲❧♦♦♣ ❬✹✻❪✳

✹❆ t❤✐r❞ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ r❡❣✉❧❛t❡ t❤❡ t✐♣✲s❛♠♣❧❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✇❤✐❧❡ ✐♥ ❆❋▼ ♠♦❞❡✳ ❚♦
❛✈♦✐❞ ❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤✐s t❤✐r❞ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✇❡ t②♣✐❝❛❧❧② ♦♣❡r❛t❡ t❤❡ ❆❋▼ ✇✐t❤ t❤✐s ❝♦♥tr♦❧ ❧♦♦♣
♦✛ ❛♥❞ ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧② s❡t t❤❡ ❤❡✐❣❤t ✈✐❛ ❙❚▼✳

✷✼



✹ ⑤ ❚❤❡ ❙✐❧✐❝♦♥ ❙✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ ❉❛♥❣❧✐♥❣ ❇♦♥❞s

✹✳✶ ⑤ ❙✉r❢❛❝❡ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ ❚❤❡ ❍✲❙✐✭100✮✲✭2× 1✮ r❡❝♦♥✲

str✉❝t✐♦♥✳ ❙✐❧✐❝♦♥ ❛t♦♠s ✐♥ ❞❛r❦ ❣r❡②✱ ❍
❛t♦♠s ✐♥ ❧✐❣❤t ❣r❡②✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② ✇❛②s t♦ ❝❧❡❛✈❡ ❛ ❝r②s✲

t❛❧✱ ❛♥❞ ❞♦✐♥❣ s♦ ❝r❡❛t❡s ❛ ♥❡✇ ✈❛❝✉✉♠✲

❢❛❝✐♥❣ s✉r❢❛❝❡ ♦♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛♥ s❝❛♥✳

❈r✉❝✐❛❧❧②✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ♥❡✇ s✉r❢❛❝❡ ✐s ♦❢✲

t❡♥ ♥♦t st❛❜❧❡✳ ❖♥ ❛ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❧❡✈❡❧✱

❝❧❡❛✈✐♥❣ ✐s t❤❡ ♣r♦❝❡ss ❜② ✇❤✐❝❤ ❜✉❧❦

❛t♦♠s ❛r❡ t♦r♥ ❛♣❛rt ❢r♦♠ ♦♥❡ ❛♥♦t❤❡r✱

r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ ♦r❜✐t❛❧s ✇❤✐❝❤

r❡♠❛✐♥ ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛t t❤❡ ✈❛❝✉✉♠ ✐♥t❡r✲

❢❛❝❡✳ ❚❤❡s❡ ♦r❜✐t❛❧s ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ❛s ❉❇s✳

❚♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ t♦t❛❧ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣②✱ ❝r②st❛❧s ✇✐❧❧ ♦❢t❡♥ s♣♦♥t❛♥❡♦✉s❧② r❡♦r❣❛♥✐③❡ s❡✈❡r❛❧

❧❛②❡rs ♦❢ ❛t♦♠s ♥❡❛r t❤❡✐r s✉r❢❛❝❡✱ ♦❢t❡♥ ✐♥ ❛ ❞✐r❡❝t ❡✛♦rt t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r

♦❢ ❉❇s ❬✻✻❪✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡s❡ ❧❛②❡rs ♠✉st ❜♦♥❞ ❞✐r❡❝t❧② t♦ t❤❡ ❜✉❧❦ ❛t♦♠s✱ t❤❡✐r ❛t♦♠✐❝

str✉❝t✉r❡s ❛r❡ ❞✐st✐♥❝t ❢r♦♠ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ ❜✉❧❦✳ ■t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥ ❙P▼

❡①♣❡r✐♠❡♥ts t♦ s♣❡❝✐❢② t❤❡ s✉r❢❛❝❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❜❡✐♥❣ st✉❞✐❡❞✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② s✉r❢❛❝❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ♦❢ s✐❧✐❝♦♥✳ ❚❤❡② ❝❛♥ ♦❢t❡♥ ❜❡ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜❧②

❝r❡❛t❡❞ ❜② ❝❧❡❛✈✐♥❣ t❤❡ ❝r②st❛❧ ❛❧♦♥❣ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛♥ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣

♣r♦t♦❝♦❧✳ ❍❡❛t✐♥❣ t❤❡ ❝r②st❛❧ ♣r♦✈✐❞❡s ✐t ✇✐t❤ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♥❡❝❡ss❛r② t♦ tr❛✈❡rs❡ t❤❡

❡♥❡r❣② ❧❛♥❞s❝❛♣❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ t✇♦ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥❧②

st✉❞✐❡❞ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ♦❢ s✐❧✐❝♦♥ ❛r❡ ❙✐(111)− (7× 7) ❛♥❞ ❙✐(100)− (2× 1)✳✶ ■♥ t❤❡

❲♦❧❦♦✇ ❧❛❜ ✇❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❧❛tt❡r✳

❚♦ ❝r❡❛t❡ t❤❡ ❙✐(100)−(2×1) r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✇❡ ❜❡❣✐♥ ❜② s❡❧❡❝t✐♥❣ ❝r②st❛❧s ❝❧❡❛✈❡❞

❛❧♦♥❣ t❤❡ 100 ♣❧❛♥❡✳ ❇❡❝❛✉s❡ ❙✐ ✐s ❛ ❢♦✉rt❤ ❣r♦✉♣ ❡❧❡♠❡♥t ❛♥❞ ❤❛s ❛ ❞✐❛♠♦♥❞ ❜✉❧❦

❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡ t❤✐s s②♠♠❡tr✐❝❛❧❧② s❡✈❡rs t✇♦ ❜♦♥❞s ♦❢ ❡❛❝❤ s✉r❢❛❝❡ ❛t♦♠✱ ❝r❡❛t✐♥❣

✶❚❤❡s❡ ❢♦❧❧♦✇ ❲♦♦❞✬s ♥♦t❛t✐♦♥ ❢♦r ♥❛♠✐♥❣ s✉r❢❛❝❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✜rst ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ♥❛♠❡
✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝r②st❛❧ ✇❛s ❝❧❡❛✈❡❞✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❤❛❧❢ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡
♥❡✇ s✉r❢❛❝❡ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ t❤❡ t❤❡ ✉♥r❡❧❛①❡❞ s✉r❢❛❝❡ ❜② ♣r♦✈✐❞✐♥❣ t❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ❢❛❝t♦rs ❢♦r
t❤❡ t✇♦ ✉♥✐t ✈❡❝t♦rs✳

✷✽



❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ ❙❚▼ ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ❙✐✭111✮✲✭7×7✮ ❛♥❞ ❍✲❙✐✭100✮✲✭2×1✮ s✉r❢❛❝❡s✳ ✭❆✱❇✮
❈♦♥st❛♥t ❝✉rr❡♥t ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ❙✐✭111✮✲✭7× 7✮ s✉r❢❛❝❡ ❛t −2.0 ❱ ❛♥❞ +2.0 ❱✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
✭❈✮ ❆ ❝♦♥st❛♥t ❝✉rr❡♥t ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❍✲❙✐✭100✮✲✭2 × 1✮ s✉r❢❛❝❡ ❛t −1.8 ❱✳ ✭❉✮ ❆ ❝♦♥st❛♥t
❤❡✐❣❤t ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❍✲❙✐✭100✮✲✭2× 1✮ s✉r❢❛❝❡ ❛t +0.5 ❱✳ ❙❝❛❧❡ ❜❛rs ❛r❡ 1 ♥♠✳ ❉❛s❤❡❞ ❜♦①❡s
✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✉♥✐t ❝❡❧❧✳

t✇♦ ❉❇s✳ ❚❤✐s ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ✐s ✉♥st❛❜❧❡✳ ❆❞❥❛❝❡♥t s✐❧✐❝♦♥ ❛t♦♠s ♣✐♥❝❤ t♦❣❡t❤❡r ❛♥❞

❜♦♥❞ t♦ ♦♥❡ ❛♥♦t❤❡r✱ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♥❣ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡✐r t✇♦ ❉❇s ❛♥❞ ❢♦r♠✐♥❣ ✇❤❛t ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s

❛ s✐❧✐❝♦♥ ❞✐♠❡r ❬✻✻✱ ✻✼❪✳ ❚♦ r❡❧✐❡✈❡ str❛✐♥ ♦♥ t❤❡ ❝r②st❛❧ ❧❛tt✐❝❡✱ ❞✐♠❡rs ❢♦r♠ ❛❧♦♥❣ ❛

s❡r✐❡s ♦❢ ❧♦♥❣ ♣❛r❛❧❧❡❧ r♦✇s✳ ❚❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐♠❡r r♦✇s s❤✐❢t ❜② ♥✐♥❡t② ❞❡❣r❡❡s

✉♣♦♥ tr❛✈❡rs✐♥❣ st❡♣ ❡❞❣❡s ❛s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ s✐❧✐❝♦♥✬s ❞✐❛♠♦♥❞ ❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡✳

❈r✉❝✐❛❧❧②✱ ❡❛❝❤ s✉r❢❛❝❡ ❛t♦♠ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❜✉t t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✐s

❛♥✐s♦tr♦♣✐❝✳

✹✳✷ ⑤ ❉♦♥♦rs ❛♥❞ ❙✉r❢❛❝❡ ❙t❛t❡s

❙✐❧✐❝♦♥ ✐s ❛ s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦r✳ ■♥ ❛ ♣✉r❡ s❛♠♣❧❡ ❛t 0 ❑ t❤❡ ❋❡r♠✐ ❧❡✈❡❧ ✇♦✉❧❞ ❧✐❡ ❞✐r❡❝t❧② ✐♥

t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛♥❞ ❣❛♣✳ ■♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❣r♦✉♣ t❤r❡❡ ✭❛❝❝❡♣t♦rs✮ ♦r ❣r♦✉♣ ✜✈❡ ❡❧❡♠❡♥ts

✭❞♦♥♦rs✮✱ ❛❦❛ ❞♦♣✐♥❣✱ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❧♦✇❡r ♦r r❛✐s❡ t❤❡ ❋❡r♠✐ ❧❡✈❡❧✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❆t

❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❞♦♥♦rs ✬❢r❡❡③❡ ♦✉t✬ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❧✐❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② 50 ♠❡❱ ❜❡❧♦✇

t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❜❛♥❞✱ s♦ t❤❡r❡ ✐s ✐♥s✉✣❝✐❡♥t t❤❡r♠❛❧ ❡♥❡r❣② ❢♦r t❤❡♠ t♦ ✐♦♥✐③❡ ❬✻✽❪✳

❆s ❛ r❡s✉❧t✱ s✐❧✐❝♦♥ t②♣✐❝❛❧❧② ❤❛s ♣♦♦r ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ❛t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳ ❚♦

st✉❞② t❤❡♠ ❛t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ✇❡ ✉s❡ ❤✐❣❤❧② ♥✲❞♦♣❡❞ s❛♠♣❧❡s✳ ❆t ❤✐❣❤ ❡♥♦✉❣❤

❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ✭> 1018 ❛t♦♠s ♣❡r ❝♠✸✮ t❤❡ ❞♦♥♦r ✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥s ♦✈❡r❧❛♣✱ ❝r❡❛t✐♥❣ ❛

❝♦♥❞✉❝t✐✈❡ ❜❛♥❞ ❛♣♣r♦①♠✐❛t❡❧② 50 ♠❡❱ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❜❛♥❞ ❬✻✾❪✳

■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❧❡❝t✐✈❡❧② ✈❛r② t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ❞♦♥♦rs ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢

❞❡♣t❤ ✐♥ t❤❡ ❧❛❜ ✈✐❛ ♦✉r ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧s ❬✼✵❪✳ ■♥ ♣r❡♣❛r✐♥❣ ❙✐(100)−(2×1) ✇❡ ♠✉st

✷✾



❤❡❛t t❤❡ ❝r②st❛❧ t♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s > 900 ◦❈ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡♠♦✈❡ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦①✐❞❡ ❧❛②❡rs✳

❆t t❤❡s❡ ❡❧❡✈❛t❡❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s s✐❧✐❝♦♥ ❛❧s♦ ❜❡❣✐♥s t♦ ❡✈❛♣♦r❛t❡ s❧♦✇❧②✳ Pr❡✈✐♦✉s❧②

t❤❡ ❣r♦✉♣ ❤❛s ✉s❡❞ s❡❝♦♥❞❛r② ✐♦♥ ♠❛ss s♣❡❝tr♦♠❡tr② t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢

s❛♠♣❧❡s✬ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❞❡♣t❤ ❬✼✵❪✳ ■t ✇❛s ❢♦✉♥❞ t❤❛t s❛♠♣❧❡s ❤❡❛t❡❞

t♦ 1050 ◦❈ ❤❛❞ ❛ ❝♦♥s✐st❡♥t ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ❞♦♥♦rs✱ ✇❤✐❧❡ t❤♦s❡ ❤❡❛t❡❞ t♦ 1250 ◦❈

❤❛❞ ✉♣ t♦ t✇♦ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❧♦✇❡r ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ♦❢ ❞♦♥♦rs ✐♥ t❤❡ ♥❡❛r s✉r❢❛❝❡✳

❚❤✐s ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t ❛t ❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s t❤❡ ❞♦♥♦rs ❡✈❛♣♦r❛t❡ ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧❧②✳ ❆t

1250 ◦❈ t❤✐s ❞♦♣❛♥t ❞❡♣❧❡t✐♦♥ r❡❣✐♦♥ ✇❛s ❢♦✉♥❞ t♦ ❡①t❡♥❞ 100 ♥♠✳ ❈♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤❡

❡①t❡♥t ♦❢ ❞♦♣❛♥t ❞❡♣❧❡t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s ✉s ✇✐t❤ ❛ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t♦ ✈❛r② t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢

❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ s✉r❢❛❝❡ st❛t❡s ✭✐❡✳ ❉❇s✮ ❛♥❞ t❤❡ ❜✉❧❦✳ ❙♠❛❧❧ ❧♦❝❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥

t❤❡ ♣r♦①✐♠✐t② t♦ ❞♦♣❛♥ts ❛❧s♦ ❡①♣❧❛✐♥s ✇❤② ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❉❇s ♦❢t❡♥ ❤❛✈❡ ✉♥✐q✉❡ I(V )

❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❬✼✶✱✼✷❪✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❞♦♣❛♥t ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✐s ❤✐❣❤❡r

❢♦r 1050 ◦❈ s❛♠♣❧❡s ✇❡ t②♣✐❝❛❧❧② ✜♥❞ ❉❇s t♦ ❜❡❤❛✈❡ ♠♦r❡ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦

t❤♦s❡ ❢♦✉♥❞ ♦♥ 1250 ◦❈ s❛♠♣❧❡s ❬✼✶❪✳

❖❢ ♣❛r❛♠♦✉♥t ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ t♦ ❙P▼ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛t❡s t❤❛t ❡①✐st

❛t t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧✳ ❙✉r❢❛❝❡ st❛t❡s ❝❛♥ ❜❡ ❜r♦❛❞❧② ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ♦♥❡ ♦❢ t✇♦

t②♣❡s✿ t❤♦s❡ ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ ✐♠♣♦s✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❇❧♦❝❤ st❛t❡s t❤❛t

❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❜✉❧❦✱ ✐❡✳ ❙❤♦❝❦❧❡② st❛t❡s✱ ❛♥❞ t❤♦s❡ t❤❛t ❛r✐s❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ ♦❢ ❛t♦♠✐❝

st❛t❡s ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✐❡✳ ❚❛♠♠ st❛t❡s ❬✼✸❪✳ ❙✉r❢❛❝❡ st❛t❡s ♦❢ s❡♠✐❝♦♥❞❝✉t♦rs ♦❢t❡♥

❧✐❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❜✉❧❦ ❜❛♥❞❣❛♣ ❛♥❞ ❛r❡ ❤✐❣❤❧② ❝♦♥❞✉❝t✐✈❡ ❬✼✹❪✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❙P▼

s✉r❢❛❝❡ st❛t❡s ❞r❛♠❛t✐❝❛❧❧② ❛❧t❡r I(V ) ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❬✼✺❪✳ ❋✐rst✱ t❤❡② ❣✐✈❡ r✐s❡ t♦ ❧❛r❣❡

t✉♥♥❡❧❧✐♥❣ ❝✉rr❡♥ts ✇❤❡r❡ ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ♦t❤❡r✇✐s❡ ❡①♣❡❝t t♦ ❜❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❜✉❧❦ ❜❛♥❞❣❛♣✳

❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡② ♦❢t❡♥ ❞r♦✇♥ ♦✉t s✐❣♥❛❧s ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ ❧❡ss ❝♦♥❞✉❝t✐✈❡ ♣❛t❤✇❛②s✳ ❚❤✉s✱

♠❛♥② ❙P▼ st✉❞✐❡s ♦❢ s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦rs r❡q✉✐r❡ t❤❡ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ s✉r❢❛❝❡ st❛t❡s ❬✼✺❪✳

❲✐t❤ t❤❡ ❙✐(100) − (2 × 1) s✉r❢❛❝❡ t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② t❡r♠✐♥❛t✐♥❣ t❤❡ s✉r❢❛❝❡

✇✐t❤ ❤②❞r♦❣❡♥ ❬✼✹❪✱ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ❉❇s ✇❤✐❝❤ ❢♦r♠ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ st❛t❡s ✇✐t❤ ❛♥

✐♥❡rt ♠♦♥♦❧❛②❡r ❬✻✹❪✳ ▼♦❧❡❝✉❧❛r ❤②❞r♦❣❡♥ ✐s ❧❡❛❦❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ✈❛❝✉✉♠ ❝❤❛♠❜❡r✱ ❝r❛❝❦❡❞

t♦ ❛t♦♠✐❝ ❤②❞r♦❣❡♥ ❜② ❛ ❤♦t ✜❧❛♠❡♥t✱ ❛♥❞ ❧❡❢t t♦ ❝♦✈❛❧❡♥t❧② ❜♦♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ s✉r❢❛❝❡

❛t♦♠s ❬✼✻❪✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ❍✲❙✐(100)− (2×1) s✉r❢❛❝❡✱ ✇❤♦s❡ I(V ) ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s

❝❧♦s❡❧② ♠❛t❝❤ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ ❜✉❧❦ ❝r②st❛❧ ❬✼✹❪✳

✸✵



✹✳✸ ⑤ ❇❛♥❞ ❇❡♥❞✐♥❣

❚❤❡ ♣❤②s✐❝s ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧s ❛t t❤❡✐r ✐♥t❡r❢❛❝❡s ♦❢t❡♥ ❞✐✛❡r ❞r❛st✐❝❛❧❧② ❢r♦♠ t❤❡✐r ❜✉❧❦✳

❖♥❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤✐s ✐s ❜❛♥❞ ❜❡♥❞✐♥❣ ✐♥ s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦rs ❬✼✼❪✳ ❈♦♥s✐❞❡r

t❤❛t ✇❤❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ♦♥ ❛ ♠❡t❛❧ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡

♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛❝r♦ss t❤❡ ♠❡t❛❧ ✐s ③❡r♦❀ t❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❤✐❣❤ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢

❢r❡❡ ❝❛rr✐❡rs ✐♥ ♠❡t❛❧s✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ✜❡❧❞ ❝❛♥ ❞r❛✇ ❝❤❛r❣❡ t♦ t❤❡ s✉r❢❛❝❡

❝♦✉♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✐ts ❡✛❡❝t✳ ❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠♦❜✐❧✐t② ♦❢ ❢r❡❡ ❝❛rr✐❡rs ✐s

❞r❛st✐❝❛❧❧② ❧♦✇❡r ✐♥ s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦rs✱ t❤✐s ❝❛♥♥♦t ♦❝❝✉r✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞s

♣❡♥❡tr❛t❡ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✱ ❝❤❛r❣✐♥❣ ❛ ✜♥✐t❡ ✈♦❧✉♠❡✱ ✇❤✐❝❤ t❤❡♥ s❝r❡❡♥s t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ✜❡❧❞✳

P✉t ❛♥♦t❤❡r ✇❛②✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❜❛♥❞s ❛t t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❝❛♥ ❜❡ s❤✐❢t❡❞ ✉♣ ♦r ❞♦✇♥

✐♥ ❡♥❡r❣② r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❜✉❧❦✳ ❚❤✐s ❡✛❡❝t ✐s ❝❧❡❛r❧② ❡①❛❝❡r❜❛t❡❞ ✇❤❡♥ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣

❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ❢r❡❡ ❝❛rr✐❡rs ✐s ♠✉❝❤

❧♦✇❡r✳

◆✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s t♦ P♦✐ss♦♥✬s ❡q✉❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ t❤❡ ✜❡❧❞

str❡♥❣t❤ t❤r♦✉❣❤♦✉t ❛ s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦r✳ ❚♦ t❤✐s ❡✛❡❝t ❘❛♥❞❛❧❧ ❋❡❡♥str❛ ❤❛s ♠❛❞❡ ❢r❡❡❧②

❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛ s♦❢t✇❛r❡ ♣❛❝❦❛❣❡ ❦♥♦✇♥ ❛s ❙❡♠✐❚✐♣ t❤❛t ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❢♦r ❙P▼

❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❬✼✽❪✳ ❲❤❛t ✐s ❝r✉❝✐❛❧ t♦ ♥♦t❡ ✐s t❤❛t s✉❝❤ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❝❛♥ ♦♥❧② ♣r♦✈✐❞❡

q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ t♦ s✉♣♣♦rt ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r

❜❛♥❞ ❜❡♥❞✐♥❣ r❡q✉✐r❡ ♦♥❡ t♦ s♣❡❝✐❢② ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ t✐♣✬s

❛♣❡①✱ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ♥❡❛r s✉r❢❛❝❡ ❞♦♥♦rs✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡①❛❝t t✐♣ s❛♠♣❧❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥✱

✇❤✐❝❤ ❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧② ✉♥❦♥♦✇♥✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦rr❡❝t❧② ✐♥t❡r♣r❡t ❙P▼ ❡①✲

♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦rs ✐t ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧ t♦ ❝❛r❡❢✉❧❧② ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦

❛♥❞ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❜❛♥❞ ❜❡♥❞✐♥❣✳

❚❤❡ ✜rst ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥t❛❝t ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✭φCPD✮ ❬✶✱ ✼✽❪✳

❚❤✐s ✐s t❤❡ ✜❡❧❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✐♣ ❛♥❞ s❛♠♣❧❡ t❤❛t ❡①✐sts ❛t ③❡r♦ ❛♣♣❧✐❡❞ ❜✐❛s ✈♦❧t❛❣❡

✭❡✈❡♥ ✇❤❡♥ t❤❡ t✐♣s ❛r❡ ♥♦t ✐♥ ❞✐r❡❝t ❝♦♥t❛❝t✮✱ ❛♥❞ ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ✇♦r❦

❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♠❛t❡r✐❛❧s✳

φCPD = φtip − φsample ✭✹✳✶✮

■♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡ ✉s❡ t✉♥❣st❡♥ t✐♣s ❛♥❞ s✐❧✐❝♦♥ s❛♠♣❧❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ φtip ≈ 5 ❡❱

✸✶



❛♥❞ φsample ≈ 4.1 ❡❱ ❬✶❪✳✷ ❚❤✉s t❤❡ ❝♦♥t❛❝t ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ♦♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ 0.9

❡❱ ❛♥❞ s❤✐❢ts t❤❡ ❜❛♥❞s ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✉♣ ✐♥ ❡♥❡r❣②✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❜✐❛s ✈♦❧t❛❣❡ ❬✶✱ ✼✽❪✳ ❆s ✇❛s

❞❡s❝r✐❜❡❞ ❡❛r❧✐❡r✱ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❜✐❛s ✈♦❧t❛❣❡ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞✐r❡❝t❧② ❝♦✉♥t❡r❛❝t t❤❡

❝♦♥t❛❝t ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡✳ ❚❤✐s ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s ✢❛t ❜❛♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❬✶✱✼✽❪✳ ❇② ❛♣♣❧②✐♥❣

❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✭♥❡❣❛t✐✈❡✮ s❛♠♣❧❡ ❜✐❛s ♦♥❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❢✉rt❤❡r s❤✐❢t t❤❡ ❜❛♥❞s ✉♣ ✭❞♦✇♥✮

✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✮✳ ❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ t✐♣✬s ❋❡r♠✐ ❧❡✈❡❧ ♠✉st ❜❡ ❛❧✐❣♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ♦r

✈❛❧❡♥❝❡ ❜❛♥❞ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ t✉♥♥❡❧❧✐♥❣ ❝✉rr❡♥t t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❜✐❛s ✐s ♦❢t❡♥

≥ 1 ❡❱✳ ❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t❛❝t ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❜✐❛s

t②♣✐❝❛❧❧② ❞♦♠✐♥❛t❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❜❛♥❞ ❜❡♥❞✐♥❣ ❛♥❞ ❢♦r t❤✐s r❡❛s♦♥ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐t② ♦❢t❡♥

r❡❢❡rs t♦ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡✐r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛s ❚✐♣ ■♥❞✉❝❡❞ ❇❛♥❞ ❇❡♥❞✐♥❣ ✭❚■❇❇✮ ❬✼✽❪✳

❚❤❡ t❤✐r❞ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❞✉❡ t♦ ❧♦❝❛❧ s✉r❢❛❝❡ ❝❤❛r❣❡s ❬✶❪✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢ ❚■❇❇

✐s ❣r❡❛t ❡♥♦✉❣❤ t♦ ✐♦♥✐③❡ ❛ ❞♦♥♦r ✭D → D+✮ ♦♥❡ ♠✉st ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❞♦✇♥✇❛r❞ ❝♦♥✲

tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝❤❛r❣❡ t♦ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❜❛♥❞s✳ ❚②♣✐❝❛❧❧② t❤❡s❡ ❡✛❡❝ts ❛r❡ s♠❛❧❧

❜✉t t❤❡② ❛r❡ ♦❢t❡♥ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♦❢ s✉r❢❛❝❡ ♥❛♥♦s✲

tr✉❝t✉r❡s ❬✼✷✱ ✼✾✱ ✽✵❪✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ ❜❛♥❞ ❜❡♥❞✐♥❣ ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❛ s❡❝♦♥❞

♦r❞❡r ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡s❡ ❧♦❝❛❧ ❝❤❛r❣❡s✿ t❤❡② ❝r❡❛t❡ ❛ s♠❛❧❧ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣♦s❡s

♥❡✇ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ♠❡t❛❧❧✐❝ t✐♣ ❬✼✽✱ ✽✶❪✳ ❚❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✇❛② ♦❢ s♦❧✈✐♥❣

t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ❝❤❛r❣❡ ✐♥ t❤❡ t✐♣ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✐s

♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ❡①t❡♥❞ ❜❡②♦♥❞ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ t✐♣✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ❛

♣♦s✐t✐✈❡ ❝❤❛r❣❡ ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♣r♦❞✉❝❡s ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♠❛❣❡ ❝❤❛r❣❡✱ s❤✐❢t✐♥❣ t❤❡ ❜❛♥❞s

✉♣ ✭♦r ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✮✳ ❈r✉❝✐❛❧❧②✱ t❤✐s ❡✛❡❝t ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✱ ❜✉t ✐t ❝❛♥ ❜❡❝♦♠❡

s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✇✐t❤ s♠❛❧❧ t✐♣ s❛♠♣❧❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥s ❬✼✽✱✽✶❪✳

✹✳✹ ⑤ ❉❛♥❣❧✐♥❣ ❇♦♥❞s

❉❡s♣✐t❡ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ s✐❧✐❝♦♥ s✉r❢❛❝❡ ❤❛s ♥♦✇ ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ❢♦r ❞❡❝❛❞❡s t❤❡r❡ ✐s st✐❧❧

❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❡❞ ♣❤②s✐❝s t♦ ❜❡ ❡①♣❧♦r❡❞✳ ❖❢ t❤❡ ♥✉♠❡r♦✉s s✉r❢❛❝❡ ❞❡❢❡❝ts

t❤❛t ❡①✐st ♦✉r ❣r♦✉♣ ✐s ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ st✉❞②✐♥❣ ♦♥❡✿ s✐❧✐❝♦♥ ❉❇s✳

✷❚❤❡ ✇♦r❦ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✐♣ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❛♣❡①✳ ❚❤❡ ✇♦r❦ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ ❛ s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦r ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ❞♦♣✐♥❣ ❧❡✈❡❧✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s t❤❡s❡ ❝❛♥♥♦t ❜❡
❦♥♦✇♥ ♣r❡❝✐s❡❧② ❞✉r✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❜✉t ❝❛♥ ❜❡ r❡❛s♦♥❛❜❧② ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ ❜✉❧❦ ✈❛❧✉❡s✳
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✹✳✹✳✶ ⑤ ❉❡✜♥✐♥❣ ❈❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s

❉❇s ❛r❡ sp3 ❤②❜r✐❞✐③❡❞ ❛t♦♠✐❝ ♦r❜✐t❛❧s ✇❤♦s❡ ❧♦❜❡s ❛r❡ ♦r✐❡♥t❡❞ r♦✉❣❤❧② ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r

t♦ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❉❇s ♠♦st ❛r❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡

♦❢ t✇♦ ❦❡② ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✿ ◆♦r♠❛❧✐③❡❞ ❝❤❛r❣❡

❞❡♥s✐t② ♦❢ ❛ ❉❇ ❚❤❡ ❧♦❜❡s ❛r❡ ✉♥✲
❡q✉❛❧ ✐♥ s✐③❡ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❣r❡❛t❡r
♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ❜✉❧❦✳ ❋✐❣✉r❡
t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❬✶❪✳

■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❝♦♥❞❡♥s❡❞ ♠❛tt❡r ♣❤②s✐❝s ❞✐✲

♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛♥❣✉❧❛r ❞❡✲

❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ❢♦r ❛ ✇❛✈❡❢✉♥t✐♦♥ t♦ s♣r❡❛❞✳ ❇②

t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ❛ ❣❛s ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ❝♦♥✜♥❡❞ t♦ t❤❡

✐♥t❡r❢❛❝❡ ♦❢ t✇♦ ❝r②st❛❧s ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ t✇♦

❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✳ ❇❡❝❛✉s❡ ❉❇s ❛r❡ s✐♥❣❧❡ ❛t♦♠✐❝ ♦r✲

❜✐t❛❧s✱ t❤❡② ❛r❡ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ③❡r♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❬✷✼❪✳

❚❤✐s ❣✐✈❡s ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡rs t❤❡ ❣r❡❛t ❢r❡❡❞♦♠ t♦ ❞❡✲

s✐❣♥ ♦♥❡ ♦r t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ❜② ♠❛❦✐♥❣

❧❛r❣❡r ♣❛tt❡r♥s ♦❢ ❉❇s ❬✷✱ ✷✼✱✽✷✕✽✹❪✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❦❡② ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ✐s t❤❛t ❉❇s ❞✐s✲

♣❧❛② s❡✈❡r❛❧ ❝❤❛r❣❡ st❛t❡s✳ ❚❤❡ ❉❇✰✱ ❉❇✵✱ ❛♥❞

❉❇✲ ❝❤❛r❣❡ st❛t❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ✇❤❡♥ t❤❡ ❛t♦♠✐❝

♦r❜✐t❛❧ ❤♦sts 0✱ 1✱ ♦r 2 ❡❧❡❝tr♦♥s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❬✷✼❪✳

❲❤❛t ✐s ❝r✉❝✐❛❧❧② ✐♠♣♦rt❛♥t ✐s t❤❛t t❤❡ ❡♥❡r❣✐❡s

❛t ✇❤✐❝❤ ✐s♦❧❛t❡❞ ❉❇s tr❛♥s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡

❝❤❛r❣❡ st❛t❡s ❧✐❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❜✉❧❦ ❜❛♥❞❣❛♣✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝❛❧❧② ❞❡❝♦✉✲

♣❧❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❜✉❧❦ ❬✷✼❪✱ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❡①❛❝t ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s ❛r❡

❞✐s♣✉t❡❞ ❬✽✸✱ ✽✺✱ ✽✻❪✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ ❝❤❛r❣❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s ✐s

❞✉❡ t♦ t❤❡ ♦♥✲s✐t❡ ❈♦✉❧♦♠❜ r❡♣✉❧s✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ✭♦❢t❡♥ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t❤❡

❍✉❜❜❛r❞ U✮ ❬✽✻❪✳ ❖❢ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ t♦ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤✐s

t❤❡s✐s ✐s t❤❛t ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♠✉t✉❛❧ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❉❇s✱ ❛♥❞ ❛❧s♦

❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❜✐❛s ✈♦❧t❛❣❡✱ ❉❇s ♠❛② ❜❡ ♥❡✉tr❛❧ ♦r ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ❝❤❛r❣❡❞ ❬✷✼❪✳ ❚❤✐s

♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❛r❣❡r ❉❇ str✉❝t✉r❡s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜②

s✐♠♣❧② ❝♦✉♥t✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥st✐t✉❡♥t ❉❇s✳

❆t t❤✐s ♣♦✐♥t ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❞✐s❛♠❜✐❣✉❛t❡ t❤❡ ❉❇ ❝❤❛r❣❡ st❛t❡s ✭❉❇+✱ ❉❇0✱

❉❇−✮ ❢r♦♠ t❤❡ ❉❇ ❝❤❛r❣❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s ✭❉❇+/0✱ ❉❇0/−✮✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❡r ❝❛♥ ❜❡

♦❜s❡r✈❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ❜② ❆❋▼✱ ❬✽✵❪ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❧❛tt❡r ❛r❡ ✇❤❛t ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥❞✐r❡❝t❧② ❜②
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❙❚▼ ❬✼✶✱✼✾❪✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ r❛t✐♦♥❛❧✐③❡❞ ❜② ♥♦t✐♥❣ t❤❛t ❛ t✉♥♥❡❧❧✐♥❣ ❝✉rr❡♥t ♦♥❧② ♦❝❝✉rs

✇❤❡♥ t❤❡ ❉❇ ✐s r❡♣❡❛t❡❞❧② ✐♦♥✐③❡❞ ❛♥❞ r❡❞✉❝❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❉❇ ✐s ♦♥❧② ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢

s♦✉r❝✐♥❣ ❛ t✉♥♥❡❧❧✐♥❣ ❝✉rr❡♥t ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❋❡r♠✐ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ t✐♣ s✇❡❡♣s t❤r♦✉❣❤ ❛ ❝❤❛r❣❡

tr❛♥s✐t✐♦♥ ❧❡✈❡❧✳ ◆♦t❡ t❤✐s ❛❧s♦ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ❉❇+/0 ❛♥❞ ❉❇0/− ❧❡✈❡❧s ❛r❡ ♠✉t✉❛❧❧②

❡①❝❧✉s✐✈❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❛ ❉❇+ ♠✉st ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❉❇0/− ❧❡✈❡❧ ♠❛② ❡①✐st✳

❚❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② ❛♥❞ ❝❤❛r❣✐♥❣ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ ❉❇s ❛♥❞ str✉❝t✉r❡s ❞❡r✐✈❡❞

❢r♦♠ t❤❡♠ ♠❛❦❡ t❤❡♠ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛t♦♠✐❝✲s✐③❡❞ q✉❛♥t✉♠ ❞♦ts ❬✷✼❪✳ ◆♦t❛❜❧②✱ t❤❡②

❤❛✈❡ s❡✈❡r❛❧ ❞✐st✐♥❝t ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ♥❛♥♦s❝♦♣✐❝ q✉❛♥t✉♠ ❞♦ts✳

❋✐rst❧②✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② s♣❧✐tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❧❡✈❡❧s ✐s ♦♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ 100 ♠❡❱ ❬✽✺❪

✇❤✐❝❤ ✐s ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ kBT ❛t 4.5 ❑ ✭∼ 0.04 ♠❡❱✮✳ ❚❤✐s ❝♦♥tr❛sts

tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ q✉❛♥t✉♠ ❞♦ts ✇❤✐❝❤ t②♣✐❝❛❧❧② r❡q✉✐r❡ ♠❑ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡r♠❛❧

❡①❝✐t❛t✐♦♥✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ❢❛❜r✐❝❛t❡❞ ✇✐t❤ ❞✐❣✐t❛❧ ✜❞❡❧✐t② ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❉❇s

❛r❡ r❡str✐❝t❡❞ t♦ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ s♣❛❝✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s✐❧✐❝♦♥ ❧❛tt✐❝❡✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡

❡❧❡❝tr♦♥✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ❞♦ts ❢♦r♠❡❞ ❢r♦♠ ❉❇s ❝❛♥ ❜❡ ♣r❡❝✐s❡❧② ❝r❛❢t❡❞ ❬✽✸❪✱

❛♥❞ ❡♥s❡♠❜❧❡s ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ❞♦ts ❝❛♥ ❜❡ ❢❛❜r✐❝❛t❡❞ ✇✐t❤ t✉♥❛❜❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣s ❬✷❪✳ ❋✐♥❛❧❧②✱

str✉❝t✉r❡s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ s✐❧✐❝♦♥ ❉❇s ❛r❡ ❡①tr❡♠❡❧② st❛❜❧❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② r❡q✉✐r❡❞

t♦ ❜r❡❛❦ t❤❡ ❍✲❙✐ ❜♦♥❞ ✐s ∼ 3.3 ❡❱ ❬✽✼❪✳

✹✳✹✳✷ ⑤ P❛tt❡r♥✐♥❣

❚❤❡r❡ ✐s ❛ ♥❛t✉r❛❧ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ♦❢ ❉❇s ♦♥ t❤❡ ❤②❞r♦❣❡♥✲t❡r♠✐♥❛t❡❞ s✐❧✐❝♦♥ s✉r❢❛❝❡✱ ❜✉t

t❤❡② ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝❛❧❧② ❝r❡❛t❡❞✳ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❙❚▼ t♦ s❡❧❡❝t✐✈❡❧② r❡♠♦✈❡

❍✲❛t♦♠s ❢r♦♠ t❤❡ s✐❧✐❝♦♥ s✉r❢❛❝❡ ✇❛s ✜rst ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ♦♥ ❍✲❙✐(111) ✐♥ 1990 ❜②

❇❡❝❦❡r ❡t ❛❧✳ ❬✽✽❪✱ ❛♥❞ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❍✲❙✐(100) ❜② ▲②❞✐♥❣ ❡t ❛❧✳ ✐♥ ✶✾✾✸ ❬✽✼❪✳ ❚❤❡s❡

t❡❝❤♥✐q✉❡s ✇❡r❡ q✉✐❝❦❧② ❢r❛♠❡❞ ❛s ❛t♦♠✐❝✲s❝❛❧❡ ❧✐t❤♦❣r❛♣❤②✱ ♣❡r♠✐tt✐♥❣ t❤❡ st✉❞② ♦❢

s✉r❢❛❝❡ r❡♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ s✉r❢❛❝❡ ❝❤❡♠✐str② r❡str✐❝t❡❞ t♦ ❛t♦♠✐❝❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ ❞♦♠❛✐♥s✳

❚✇♦ ❞❡s♦r♣t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✇❡r❡ ❢♦✉♥❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ❬✽✾✱ ✾✵❪✳ ❚❤❡ ✜rst ✐s

❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❍✲❙✐ ❜♦♥❞ ❜② ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❢r❡❡ ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ❚❤✐s ♦❝❝✉rs ✇❤❡♥

t❤❡ t✐♣ ✐s ✇✐t❤❞r❛✇♥ ❛ s❤♦rt ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ ♠❛❞❡ t♦ ✜❡❧❞ ❡♠✐t ❤✐❣❤✲

❡♥❡r❣② ❡❧❡❝tr♦♥s ✭> 6.5 ❡❱✮✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ❵s❤♦t❣✉♥✬ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❛t ♦♥❡ ❝❛♥ ✉s❡ t♦ q✉✐❝❦❧②

❝r❡❛t❡ ❧❛r❣❡ ♣❛t❝❤❡s ♦❢ ❜❛r❡ s✐❧✐❝♦♥ ✭∼ 5 × 5 ♥♠✷ ♦r ❧❛r❣❡r✮✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐s♠

✐s ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❍✲❙✐ ❜♦♥❞ ❜② ♠❛♥② ❧♦✇✲❡♥❡r❣② ✐♥❡❧❛st✐❝ t✉♥♥❡❧❧✐♥❣

❡❧❡❝tr♦♥s✳ ❚❤❡ t✐♣ ✐s ❧❡❢t ✇✐t❤✐♥ t✉♥♥❡❧❧✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ ❛♥❞ s❤♦rt ✈♦❧t❛❣❡ ♣✉❧s❡s ✭∼ 20
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♠s✱ ∼ 2.0 ❱✮ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❜r✐❡✢② ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ t✉♥♥❡❧❧✐♥❣ ❝✉rr❡♥t✳ ❇❡❝❛✉s❡ t✉♥♥❡❧❧✐♥❣

❡❧❡❝tr♦♥s ❛r❡ ✉s❡❞ ✐t ✐s ❢❛r ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜❧② ❞❡s♦r❜

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❍✲❛t♦♠s✳

❚✇♦ ❛❞✈❛♥❝❡♠❡♥ts ❜② ♦✉r ❣r♦✉♣ ✐♥ t❤❡ ♣❛st ❢❡✇ ②❡❛rs ❤❛✈❡ ❣r❡❛t❧② ✐♠♣r♦✈❡❞

♦✉r ♣❛tt❡r♥✐♥❣ ♣r♦✜❝✐❡♥❝②✳ ❋✐rst❧②✱ ❣r♦✉♣ ♠❡♠❜❡rs ❤❛✈❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❞❡s✐❣♥❡❞ ❛♥

❛✉t♦♠❛t❡❞ ♣❛tt❡r♥✐♥❣ ♣r♦❣r❛♠ ✭▼ø❧❧❡r ❡t ❛❧✳ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ♦♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ♣r♦❣r❛♠

❬✷✽❪✮✳ ❇❛s❡❞ ✐♥ ▲❛❜❱✐❡✇ ❢♦r ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♦✉r ♠✐❝r♦s❝♦♣❡s✬ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ❝♦♥tr♦❧

s♦❢t✇❛r❡✱ ❛ ✉s❡r ♠❛② s♣❡❝✐❢② ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ♣❛tt❡r♥ ♦❢ ❉❇s ♦♥ ❛ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❣r✐❞

t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ♦✈❡r❧❛✐❞ ♦♥ ❛ s❝❛♥✳ ❚❤❡ ♣r♦❣r❛♠ t❤❡♥ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ♠♦✈❡s t❤❡ t✐♣ t♦

t❤❡ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ❧♦❝❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❛t ❡❛❝❤ ❧♦❝❛t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❡s ❛ tr❛✐♥ ♦❢ ✈♦❧t❛❣❡ ♣✉❧s❡s✳ ❚❤❡

❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ♣✉❧s❡s ✐s s❧♦✇❧② ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✉♥t✐❧ ❛ ❢❡❡❞❜❛❝❦ s✐❣♥❛❧ ✐♥❞✐❝❛t❡s

t❤❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❉❇ ✭❛ st❡♣ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✇❤✐❧❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ✐♥

❝♦♥st❛♥t ❤❡✐❣❤t ♠♦❞❡✮✳ ❚❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✐s t❤❡♥ r❡✲❡♥❣❛❣❡❞ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ t✐♣

♠♦✈❡s t♦ t❤❡ ♥❡①t ❧♦❝❛t✐♦♥✱ r❡♣❡❛t✐♥❣ t❤✐s ♣r♦❝❡ss ✉♥t✐❧ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡✳ ❚❤❡

♣❡r✐♦❞✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ✐s ✉t✐❧✐③❡❞ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ t✐♣ ✐s ❝♦rr❡❝t❧② ♣♦s✐t✐♦♥❡❞ ♦✈❡r t❤❡

❝♦rr❡❝t ❛t♦♠✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ❝❛♥ ❝r❡❛t❡ ❧❛r❣❡ ♣❛tt❡r♥s ✇✐t❤ ♦♥❧② ∼ 5✪ ❡rr♦r

✭❧✐♠✐t❡❞ ❜② t✐♣ ✐rr❡❣✉❧❛r✐t✐❡s✮✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛❞✈❛♥❝❡♠❡♥t ✐s t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ s❡❧❡❝t✐✈❡❧② r❡✲♣❛ss✐✈❛t❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❉❇s

❬✷✾✱✸✵❪✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r ❞♦✐♥❣ s♦ ✐s s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ❆❋▼ ♦r ❙❚▼

♠♦❞❡✿ ❛ ❤②❞r♦❣❡♥✲❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐③❡❞ t✐♣ ✐s ♣♦s✐t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡ ❛ ❉❇ ❛♥❞ ❜r♦✉❣❤t ❝❧♦s❡

❡♥♦✉❣❤ t❤❛t t❤❡ ❤②❞r♦❣❡♥ ❛t♦♠ ♠❛② ❢♦r♠ ❛ ❝♦✈❛❧❡♥t ❜♦♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ s✐❧✐❝♦♥

❛t♦♠✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ t❤❛t t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇❛s ♦♥❧② r❡❝❡♥t❧② ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ ✐s t❤❛t ✐t ✇❛s

♣r❡✈✐♦✉s❧② ✉♥❦♥♦✇♥ ❤♦✇ t♦ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐③❡ t❤❡ t✐♣✳ ❆s ✐t t✉r♥s ♦✉t✱ t✐♣s ♦❢t❡♥ ♣✐❝❦ ✉♣

❤②❞r♦❣❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✇❤✐❧❡ s❝❛♥♥✐♥❣ ♦r ❝r❡❛t✐♥❣ ❉❇s✳ ❚❤❡ ❦❡② ✐s ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣

✇❤❡♥ ❛ ❤②❞r♦❣❡♥ ❛t♦♠ ✐s ❛t t❤❡ t✐♣✬s ❛♣❡①✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❣r♦✉♣ ❤❛s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ t✇♦

s✐❣♥❛t✉r❡s ❬✷✾✱✾✶❪✳ ❋✐rst✱ ❤②❞r♦❣❡♥✲t❡r♠✐♥❛t❡❞ t✐♣s ♦❢t❡♥ s❝❛♥ ✇✐t❤ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❝♦♥tr❛st✱

s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❛t♦♠s ✐♥ ❞✐♠❡r r♦✇s ❝❛♥ ❜❡ r❡s♦❧✈❡❞✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ ∆f(z)

s♣❡❝tr❛ ♦❢ ❤②❞r♦❣❡♥✲❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐③❡❞ t✐♣s ♦❢t❡♥ s❤♦✇ t✇♦ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠s✳ ❚❤❡ ✜rst

♠✐♥✐♠✉♠ ✐s ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ❤②❞r♦❣❡♥ ❛t♦♠ ❛t t❤❡ t✐♣✬s ❛♣❡① ❜❡✐♥❣ ♣❤②s✐❝❛❧❧② ❜❡♥t

♦✉t ♦❢ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛s t❤❡ t✐♣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❬✷✾✱ ✾✶❪✳ ❚❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ♦❢ t❤✐s

❛❞✈❛♥❝❡♠❡♥t ✐s t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ❝r❡❛t❡ ❛t♦♠✐❝❛❧❧② ♣r❡❝✐s❡ ♣❛tt❡r♥s ♦❢ ❛r❜✐tr❛r② s✐③❡

❜② ♣❛tt❡r♥✐♥❣ ❉❇s ♦♥ ❤✐❣❤✲q✉❛❧✐t② r❡❣✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ r❡♣❛✐r✐♥❣ ❛♥② ❡rr♦rs ✇❡

✸✺



♠❛❦❡ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✳

✹✳✹✳✸ ⑤ ■♠❛❣✐♥❣

❉❇s ❝❛♥ ❜❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t❡❞ ❢r♦♠ ♦t❤❡r s✉r❢❛❝❡ ❞❡❢❡❝ts ❜② t❤❡✐r ✉♥✐q✉❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ✐♥

❙❚▼ ✐♠❛❣❡s✳ ❆t ♥❡❣❛t✐✈❡ s❛♠♣❧❡ ❜✐❛s ✭✜❧❧❡❞✲st❛t❡s✱ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✹❆✮ ❉❇s ❛♣♣❡❛r ❛s

❜r✐❣❤t ♣r♦tr✉s✐♦♥s ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❚②♣✐❝❛❧❧②✱ ❡✈❡♥ ❛s ❧❛r❣❡r str✉❝t✉r❡s ♦❢ ❉❇s ❛r❡

❝r❡❛t❡❞✱ ❡❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❉❇ r❡t❛✐♥s ✐ts ❞✐st✐♥❝t ❛t♦♠✲❧✐❦❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ✐♥ ✜❧❧❡❞✲st❛t❡

✐♠❛❣❡s ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✹❉✮✳ ❆t ♣♦s✐t✐✈❡ s❛♠♣❧❡ ❜✐❛s❡s ✭❡♠♣t② st❛t❡s✱ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✹❇✮ t❤❡

❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ✐s♦❧❛t❡❞ ❉❇s ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡✐r ❧♦❝❛❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ❜✐❛s✳

❆t ♠♦❞❡st ❜✐❛s❡s ✭❡❣✳ < 1.5 ❱✮ t❤❡ ❉❇ ✐ts❡❧❢ r❡♠❛✐♥s ❜r✐❣❤t❡r t❤❛♥ ❞✐st❛♥t ❍✲❙✐✱ ❜✉t

t❤❡ ❍✲❙✐ ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ t❤❡ ❉❇ ✐s ❞❛r❦ ✭♦❢t❡♥ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❛

❞❛r❦ ❤❛❧♦✮ ❬✶❪✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❉❇ ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ❝❤❛r❣❡❞✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❜❛♥❞s

❛r❡ ♣✉s❤❡❞ ✉♣ ✐♥ ❡♥❡r❣②✱ t❤❡r❡❜② ❧♦✇❡r✐♥❣ t❤❡ t✉♥♥❡❧❧✐♥❣ ❝✉rr❡♥t✳ ❆s t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ❜✐❛s

✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❚■❇❇ ✐♥❝r❡❛s❡s ❛♥❞ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② r❛✐s❡s t❤❡ ❉❇0/− ❧❡✈❡❧ ❛❜♦✈❡ t❤❡

❋❡r♠✐ ❧❡✈❡❧ ❬✶❪✳ ❯♥❞❡r t❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤❡ ❤❛❧♦ ❞✐s❛♣♣❡❛rs ❜❡❝❛✉s❡ ✇❤❡♥ t❤❡ t✐♣ ✐s

♥♦t ❞✐r❡❝t❧② ♦✈❡r t❤❡ ❉❇ ✐t ✐s ♥❡✉tr❛❧✳✸ ❊✈❡♥ ❛t ❤✐❣❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ❜✐❛s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❉❇

r❡♠❛✐♥s ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ❝❤❛r❣❡❞ ✇❤✐❧❡ t❤❡ t✐♣ ✐s ❞✐r❡❝t❧② ♦✈❡r ✐t✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ r❛t❡

❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ t✐♣ ❝❛♥ ✐♥❥❡❝t ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥t♦ t❤❡ ❉❇ ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ r❛t❡ t❤❡ ❉❇ ❝❛♥

❡♠♣t② ❬✶❪✳ ❚❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❝❧❡❛r❧② ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤✐♥ I(V ) ❝✉r✈❡s t❛❦❡♥ ♦✈❡r t❤❡ ❉❇

❛♥❞ ❍✲❙✐✳ ❆s ❧❛r❣❡r str✉❝t✉r❡s ♦❢ ❉❇s ❛r❡ ♣❛tt❡r♥❡❞ t❤❡✐r ❡♠♣t②✲st❛t❡s ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡

❝❤❛♥❣❡ ❞r❛♠❛t✐❝❛❧❧② ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✹❊✮✳ ❯♥❧✐❦❡ ✜❧❧❡❞✲st❛t❡ ✐♠❛❣❡s✱ ❡♠♣t②✲st❛t❡ ✐♠❛❣❡s ♦❢

❧❛r❣❡r str✉❝t✉r❡s ❞❡♠♦♥str❛t❡ ❝♦♠♣❧❡① ♠♦❧❡❝✉❧❛r✲❧✐❦❡ ♦r❜✐t❛❧s ❬✽✸❪✳

❊♠♣t②✲st❛t❡ ❙❚▼ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ✐s♦❧❛t❡❞ ❉❇s ❛❧s♦ ❝♦♥t❛✐♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡

s✐♥❣❧❡✲❡❧❡❝tr♦♥ ❝❤❛r❣✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❉❇s ❬✼✾❪✳ ❚❤❡ ❛r❡❛ ❛t t❤❡ ❡❞❣❡ ♦❢ ❛ ❉❇✬s

❤❛❧♦ ♦❢t❡♥ ❤❛s ❛ s♣❡❝❦❧❡❞ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡✳ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ ❝♦♥st❛♥t

❤❡✐❣❤t ♠♦❞❡ ♦✈❡r t❤❡ s♣❡❝❦❧❡❞ r❡❣✐♦♥ r❡✈❡❛❧s t❡❧❡❣r❛♣❤ ♥♦✐s❡✱ ✇✐t❤ ❛♣♣❛r❡♥t❧② r❛♥❞♦♠

✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤r❡❡ st❛t❡s✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ t❤r❡❡ ❝❤❛r❣❡ st❛t❡s ♦❢ t❤❡

❉❇ ❬✼✾❪✳✹ ❲❤❡♥ ✐♠❛❣✐♥❣ ❛t ♣♦s✐t✐✈❡ ❜✐❛s t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❚■❇❇ ✐s ✉♣✇❛r❞s✱ t❤✉s t❤❡

❉❇− ❛♥❞ ❉❇0 st❛t❡s ❛r❡ ✉♥st❛❜❧❡✱ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥s ❝♦♥✜♥❡❞ t♦ t❤❡ ❉❇ ❛r❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢

✸❖♥ 1050 ◦❈ s❛♠♣❧❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❛ ❞♦♣❛♥t ❞❡♣❧❡t✐♦♥ r❡❣✐♦♥✱ t❤✐s r❡q✉✐r❡s ✈❡r② ❧❛r❣❡
❜✐❛s❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ❉❇s ❛♣♣❡❛r ❞❛r❦ ✐♥ ♥❡❛r❧② ❛❧❧ ❡♠♣t②✲st❛t❡ ✐♠❛❣❡s ♦♥ t❤❡s❡ s❛♠♣❧❡s ❬✶❪✳

✹❚❤❡ ❉❇− st❛t❡ ♣✉s❤❡s t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❜❛♥❞s ✉♣✱ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ t✉♥♥❡❧❧✐♥❣ ❝✉rr❡♥t✳ ❚❤❡ ❉❇0 st❛t❡
❞♦❡s♥✬t ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❧♦❝❛❧ ❜❛♥❞s✳ ❚❤❡ ❉❇+ st❛t❡ ♣✉s❤❡s ❧♦❝❛❧ ❜❛♥❞s ❞♦✇♥✱ ❡♥❤❛♥❝✐♥❣ t✉♥♥❡❧❧✐♥❣ ❝✉rr❡♥t✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✿ ❙❚▼ ❛♥❞ ❆❋▼ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ❛ ❉❇ ❛♥❞ ❛ ❉❇ ❡♥s❡♠❜❧❡✳ ✭❆✱❉✮ ❈♦♥st❛♥t
❝✉rr❡♥t ❙❚▼ ✐♠❛❣❡s ❛t −1.8 ❱ ❛♥❞ 50 ♣❆ ✭✜❧❧❡❞ st❛t❡s✮✳ ❉❇s ❛♣♣❡❛r ❛s ❜r✐❣❤t ❛t♦♠✲❧✐❦❡
♣r♦tr✉s✐♦♥s✳ ✭❇✱❊✮ ❈♦♥st❛♥t ❝✉rr❡♥t ❙❚▼ ✐♠❛❣❡s ❛t +1.3 ❱ ❛♥❞ 50 ♣❆ ✭❡♠♣t② st❛t❡s✮✳
■♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❉❇s ❛♣♣❡❛r ❛s ❜r✐❣❤t ♣r♦tr✉s✐♦♥s ✇✐t❤ ❛ ❞❛r❦ ❤❛❧♦ ❞✉❡ t♦ ❧♦❝❛❧ ❜❛♥❞ ❜❡♥❞✐♥❣✳
▲❛r❣❡r ❉❇ str✉❝t✉r❡s r❡✈❡❛❧ ❝♦♠♣❧❡① ♠♦❧❡❝✉❧❛r✲❧✐❦❡ ♦r❜✐t❛❧s✳ ✭❈✱❋✮ ❈♦♥st❛♥t ❤❡✐❣❤t ∆f

❆❋▼ ✐♠❛❣❡s ✇✐t❤ A = 50 ♣♠ ❛♥❞ z = −300 ♣♠✳ ❉❇s ❛♣♣❡❛r ❛s ❞❛r❦ ❞❡♣r❡ss✐♦♥s ❛♠♦♥❣
t❤❡ ❧✐❣❤t❧② ❝♦❧♦✉r❡❞ ❤②❞r♦❣❡♥ ❛t♦♠s✳ ❙❝❛❧❡ ❜❛rs ✐♥ ❆✲❈✱❋ ❛r❡ 1 ♥♠✱ ❛♥❞ 2 ♥♠ ✐♥ ❉✱❊✳

t✉♥♥❡❧❧✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❜❛♥❞✳ ❖♥❡ ♠✉st ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❤❡ ♥❡❛r❜② t✐♣ ✐s

❝♦♥st❛♥t❧② ✐♥❥❡❝t✐♥❣ ❝❤❛r❣❡ ✐♥t♦ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ❲❤❡♥ t❤❡ t✐♣ ✐s ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❉❇ t❤❡

r❛t❡ ❛t ✇❤✐❝❤ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛r❡ ✐♥❥❡❝t❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❉❇+ ❛♥❞ ❉❇0 ❧❡✈❡❧s ✐s ❢❛st ❡♥♦✉❣❤ t❤❛t

t❤❡ ❉❇ ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❛❧✇❛②s ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ❝❤❛r❣❡❞✳ ❆s t❤❡ t✐♣ ✐s ♠♦✈❡❞ ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡

❉❇✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡ r❛t❡s r❛♣✐❞❧② ❞✐♠✐♥✐s❤✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❡♠♣t②✐♥❣ ❛♥❞ ✜❧❧✐♥❣ r❛t❡s

❛r❡ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡✱ ❛♥❞ t❤❡ t✉♥♥❡❧❧✐♥❣ ❝✉rr❡♥t s❤♦✇s t❡❧❡❣r❛♣❤ ♥♦✐s❡ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❛t ❛❧❧

t❤r❡❡ st❛t❡s ❝❛♥ ❡①✐st ♦♥ ❛ ♠✐❧❧✐s❡❝♦♥❞ t✐♠❡s❝❛❧❡✳

❚❤❡ ❝♦♥tr❛st ♦❜s❡r✈❡❞ ♦✈❡r ❤②❞r♦❣❡♥✱ ♥❡✉tr❛❧ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ❝❤❛r❣❡❞ ❉❇s ✇❤❡♥

✐♠❛❣❡❞ ✇✐t❤ ❆❋▼ ❛t ③❡r♦ ❛♣♣❧✐❡❞ ❜✐❛s ✈♦❧t❛❣❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❡①❛❝t t✐♣✲s❛♠♣❧❡ s❡♣❛✲

r❛t✐♦♥✱ ❛s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ✐♥t❡r♣❧❛② ❜❡t✇❡❡♥ s❤♦rt ❛♥❞ ❧♦♥❣ r❛♥❣❡ ❢♦r❝❡s ❬✷✱✸❪✳

❲✐t❤ s♠❛❧❧ t✐♣ s❛♠♣❧❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥s ✭< 400 ♣♠ ❛❜s♦❧✉t❡ t✐♣ ❤❡✐❣❤t✮ ❜♦t❤ ♥❡✉tr❛❧ ❛♥❞

♥❡❣❛t✐✈❡❧② ❝❤❛r❣❡❞ ❉❇s ❛♣♣❡❛r ❞❛r❦ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ❤②❞r♦❣❡♥ ✭❧❛r❣❡r |∆f |✮✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡✲

❝❛✉s❡ ❛t s❤♦rt r❛♥❣❡s t❤❡ t✐♣ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s s♦♠❡ r❡♣✉❧s✐✈❡ s❤♦rt r❛♥❣❡ ❢♦r❝❡s ♦✈❡r ❤②✲

❞r♦❣❡♥ ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✹❈✱❋✮✳ ◆❡❣❛t✐✈❡❧② ❝❤❛r❣❡❞ ❉❇s ❛♣♣❡❛r ❞❛r❦❡r t❤❛♥ ♥❡✉tr❛❧ ❉❇s

❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❝❤❛r❣❡ t❤❡② ✐♥❞✉❝❡ ✐♥ t❤❡ t✐♣ ❝r❡❛t❡s ❛♥ ❛ttr❛❝t✐✈❡ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝

✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❬✸❪✳ ❖❝❝❛s✐♦♥❛❧❧②✱ ✇❤❡♥ ❧❛r❣❡r str✉❝t✉r❡s ♦❢ ❉❇s ❛r❡ ✐♠❛❣❡❞ ❛t ③❡r♦ ❜✐❛s

✸✼



✇✐t❤ ❆❋▼ t❤❡② ❛♣♣❡❛r str❡❛❦② ❬✸❪✱ ♥♦t ✉♥❧✐❦❡ t❤❡ t❡❧❡❣r❛♣❤ ♥♦✐s❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❡♠♣t②

st❛t❡s ❙❚▼✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ❢♦❝✉s ♦❢ ❛ ❈❤❛♣t❡r ✺✳

✹✳✹✳✹ ⑤ ❚r❛♥s♣♦rt

❆s ❛ ♥❛✐✈❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦♥❡ ♠✐❣❤t ❡①♣❡❝t ❉❇s t♦ ❤❛✈❡ ❛ s✐♠✐❧❛r ❝♦♥❞✉❝t❛♥❝❡ t♦

❍✲❙✐✳ ❆s t❤❡② ❡①✐st ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❜✉❧❦ ❜❛♥❞❣❛♣✱ ❉❇s s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ♠❡❞✐❛t❡

❛ t✉♥♥❡❧❧✐♥❣ ❝✉rr❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✐♣ ❛♥❞ t❤❡ ❜✉❧❦✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❉❇s ❛r❡

❞✐s❝r❡t❡ st❛t❡s ✭✐✳❡✳ ❛t♦♠✐❝ ♦r❜✐t❛❧s✮ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❡♥❡r❣② ❜❛♥❞s✱ ♦♥❡ ♠✐❣❤t ❡①♣❡❝t t❤❛t

t✉♥♥❡❧❧✐♥❣ ❝✉rr❡♥t ❝♦✉❧❞ ♦♥❧② ❜❡ ❞r❛✇♥ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❉❇ ♦✈❡r ❛ ✈❡r② s❤❛r♣ ❡♥❡r❣② r❛♥❣❡✳

❇♦t❤ ♦❢ t❤❡s❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s t✉r♥ ♦✉t t♦ ❜❡ ❢❛❧s❡ ❬✹✵✱ ✼✾❪✳

■♥ t❤❡ ✜rst ❝❛s❡✱ ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❜❛♥❞ ❜❡♥❞✐♥❣ ✐t ✐s tr✉❡ t❤❛t ❉❇s ✇♦✉❧❞ ❜❡

✐♥❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ s✉st❛✐♥✐♥❣ ❧❛r❣❡ t✉♥♥❡❧❧✐♥❣ ❝✉rr❡♥ts✳ ❋✐❧❧✐♥❣ ❉❇s ✇✐t❤ ❡❧❡❝tr♦♥s ❢r♦♠ t❤❡

❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❜❛♥❞ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛♥ ✐♥❡❧❛st✐❝ ♣r♦❝❡ss✱ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥❥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ❉❇ ❢r♦♠

t❤❡ t✐♣ ✇♦✉❧❞ ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ t❤❡r♠❛❧❧② ❡①❝✐t❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❜❛♥❞ ❜❡❢♦r❡ ❛♥♦t❤❡r

❝♦✉❧❞ t❛❦❡ ✐ts ♣❧❛❝❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❜❛♥❞ ❜❡♥❞✐♥❣ s❤✐❢ts t❤❡ ♥❡❛r✲s✉r❢❛❝❡ ❡♥❡r❣②

❧❡✈❡❧s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❜✉❧❦✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❜r✐♥❣ t❤❡ t❤❡ ❉❇ ❝❤❛r❣❡ tr❛♥s✐t✐♦♥

❧❡✈❡❧s ✐♥t♦ ❡♥❡r❣❡t✐❝ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ✇✐t❤ ❜♦t❤ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✈❛❧❡♥❝❡ ❜❛♥❞s ❬✹✵✱✼✷✱✽✵❪✳

■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❡❧❡❝tr♦♥s ❝❛♥ t✉♥♥❡❧ ❡❧❛st✐❝❛❧❧② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜✉❧❦ ❛♥❞ t❤❡ ❉❇✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱

t❤❡ ❉❇ ❝❤❛r❣❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s ❝❛♥ ❛❝t ❛s ❵st❡♣♣✐♥❣ st♦♥❡s✬ t♦ s♦✉r❝❡ ❛ t✉♥♥❡❧❧✐♥❣

❝✉rr❡♥t ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✺❇✱❈✮✳

■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② st❛t❡s ♦❢ ❛♥ ❛t♦♠ ❛r❡ ❞✐s❝r❡t❡ ♦♥❧② ✇❤❡♥ ✐t ✐s

❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✐s♦❧❛t❡❞✳ ❇❡❝❛✉s❡ ❉❇s ❛r❡ ✐♥ ❝❧♦s❡ ♣r♦①✐♠✐t② t♦ t❤❡ ❜✉❧❦✱ ❛♥❞ ❛❧s♦ t♦

t❤❡ t✐♣ ✇❤✐❧❡ ✇❡ st✉❞② t❤❡♠✱ t❤❡✐r ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s ❛❝q✉✐r❡ ❛ ✜♥✐t❡ ✇✐❞t❤ ❬✾✷❪✳ ❚❤✐s

♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s ❧❡✈❡❧ ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣ ❛♥❞ ✐s ✇❡❧❧ st✉❞✐❡❞ ✐♥ ♠❡s♦s❝♦♣✐❝ ❛♥❞

♥❛♥♦s❝♦♣✐❝ ♣❤②s✐❝s ✇❤❡r❡ s✐♥❣❧❡ ❡❧❡❝tr♦♥ tr❛♥s♣♦rt ✐s ♦❢ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❬✾✸❪✳

❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ ❧❡✈❡❧ ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣ ✐s ✈❡r② ✐♥✈♦❧✈❡❞✱

❜✉t ♦♥❡ ❝❧❡❛r r❡s✉❧t ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❬✾✷❪✿

D(E) =
γ/2π

E2 + (γ/2)2
✭✹✳✷✮

❍❡r❡ D(E) ✐s t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❧❡✈❡❧ ❛t ❡♥❡r❣② E ❛♥❞ γ ✐s t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣

str❡♥❣t❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ t❤❡ t✇♦ r❡s❡r✈♦✐rs ✐t ❜r✐❞❣❡s ✭✐✳❡✳ t❤❡ t✐♣ ❛♥❞ s❛♠♣❧❡✮✳

❚❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❧❡✈❡❧ s♣r❡❛❞s ❢r♦♠ ❛ ❞❡❧t❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤❡♥ γ ✐s ③❡r♦ t♦ ❛
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✿ ❇❛♥❞ ❞✐❛❣r❛♠s ❢♦r ❛ s✐❧✐❝♦♥ ❉❇ ❛♥❞ ❛ ♠❡t❛❧❧✐❝ t✐♣✳ ✭❆✮ ❋❧❛t❜❛♥❞
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❝❝✉r ✇❤❡♥ t❤❡ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❜✐❛s ✭VSam✮ ❞✐r❡❝t❧② ❝♦✉♥t❡r❛❝ts t❤❡ ❝♦♥t❛❝t ♣♦t❡♥t✐❛❧
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✐♣ ❛♥❞ s❛♠♣❧❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ t✉♥♥❡❧❧✐♥❣ ❝✉rr❡♥t ✐s s♦✉r❝❡❞
✈✐❛ t❤❡ ❉❇✳ ✭❇✮ ❯♣✇❛r❞ ❜❛♥❞ ❜❡♥❞✐♥❣ ♦❝❝✉rs ✇❤❡♥ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❜✐❛s ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳
✭❈✮ ❉♦✇♥✇❛r❞ ❜❛♥❞ ❜❡♥❞✐♥❣ ♦❝❝✉rs ✇❤❡♥ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❜✐❛s ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ■♥ ❜♦t❤
✭❇✮ ❛♥❞ ✭❈✮ t❤❡ ❉❇ ❛❝ts ❛s ❛ ✬st❡♣♣✐♥❣ st♦♥❡✬ ❢♦r t❤❡ t✉♥♥❡❧❧✐♥❣ ❝✉rr❡♥t✳ ❇❧❛❝❦ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s
✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ❋❡r♠✐ ❧❡✈❡❧✳ ❉❇s ❛r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ❛s ❡❧❧✐♣s❡s ❞✉❡ t♦ ❧❡✈❡❧ ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣✳

❜r♦❛❞ ▲♦r❡♥t③✐❛♥ ✇❤❡♥ γ ✐s ❧❛r❣❡✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❛s t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡

❉❇ ♠✐①✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♦❢ st❛t❡s ✐♥ t❤❡ ❜✉❧❦ ❛♥❞ t✐♣✳ ❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥

♦❢ D(E) ♦✈❡r t❤❡ ❢✉❧❧ ❡♥❡r❣② r❛♥❣❡ ❛❧✇❛②s r❡♠❛✐♥s ♦♥❡✱ ❧❡✈❡❧ ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣ ❞♦❡s ♥♦t ❣✐✈❡

r✐s❡ t♦ ♥❡✇ st❛t❡s✱ ❜✉t s✐♠♣❧② s♠❡❛rs ♦✉t t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❡♥❡r❣✐❡s ♦✈❡r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❉❇ ❝❛♥

❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝✉rr❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜✉❧❦ ❛♥❞ t❤❡ t✐♣ ❬✾✷❪✳ ❆s s✉❝❤✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤

❉❇s ♠❛② ♦♥❧② ❝❤❛♥♥❡❧ ❡❧❡❝tr♦♥s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❉❇+/0 ❛♥❞ ❉❇0/− ❧❡✈❡❧s✱ t❤❡② ❝❛♥ ❞♦ s♦

♦✈❡r ❛ r❛♥❣❡ ♦❢ ❡♥❡r❣✐❡s t❤❛t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❤♦✇ str♦♥❣❧② t❤❡ ❉❇ ✐s ❝♦✉♣❧❡❞ t♦ t❤❡ t✇♦

r❡s❡r✈♦✐rs✳ ❚❤✐s ❝♦✉♣❧✐♥❣ str❡♥❣t❤ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ t♦ s♦♠❡ ❡①t❡♥t✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❜②

t❤❡ ❉❇✬s ♣r♦①✐♠✐t② t♦ ❞♦♣❛♥ts ❬✼✷❪✳

✹✳✹✳✺ ⑤ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ tr❛♥s♣♦rt ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜✉❧❦ ❛♥❞ t✐♣ ✈✐❛ ❉❇s✱

❜✉t t❤❡r❡ ✐s ❛❧s♦ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ t♦ tr❛♥s♣♦rt ❝❤❛r❣❡ ❛❝r♦ss t❤❡ s✉r❢❛❝❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❉❇s✳

■♥❞❡❡❞✱ t❤❡r❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①t❡♥s✐✈❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ st✉❞② s✉♣♣♦rt✐♥❣ t❤❡ ✐❞❡❛ t❤❛t ❞❡♥s❡❧②

♣❛❝❦❡❞ ❉❇s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝❛rr② ❝✉rr❡♥t✳ ❬✾✹✱ ✾✺❪ ❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s ♦❢

❉❇ ✇✐r❡s ❛r❡ ❛♥t✐❝✐♣❛t❡❞ t♦ r❡s✐❞❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❜✉❧❦ ❜❛♥❞❣❛♣ t❤❡② ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♥❛t✉r❛❧❧②

❡❧❡❝tr♦♥✐❝❛❧❧② ✐s♦❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❜✉❧❦✳ ❆t ♣r❡s❡♥t s❡✈❡r❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t ✇✐r❡ ❞❡s✐❣♥s ❤❛✈❡

❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞✱ t❤❡ s✐♠♣❧❡st ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✐s t♦ s✐♠♣❧② r❡♠♦✈❡ ❛❧❧ t❤❡ ❍ ❛t♦♠s ❢r♦♠ ❛ ❞✐♠❡r
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r♦✇ ❬✾✹✱ ✾✺❪✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ♣❛t❤s ❝✉rr❡♥t❧② ❜❡✐♥❣ ♣✉rs✉❡❞ t♦ ♣r♦✈❡ t❤✐s t❡❝❤♥♦❧♦❣②✳

❚❤❡ ✜rst ✐s t♦ ♣❡r❢♦r♠ ♠✉❧t✐♣r♦❜❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✇❤❡r❡ ❝✉rr❡♥t ✐s ✐♥❥❡❝t❡❞ t♦ ♦♥❡ ❡♥❞

♦❢ t❤❡ ❉❇ ✇✐r❡ ❛♥❞ s❡♥s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ✇✐t❤ t✇♦ ❙❚▼ t✐♣s✳ ❲❤✐❧❡ ♠✉❧t✐♣r♦❜❡

♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❍✲❙✐✭✶✵✵✮✲✭✷①✶✮ ❜❡❢♦r❡ ❬✾✻❪✱ ✐t ✐s ❡①tr❡♠❡❧②

❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ t♦ ✐♥t❡❣r❛t❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ t✐♣s ✐♥t♦ ❛ ❧♦✇✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♠❛❝❤✐♥❡✳ ❇♦t❤ t✐♣s

♠✉st ❜❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❛t♦♠✐❝ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐♠❛❣✐♥❣ ❛♥❞ ♠✉st ❜❡ ❛rr❛♥❣❡❞ ♦♥ ❡✐t❤❡r s✐❞❡

♦❢ ❛♥ ❛t♦♠✐❝❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ ✇✐r❡ ✭❧✐❦❡❧② ✇✐t❤✐♥ < 100 ♥♠ ♦❢ ♦♥❡ ❛♥♦t❤❡r✮✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞

❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t♦ ❝♦♥♥❡❝t ❜♦t❤ ❡♥❞s ♦❢ t❤❡ ✇✐r❡ t♦ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❧✐t❤♦❣r❛♣❤✐❝ ❧❡❛❞s ✭s♦

❝❛❧❧❡❞ ✬♠❛❝r♦✲t♦✲❛t♦♠ ❝♦♥t❛❝ts✬✮ ❬✾✼❪✳ ❚❤✐s ✐s ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❧✐t❤♦❣r❛♣❤②

♠✉st ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ s✉r❢❛❝❡ r❡♠❛✐♥s ❛t♦♠✐❝❛❧❧② ✢❛t ❛♥❞ ❝❧❡❛♥✳ ■♥ ❡✐t❤❡r

❝❛s❡✱ ✉♣♦♥ r❡❛❧✐③✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❉❇ ✇✐r❡s ❛ ❤♦st ♦❢ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣❤②s✐❝s ✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧②

❢♦r❡s❡❡❛❜❧❡✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ st✉❞② ❈♦✉❧♦♠❜ ❇❧♦❝❦❛❞❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❛♥❞ s✐♥❣❧❡

❛t♦♠✴♠♦❧❡❝✉❧❡ tr❛♥s✐st♦rs✳

❇❡②♦♥❞ ✇✐r❡s✱ ❉❇s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❛s t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❜❧♦❝❦ ✐♥ s❡✈❡r❛❧

❢✉t✉r❡✲❢❛❝✐♥❣ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s✳ ❖✉r ❣r♦✉♣ ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ❡①♣❧♦r❡❞ ❉❇s ❢♦r ◗✉❛♥✲

t✉♠ ❈❡❧❧✉❧❛r ❆✉t♦♠❛t❛ ✭◗❈❆✮ ❬✷✼✱✾✽❪✳ ■♥ t❤✐s ❢❛♠✐❧② ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s✱ q✉❛♥t✉♠ ❞♦ts

❛r❡ ❛rr❛♥❣❡❞ ✐♥t♦ ❢♦✉r✲❞♦t ✉♥✐t ❝❡❧❧s✳ ❲✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ❝❤❛r❣❡ ❝❛♥ ❢r❡❡❧② t✉♥♥❡❧

❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ❞♦t✳ ❯♥✐t ❝❡❧❧s ❛r❡ t❤❡♥ s♣❛❝❡❞ ❢❛r ❡♥♦✉❣❤ ❛♣❛rt t❤❛t t❤❡✐r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s

❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❝❧❛ss✐❝❛❧❧② ✈✐❛ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝s✳ ❚❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ✐❞❡❛ ✐s t❤❛t ❡❛❝❤ ✉♥✐t ❝❡❧❧

✇✐❧❧ t❛❦❡ ♦♥ ♦♥❡ ♦❢ t✇♦ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥s✳ ❇② ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ s♣❛❝✐♥❣

❛♥❞ ✷❉ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✉♥✐t ❝❡❧❧s t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ tr❛♥s♠✐t ❜✐♥❛r② ✐♥❢♦r♠❛✲

t✐♦♥✱ ❝♦♠♣✉t❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧♦❣✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭❡❣✳ ❆◆❉✱ ◆❖❚✮✱ ❛♥❞ ❜✉✐❧❞ ♦t❤❡r ❛❞✈❛♥❝❡❞

❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞❡✈✐❝❡s ✭❡❣✳ s❤✐❢t r❡❣✐st❡rs✮ ❬✾✽❪✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡✐r ♥❛t✉r❛❧ ❡❧❡❝tr♦♥

✐s♦❧❛t✐♦♥✱ ❉❇s ❛r❡ ♣✉rs✉❡❞ ✐♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❝♦♥t❡①ts ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ♣❛tt❡r♥❡❞

✇✐t❤ ❞✐❣✐t❛❧ ✜❞❡❧✐t②✳ ■♥ t❤❡♦r②✱ t❤✐s s❤♦✉❧❞ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ ❛♥② ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣

❝❤❛r❛❝t❡r ♦❢ ❞❡✈✐❝❡s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡♠✳

❆♥♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✐s ◗✉❛♥t✉♠ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❈♦♠♣✉t✐♥❣

✇❤✐❝❤ ✐s ❜❡✐♥❣ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❈❤r✐st✐❛♥ ❏♦❛❝❤✐♠ ❬✾✾✱ ✶✵✵❪✳ ▲❛r❣❡ str✉❝t✉r❡s ❛r❡ ♣❛t✲

t❡r♥❡❞ ❢r♦♠ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❉❇s t♦ ❢♦r♠ ❧♦❣✐❝ ❣❛t❡s✳ ❯♥❧✐❦❡ ◗❈❆✱ t❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧ st❛t❡s ♦❢

t❤❡ ❣❛t❡s ❛r❡ ♥♦t ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡✱ ❜✉t ✐♥ t❤❡

❝♦♥❞✉❝t❛♥❝❡ ♦❢ ❛ s♣❡❝✐✜❝ r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❛t❡✳ ❚❤✐s ❝♦♥❞✉❝t❛♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❜②

♣❛tt❡r♥✐♥❣ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❉❇s ❛t s♣❡❝✐✜❝ ❧♦❝❛t✐♦♥s✱ ♦r ❧❡❛✈✐♥❣ t❤❡♠ ❛s ❍✲❙✐✱ t♦ s❡r✈❡ ❛s

✹✵



t❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥♣✉ts✳ ❆❧s♦ ✉♥❧✐❦❡ ◗❈❆ ❛♥❞ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝♦♠♣✉t✐♥❣✱ ✐♥ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❣❛t❡s

❛r❡ ♥♦t ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❝❛s❝❛❞❡ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❧♦❣✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❘❛t❤❡r✱ ❧♦❣✐❝❛❧

❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❝r❡❛t✐♥❣ ❧❛r❣❡r ❛t♦♠✐❝ ❣❛t❡s ✇✐t❤ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥♣✉ts✳

▼♦r❡ r❡❝❡♥t❧② ♦✉r ❣r♦✉♣ ❤❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ ◗❈❆ ❝❛❧❧❡❞ ❇✐♥❛r② ❆t♦♠✐❝

❙✐❧✐❝♦♥ ▲♦❣✐❝ ✭❇❆❙✐▲✮ t❤❛t ✉t✐❧✐③❡s t✇♦ ❉❇s ❛s t❤❡ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ❬✷❪✳ ❲❤✐❧❡ ✐t r❡♠❛✐♥s

♣r❡❧✐♠✐♥❛r②✱ ❇❆❙✐▲ ❤❛s s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ❛ r❡✈❡rs✐❜❧❡ ❜✐♥❛r② ✇✐r❡ ❛♥❞ ❛♥

❖❘ ❣❛t❡✳ ❈✉rr❡♥t ❡✛♦rts ✇✐t❤ t❤✐s ❧✐♥❡ ♦❢ r❡s❡❛r❝❤ ❛r❡ t♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡ ♠♦r❡ ❧♦❣✐❝

❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❢❛♥♦✉t✱ ❛♥❞ ❝❛s❝❛❞✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❣❛t❡s ✉s✐♥❣ ❜✐♥❛r② ✇✐r❡s t♦ tr❛♥s♠✐t t❤❡

s✐❣♥❛❧ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠✳

❙❡✈❡r❛❧ ♦t❤❡r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❉❇s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡①♣❧♦r❡❞✳ ❚❤❡s❡ ❤❛✈❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✉s✐♥❣

t❤❡♠ t♦ ❞❡✜♥❡ ❝❤❛r❣❡ q✉❜✐ts✱ ❬✽✺✱ ✶✵✶✱ ✶✵✷❪ ❛♥❞ ❢♦r ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❞♦♥♦r ♣❧❛❝❡♠❡♥t✱

❬✶✵✸❪✳

✹✶



✺ ⑤ ❈♦♥tr♦❧❧✐♥❣ ■♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❊❧❡❝tr♦♥s ✇✐t❤ ◆♦♥✲❈♦♥t❛❝t

❆t♦♠✐❝ ❋♦r❝❡ ▼✐❝r♦s❝♦♣②

❆t♦♠✐❝ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❬✶✷✱ ✶✵✹❪ ❤❛s ❡♠❡r❣❡❞ ❛s ❛ ♣♦✇❡r❢✉❧ str❛t❡❣② t♦ ❢❛❜r✐❝❛t❡ ♥♦✈❡❧

❛t♦♠✐❝ ♣❤②s✐❝❛❧✲s②st❡♠s ❬✶✻✱✶✵✺✱✶✵✻❪ ❛♥❞ ❞❡✈✐❝❡s✳ ❬✷✱✶✹✱✶✵✼❪✶ ❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛❞❞✐t✐♦♥

t♦ t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t♦♦❧❦✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧

❛t♦♠✐❝ ❝❤❛r❣❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✇✐t❤ s✐♥❣❧❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ♣r❡❝✐s✐♦♥✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ s❡✈❡r❛❧ st✉❞✲

✐❡s ❤❛✈❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ❝r❡❛t❡✱ ♠♦✈❡✱ ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜❧② s✇✐t❝❤ ❝❤❛r❣❡❞

s♣❡❝✐❡s ♦♥ ❛ s✉r❢❛❝❡ ✇✐t❤ s❝❛♥♥✐♥❣ ♣r♦❜❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❬✷✸✱ ✷✺✱ ✷✻✱ ✶✵✽✕✶✶✶❪✳ ❲❤✐❧❡ ❡❧✲

❡❣❛♥t✱ t❤❡s❡ st✉❞✐❡s ❤❛✈❡ r❡❧✐❡❞ ♦♥ ❧❛r❣❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡ ✜❡❧❞s ❛♣♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦❜❡

♥❛t✉r❛❧❧② ✐♠♣❡❞✐♥❣ t❤❡✐r ✉s❡ ✐♥ t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ s②st❡♠s ✇❤❡r❡ ❝❤❛r❣❡ st❛t❡s ❛r❡

❧♦♦s❡❧② ❜♦✉♥❞ ❛♥❞ ♣r❡✈❡♥ts t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ r❡s✉❧ts t♦ s②st❡♠s ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢

❛ ♣r♦❜❡✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ✉s❡ ❛t♦♠✐❝ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ t♦ ❞❡s✐❣♥ s②♠♠❡tr✐❝ ❛♥❞ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❝♦♥✲

✜♥✐♥❣ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ❛♥❞ ❞❡♠♦♥str❛t❡ ♠❡t❤♦❞s t♦ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜❧② ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ tr❛❝❦ s✐♥❣❧❡

❡❧❡❝tr♦♥s ✇✐t❤✐♥ t❤❡s❡ str✉❝t✉r❡s✳ ❲✐t❤ t❤❡s❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✇❡ ♣r❡♣❛r❡ s♣❡❝✐✜❝ ❝❤❛r❣❡

st❛t❡s ♦❢ ❛t♦♠✐❝❛❧❧② ❡♥❣✐♥❡❡r❡❞ str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ ♥♦♥✲♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡❧② ♦❜s❡r✈❡ t❤❡✐r ✜❡❧❞✲

❢r❡❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇✐t❤ ❡①✐st✐♥❣ ❛t♦♠✐❝ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥

t❡❝❤♥✐q✉❡s ♣r❡s❡♥ts ♥❡✇ ♦♣♣♦rt✉♥✐t✐❡s ❢♦r s✐♠✉❧❛t✐♥❣ ❞❡s✐❣♥❡r ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥s✳

❲❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❛t♦♠ ❞❡✜♥❡❞ ❝❤❛r❣❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ♣❛tt❡r♥❡❞ s✐❧✐❝♦♥

❉❇s ♦♥ ❛ ❤②❞r♦❣❡♥✲t❡r♠✐♥❛t❡❞ ❙✐✭✶✵✵✮✲✷①✶ s✉r❢❛❝❡ ❬✽✼❪✳ ❚❤❡ ❝❤❛r❣❡ st❛t❡s ♦❢ ❉❇s

❛r❡ ✐s♦❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❤♦st s✐❧✐❝♦♥ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡✐r ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s r❡s✐❞❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❜❛♥❞

❣❛♣✱ ❬✹✵❪ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♥❣ t❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r ❛♥ ✐♥s✉❧❛t✐♥❣ ✜❧♠ ❜❡t✇❡❡♥ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ s✉❜str❛t❡✱

✇❤✐❝❤ ✇❛s ❡ss❡♥t✐❛❧ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s st✉❞✐❡s ❬✷✸✱ ✷✺✱ ✷✻✱ ✶✵✽✱ ✶✶✷✱ ✶✶✸❪✳ ❚❤❡ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ❧❛t✲

t✐❝❡ ♦❢ t❤❡ s✉❜str❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ s❡❧❡❝t✐✈❡❧② r❡✲❤②❞r♦❣❡♥❛t❡ ❉❇s ❡♥s✉r❡s t❤❡

♣❡r❢❡❝t s♣❛❝✐♥❣ ♦❢ s✉❜st✐t✉❡♥t ❛t♦♠s ❛♥❞ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ❝r❡❛t❡ ❡rr♦r ❢r❡❡ ❞❡s✐❣♥❡r

str✉❝t✉r❡s ❬✷✾✱ ✸✵✱ ✶✶✹❪✳ ❘❡❝❡♥t ♥♦♥✲❝♦♥t❛❝t ❛t♦♠✐❝ ❢♦r❝❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ✭♥❝✲❆❋▼✮ ♠❡❛✲

s✉r❡♠❡♥ts ❬✷✱ ✽✵❪ ❤❛✈❡ ❝♦♥✜r♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ t♦ ♥❡✉tr❛❧ ❝❤❛r❣❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦❢

✐s♦❧❛t❡❞ ❞❛♥❣❧✐♥❣ ❜♦♥❞s ♦❝❝✉rs ❛t ❡♥❡r❣✐❡s ♦♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✸✵✵ ♠❡❱

❜❡❧♦✇ t❤❡ ❜✉❧❦ ❋❡r♠✐ ❧❡✈❡❧✳ ❚❤✐s ❡♥❛❜❧❡s t❤❡✐r ❝❤❛r❣❡ st❛t❡ t♦ ❜❡ s❡❧❡❝t✐✈❡❧② ♠♦❞✐✜❡❞

✶❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❤❛s ❜❡❡♥ s✉❜♠✐tt❡❞ ❢♦r ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡✳ ■t ✐s ❝✉rr❡♥t❧② ❧✐st❡❞
♦♥ t❤❡ ♣r❡♣r✐♥t s❡r✈❡r ❛r❳✐✈ ❬✸❪✳ ❆ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❛❝❝♦✉♥t ♦❢ ❛✉t❤♦r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ t❤❡r❡✳
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❜② s❤✐❢t✐♥❣ t❤✐s ❝❤❛r❣❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ❛❜♦✈❡ ♦r ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❜✉❧❦ ❋❡r♠✐ ❧❡✈❡❧✳ ❇② ♣❡r✲

❢♦r♠✐♥❣ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ♥❝✲❆❋▼ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡ st✉❞② ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ st❛t❡s ♦❢ t❤❡

❡♥❣✐♥❡❡r❡❞ ❛t♦♠✐❝ str✉❝t✉r❡s ✇✐t❤ s✐♥❣❧❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❝❤❛r❣❡ s❡♥s✐t✐✈✐t②✳ ❆❧❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts

❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ ♥♦ ❛♣♣❧✐❡❞ ❜✐❛s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✐♣ ❛♥❞ s❛♠♣❧❡✳ ❲✐t❤ t❤❡ t✐♣✲s❛♠♣❧❡

s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❛s ♦✉r ❦❡② ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ✇❡ ✉♥❝♦✈❡r t✇♦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ r❡❣✐♠❡s✿ ❛

str♦♥❣❧② ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ r❡❣✐♠❡ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜❧② ♣♦s✐t✐♦♥ s✐♥❣❧❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ✇✐t❤✐♥

t❤❡ str✉❝t✉r❡s❀ ❛♥❞ ❛ ✇❡❛❦❧② ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ r❡❣✐♠❡✱ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ ✜❡❧❞✲❢r❡❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱

✇❤❡r❡ ✇❡ ❝❛♥ ♥♦♥♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡❧② tr❛❝❦ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❝❤❛r❣❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡s

♦✈❡r t✐♠❡✳

■♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✱ t✇♦ ❞❛♥❣❧✐♥❣ ❜♦♥❞s ❛r❡ ♣❛tt❡r♥❡❞ ✇✐t❤ t✇♦ ✐♥t❡r✈❡♥✐♥❣ ❤②❞r♦❣❡♥

❛t♦♠s ✉s✐♥❣ ❤②❞r♦❣❡♥ ❧✐t❤♦❣r❛♣❤②✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶❛ ❛♥❞ ✺✳✶❜ ❞✐s♣❧❛② ✜❧❧❡❞ ❛♥❞ ❡♠♣t②

st❛t❡s s❝❛♥♥✐♥❣ t✉♥♥❡❧❧✐♥❣ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ✭❙❚▼✮ ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛✐r✳ ■♥ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❤❡✐❣❤t

❢r❡q✉❡♥❝② s❤✐❢t ✭∆f✮ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤✐s str✉❝t✉r❡ ✭③❡r♦ ❜✐❛s✱ ❋✐❣✳ ✺✳✶❝✮ t❤❡ ❞❛♥❣❧✐♥❣ ❜♦♥❞s

❛♣♣❡❛r ❞❛r❦ ❞✉❡ t♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❈♦✉❧♦♠❜✐❝ ❛ttr❛❝t✐♦♥✳ ❚✇♦ ❝❧♦s❡❧②✲s♣❛❝❡❞ ♥❡❣❛t✐✈❡❧②

❝❤❛r❣❡❞ ❞❛♥❣❧✐♥❣ ❜♦♥❞s ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❈♦✉❧♦♠❜✐❝ r❡♣✉❧s✐♦♥ ❣r❡❛t ❡♥♦✉❣❤ t❤❛t ♦♥❡ ❡❧❡❝✲

tr♦♥ ✐s ❡❥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❜❛♥❞✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛✐r ❛♣♣❡❛r

str❡❛❦②✱ ❛s t❤❡ s✐♥❣❧❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝❤❛r❣❡ ✐s s❤❛r❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❛✐r✱ s✇✐t❝❤✐♥❣

s✐t❡s ♠✉❧t✐♣❧❡ t✐♠❡s ♦✈❡r t❤❡ t✐♠❡ ✐t t❛❦❡s t♦ ❛❝q✉✐r❡ ❛♥ ✐♠❛❣❡✳ ❚❤✐s ✐s s❡❡♥ ❝❧❡❛r❧② ✐♥

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ∆f ❧✐♥❡ s❝❛♥s ❛❝r♦ss t❤❡ str✉❝t✉r❡ ✭❋✐❣✳ ✺✳✶❞✮ ✇❤✐❝❤ r❡✈❡❛❧ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥

♦❢ ❝❤❛r❣❡ t♦ ♦♥❡ ❞❛♥❣❧✐♥❣ ❜♦♥❞✱ ✇✐t❤ s✉❜s❡q✉❡♥t ❧✐♥❡ s❝❛♥s ❞❡♠♦♥str❛t✐♥❣ t❤❛t t❤✐s

❝❤❛r❣❡ ♦❝❝❛s✐♦♥❛❧❧② s✇✐t❝❤❡s t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ❞❛♥❣❧✐♥❣ ❜♦♥❞✳

❈❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❝❤❛r❣❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♣❛✐r ❝❛♥ ❜❡ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ♦✈❡r t✐♠❡

❜② st❛❝❦✐♥❣ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ∆f ❧✐♥❡ s❝❛♥s ✭❋✐❣✳ ✺✳✶❡✮✳ Pr❡✈✐♦✉s t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❡st✐♠❛t❡s ❢♦r

t❤❡ t✉♥♥❡❧❧✐♥❣ r❛t❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝❧♦s❡❧②✲s♣❛❝❡❞ ❞❛♥❣❧✐♥❣ ❜♦♥❞s ❤❛✈❡ r❛♥❣❡❞ ❢r♦♠ ❚❍③

t♦ ●❍③✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s♣❛❝✐♥❣ ❬✽✺❪✳ ❙✉r♣r✐s✐♥❣❧②✱ t❤❡ ❜✐st❛❜❧❡ s✐❣♥❛❧ ❢♦r ❡❛❝❤

❞❛♥❣❧✐♥❣ ❜♦♥❞ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ❋✐❣✳ ✺✳✶❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❛t t❤❡ ❝❤❛r❣❡ st❛t❡s ♦❢t❡♥

r❡♠❛✐♥ tr❛♣♣❡❞ ❢♦r s❡❝♦♥❞s ✭❋✐❣✳ ✺✳✶❢✮✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❛t ❡❧❛st✐❝ t✉♥♥❡❧❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡

♣❛✐r❡❞ ❛t♦♠s ✐s ♥♦t ♦❝❝✉rr✐♥❣✳ ❘❡❝❡♥t st✉❞✐❡s ❤❛✈❡ r❡✈❡❛❧❡❞ t❤❛t ❝❤❛r❣❡❞ s♣❡❝✐❡s ❛r❡

♦❢t❡♥ st❛❜✐❧✐③❡❞ ❜② ❛ ❧❛tt✐❝❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉♣♣♦rt✐♥❣ s✉❜str❛t❡ ❬✷✸✱ ✶✶✺❪✳ ❉❡♥s✐t②

❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r② ❤❛s s✐♠✐❧❛r❧② s❤♦✇♥ t❤❛t ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ❝❤❛r❣❡❞ s✐❧✐❝♦♥ ❞❛♥❣❧✐♥❣ ❜♦♥❞s

❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✷✵✵ ♠❡❱ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ ❛ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡

✇❤✐❝❤ r❛✐s❡s t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤♦st ❛t♦♠ ❜② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✸✵ ♣♠ ❬✽✸✱ ✽✺❪
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✿ ❋❧✉❝t✉❛t✐♥❣ ❝❤❛r❣❡ st❛t❡s ♦❢ t✇♦ ❝❧♦s❡❧②✲s♣❛❝❡❞ ❞❛♥❣❧✐♥❣ ❜♦♥❞s✳ ✭❛✮

❈♦♥st❛♥t ❝✉rr❡♥t ✜❧❧❡❞ st❛t❡ ❙❚▼ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ r❡❝♦r❞❡❞ ❛t −1.8 ❱ ❛♥❞ 50 ♣❆✳ ✭❜✮
❈♦♥st❛♥t ❝✉rr❡♥t ❡♠♣t② st❛t❡ ❙❚▼ ✐♠❛❣❡ r❡❝♦r❞❡❞ ❛t 1.3 ❱ ❛♥❞ 50 ♣❆✳ ✭❝✮ ❈♦♥st❛♥t ❤❡✐❣❤t
∆f ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ t❛❦❡♥ ❛t 0 ❱✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ t✐♣ ❤❡✐❣❤t ✐s s❡t ♦♥ ❛ ❤②❞r♦❣❡♥ ❛t♦♠ ❛t
−1.8 ❱ ❛♥❞ 50 ♣❆ ❜❡❢♦r❡ ♠♦✈✐♥❣ t❤❡ t✐♣ 300 ♣♠ t♦✇❛r❞s t❤❡ s✉r❢❛❝❡✳ ✭❞✮ ❚✇♦ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧
❧✐♥❡ s❝❛♥s ♠❛❞❡ ✐♥ ❝♦♥st❛♥t ❤❡✐❣❤t ❆❋▼ ♠♦❞❡ ❛❧♦♥❣ ❛ ❧✐♥❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♦r❛♥❣❡ ❛rr♦✇s ✐♥
✭❝✮ ✇✐t❤ ❛ t✐♣ ♦✛s❡t ♦❢ −300 ♣♠ ❢r♦♠ t❤❡ s❡t♣♦✐♥t ❛♥❞ ❛t 0 ❱✳ ❚❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ♣❡❛❦ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐s
❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❥✉♠♣✐♥❣ ❢r♦♠ ♦♥❡ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❉❇ ♣❛✐r t♦ t❤❡ ♦t❤❡r✳ ✭❡✮ ❈♦♠❜✐♥❡❞
♠❛♣ ♦❢ 400 ❝♦♥st❛♥t ❤❡✐❣❤t ∆f ❧✐♥❡ s❝❛♥s t❛❦❡♥ s❡q✉❡♥t✐❛❧❧② ♦✈❡r ❛ ✜✈❡ ♠✐♥✉t❡ ♣❡r✐♦❞✳ ✭❢✮
❚✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❜✐st❛❜❧❡ s✐❣♥❛❧ ❢♦r t❤❡ t✇♦ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❉❇s✳ ✭❣✮ ❍✐st♦❣r❛♠s ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠
t❤❡ s✐❣♥❛❧s ✐♥ ✭❢✮✳ ▲❛❜❡❧s ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ st❛t❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❡❛❦✳ ❙❝❛❧❡ ❜❛r ✐s 1
♥♠ ✭❛✲❝✱ ❡✮✳
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✇❤✐❝❤ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ♣r❡✈❡♥ts ❡❧❛st✐❝ t✉♥♥❡❧❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣

❞❛♥❣❧✐♥❣ ❜♦♥❞s✳ ❚♦ r❡❧✐❛❜❧② ❛ss✐❣♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ✐♥ ❡❛❝❤ ∆f ❧✐♥❡ s❝❛♥✱

t❤❡ t✇♦ ❞❛♥❣❧✐♥❣ ❜♦♥❞✲❝❡♥t❡r❡❞ ❢❡❛t✉r❡s ✇❡r❡ ✜t ✇✐t❤ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦✜❧❡s✳ ❍✐st♦❣r❛♠s ♦❢

t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ∆f s❤♦✇ t✇♦ ✇❡❧❧✲s❡♣❛r❛t❡❞ ♠❛①✐♠❛✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ r❡❧✐❛❜❧② ❛ss✐❣♥❡❞

t♦ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡✉tr❛❧ ❝❤❛r❣❡ st❛t❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ❞❛♥❣❧✐♥❣ ❜♦♥❞ ✭❋✐❣✳ ✺✳✶❣ ❛♥❞

❋✐❣✳ ✺✳✹ ❛♥❞ ❋✐❣✳ ✺✳✻✮✳ ❚❤✐s ♣❡r♠✐ts ❛ ❜✐♥❛r② ♥✉♠❜❡r t♦ ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ ❝❤❛r❣❡

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐♥ ❡❛❝❤ ❧✐♥❡ s❝❛♥✳

❲❡ ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t t❤❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❛♣♣❡❛r❡❞ t♦ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t✐♣✲s❛♠♣❧❡

s♣❛❝✐♥❣✱ ♠♦t✐✈❛t✐♥❣ ❢✉rt❤❡r st✉❞②✳ ❲❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ❝♦♥st❛♥t ❤❡✐❣❤t ❧✐♥❡ s❝❛♥

♠❛♣s ♦♥ ❛ s②♠♠❡tr✐❝ str✉❝t✉r❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ s✐① ❞❛♥❣❧✐♥❣ ❜♦♥❞s ✭❋✐❣✳ ✺✳✷❛✲❞✮✱ ❡❛❝❤

✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t t✐♣✲s❛♠♣❧❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❞❛♥❣❧✐♥❣ ❜♦♥❞

❛t ❡❛❝❤ ❤❡✐❣❤t ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❢❡rr❡❞ ❢r♦♠ ❤✐st♦❣r❛♠s ♦❢ t❤❡∆f ♠❡❛s✉r❡❞ ♦✈❡r ❡❛❝❤ ❞❛♥❣❧✐♥❣

❜♦♥❞ ✭❋✐❣✳ ✺✳✻✮✳ ▼♦r❡ s✐♠♣❧②✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥t✐r❡ str✉❝t✉r❡ ❝❛♥ ❜❡

✐♥❢❡rr❡❞ ❜② ❝♦✉♥t✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❛r❦ ❜❛rs ✐♥ ❡❛❝❤ ❧✐♥❡ s❝❛♥ ♠❛♣✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞

t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ ❛s t❤❡ t✐♣✲s❛♠♣❧❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✭❋✐❣✳ ✺✳✷❡✮✳

❚♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤✐s tr❡♥❞ ✇❡ ♠♦❞❡❧❧❡❞ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✐♣ ❛♥❞ ❞❛♥❣❧✐♥❣

❜♦♥❞s ✇✐t❤ ❛ ✸❉ ✜♥✐t❡✲❡❧❡♠❡♥t ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✱ ❬✶✱ ✶✶✻❪ ✇❤✐❝❤ r❡✈❡❛❧s t❤❡ ❤❡✐❣❤t✲

❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛♥❞ ❜❡♥❞✐♥❣ ❜❡♥❡❛t❤ t❤❡ t✐♣ ✭❋✐❣✳ ✺✳✷❢✮✳ ❚✇♦ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦

t❤❡ t♦t❛❧ t✐♣ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜❛♥❞ ❜❡♥❞✐♥❣ ✭❚■❇❇✮ ❛t ③❡r♦ ❜✐❛s ♠✉st ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✿ ✭✐✮ t❤❡

❝♦♥t❛❝t ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✐♣ ❛♥❞ s✉❜str❛t❡❀ ✭✐✐✮ ❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❜② t❤❡

✐♠❛❣❡ ❝❤❛r❣❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❆❋▼ t✐♣✳ ❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✇♦r❦ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r t✉♥❣st❡♥

t✐♣ ✐s ∼ 1 ❡❱ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ t❤❡ s✉❜str❛t❡ t❤❡ ❝♦♥t❛❝t ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡

r❡s✉❧ts ✐♥ ❛♥ ✉♣✇❛r❞ ❜❛♥❞ ❜❡♥❞✐♥❣ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❉❇ ✐s

♥❡❣❛t✐✈❡✱ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❝❤❛r❣❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ t✐♣ ♣r♦❞✉❝❡s ❛ ❝♦✉♥t❡r❛❝t✐♥❣ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✱

✇❤✐❝❤ ❤❛s ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ✶✴③ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ t✐♣ ❤❡✐❣❤t ✭③✮✳ ❆t s♠❛❧❧ t✐♣✲s❛♠♣❧❡

s❡♣❛r❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❝❤❛r❣❡ ❝❛♥ ❡①❝❡❡❞ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t❛❝t ♣♦t❡♥t✐❛❧

❞✐✛❡r❡♥❝❡✱ r❡♥❞❡r✐♥❣ t❤❡ t♦t❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ♥❡❣❛t✐✈❡✳ ❯♥❞❡r t❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❛♥

❡❧❡❝tr♦♥ ✐s st❛❜✐❧✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❛♥❣❧✐♥❣ ❜♦♥❞ ❞✐r❡❝t❧② ❜❡♥❡❛t❤ t❤❡ t✐♣ ✭❢♦r s✐♠✉❧❛t✐♦♥

❞❡t❛✐❧s s❡❡ ❋✐❣✳ ✺✳✺✮ ♣❡r♠✐tt✐♥❣ t❤❡ t✐♣ t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ ♠❡❛♥s t♦ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡ ❡❧❡❝tr♦♥s

❝♦♥✜♥❡❞ t♦ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ str✉❝t✉r❡✳ ❚❤✐s ❡✛❡❝t ✈❛♥✐s❤❡s ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t✐♣✲s❛♠♣❧❡

s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✭❋✐❣✳ ✺✳✷❢✮✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛s t❤❡ t✐♣ ✐s r❡tr❛❝t❡❞ t❤❡ tr✉❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ str✉❝t✉r❡ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ✭❋✐❣✳ ✺✳✷❡✮✳ ■♥ t❤✐s r❡❣✐♠❡✱ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✿ ❈❤❛r❣❡ st❛t❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ s②♠♠❡tr✐❝ s✐① ❞❛♥❣❧✐♥❣ ❜♦♥❞ str✉❝t✉r❡

❛t ❞✐✛❡r❡♥t t✐♣ ❤❡✐❣❤ts✳ ✭❛✮ ❈♦♥st❛♥t ❤❡✐❣❤t ∆f ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ s✐① ❞❛♥❣❧✐♥❣
❜♦♥❞ str✉❝t✉r❡ t❛❦❡♥ ❛t −300 ♣♠ ❛♥❞ 0 ❱✳ ❚❤❡ s❝❛❧❡ ❜❛r ✭❛✲❞✮ ✐s 3 ♥♠✳ ✭❜✲❞✮ ❊✐❣❤t
❤✉♥❞r❡❞ ❝♦♥st❛♥t ❤❡✐❣❤t ❧✐♥❡ s❝❛♥s ❛t −320 ♣♠ ✭❜✮✱ −290 ♣♠✱ ✭❝✮ ❛♥❞ −270 ♣♠ ✭❞✮ r❡✈❡❛❧
t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✬s ❝❤❛r❣❡ st❛t❡s ✐♥ t✐♠❡✳ ❚✐♣ ❤❡✐❣❤ts ❛r❡ ✐♥ r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦ ❛♥ ❙❚▼
s❡t♣♦✐♥t ♦❢ −1.8 ❱ ❛♥❞ 50 ♣❆ ♠❡❛s✉r❡❞ ♦✈❡r ❍✲❙✐✳ ■♠❛❣❡s ❝♦♥t❛✐♥ s✇❡❡♣s ✐♥ ❜♦t❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥s
❛❝r♦ss t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ❍✐st♦❣r❛♠s ♦❢ t❤❡ ∆f ❡①tr❛❝t❡❞ ♦✈❡r ❡❛❝❤ ❞❛♥❣❧✐♥❣ ❜♦♥❞ ✐♥ ✭❜✮ ❛♥❞
✭❞✮ ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✼✳ ✭❡✮ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡✱ ✐♥❢❡rr❡❞ ❢r♦♠
❞✐❣✐t✐③✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ st❛t❡ ♦❢ 1600 ❝♦♥st❛♥t ❤❡✐❣❤t ∆f ❧✐♥❡ s❝❛♥s ❛t ❞✐✛❡r❡♥t t✐♣ ♦✛s❡ts✱
❞❡❝r❡❛s❡s ❢r♦♠ s✐① t♦ t❤r❡❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝❤❛r❣❡s ❛s t❤❡ t✐♣ s❛♠♣❧❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞✳ ❚✇♦
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ r❡❣✐♠❡s✿ r❡❛❞ ❛♥❞ ✇r✐t❡ ❛r❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞✳ ✭❢✮ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ t✐♣✲✐♥❞✉❝❡❞
♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❉❇ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛s s✉♠ ♦❢ t✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛t ③❡r♦ ❜✐❛s✿ t❤❡ ❝♦♥t❛❝t
♣♦t❡♥t✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✐♣ ❛♥❞ s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❝❤❛r❣❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❆❋▼ t✐♣✳
❚❤❡ t✉♥❣st❡♥ ❆❋▼ t✐♣ ✇❛s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ✇♦r❦ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ 5 ❡❱ ❛♥❞ ❛♥ ❛♣❡① r❛❞✐✉s ♦❢
5 ♥♠ ❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ❞✉r✐♥❣ ✜❡❧❞ ✐♦♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ♦❢ t✐♣✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧❡✬s ✇♦r❦ ❢✉♥❝t✐♦♥
✇❛s t❛❦❡♥ t♦ ❜❡ 4.1 ❡❱✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❙✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r②
■♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

✹✻



s②st❡♠ ❛♣♣❡❛rs t♦ r❡♠❛✐♥ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ❢♦r ♠❛♥② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✭> 15 s ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡

❢♦r ❜♦t❤ st❛t❡s✮✱ s✉❣❣❡st✐♥❣ t❤❛t t❤❡ t✐♣ ✐s ♥❡❛r❧② ♥♦♥✲✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ s②st❡♠✳

❋r♦♠ t❤✐s ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ r❡❣✐♠❡s ✭❋✐❣✳ ✺✳✷❡✮✿ ❛ str♦♥❣❧②

✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ r❡❣✐♠❡ ✇✐t❤ s♠❛❧❧ t✐♣✲s❛♠♣❧❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ✐s ❝♦♥tr♦❧❧❛❜❧②

♠❛♥✐♣✉❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ t✐♣ ✭t❤❡ ✇r✐t❡ r❡❣✐♠❡✮✱ ❛♥❞ ❛ ✇❡❛❦❧② ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ r❡❣✐♠❡ ✇❤❡r❡ ✇❡

❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❝❤❛r❣❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ✭t❤❡ r❡❛❞ r❡❣✐♠❡✮✳

❆♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ st❛t❡s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❛❞ r❡❣✐♠❡ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ✐♥❢❡r t❤❡✐r

r❡❧❛t✐✈❡ ❡♥❡r❣✐❡s✳ ■♥s♣❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❋✐❣✳ ✺✳✷❞ r❡✈❡❛❧s t❤❛t t❤❡ ♦✉t❡r♠♦st ❞❛♥❣❧✐♥❣ ❜♦♥❞s

❛r❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❝❤❛r❣❡❞✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ♦♥❧② ❛ s✐♥❣❧❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝❤❛r❣❡ ✐s ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝❛❧❧②

❝♦♥✜♥❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡✱ ✇❤❡r❡ ✐t ♦❝❝❛s✐♦♥❛❧❧② s✇✐t❝❤❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡

t✇♦ ❝❡♥tr❛❧ ❞❛♥❣❧✐♥❣ ❜♦♥❞s✳ ❇② ♦❜s❡r✈✐♥❣ t❤❛t t❤❡ t♦t❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t✐♠❡ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧

❝❤❛r❣❡ s♣❡♥❞s ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t ❞❛♥❣❧✐♥❣ ❜♦♥❞ ✭50%✮ ✐s r♦✉❣❤❧② ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ r✐❣❤t ✭46%✮✱

✇❡ ❝♦♥✜r♠ t❤❡ ❞❡❣❡♥❡r❛❝② ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ ❝❤❛r❣❡ st❛t❡s✳

❚♦ ❢✉rt❤❡r ✈❛❧✐❞❛t❡ ♦✉r ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✇r✐t❡ ❛♥❞ r❡❛❞ r❡❣✐♠❡s ✇❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t❤❡

❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ s❝❤❡♠❡s ❋✐❣✳ ✺✳✸❛✲❝ ♦♥ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ str✉❝t✉r❡ ✭❋✐❣✳ ✺✳✸❞✱

t❤❡ s❛♠❡ str✉❝t✉r❡ ❛s ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✷✮ ❛♥❞ ❛♥ ❛s②♠♠❡tr✐❝ str✉❝t✉r❡ ✭❋✐❣✳ ✺✳✸✐✮✳ ❋✐rst✱

✇❡ r❡str✐❝t❡❞ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts t♦ t❤❡ r❡❛❞ r❡❣✐♠❡ ✭s❝❤❡♠❡ ❋✐❣✳ ✺✳✸❛✱ ❋✐❣✳ ✺✳✸❡✱❥✮✱

❛❧❧♦✇✐♥❣ ✉s t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❝❤❛r❣❡ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ ❛ss❡ss

t❤❡✐r r❡❧❛t✐✈❡ ❡♥❡r❣✐❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡✐r r❛t❡ ♦❢ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ✭❋✐❣✳ ✺✳✸❤✱♠✮✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t

❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❝♦♥t❛✐♥ t✇♦ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♣❤❛s❡s✿ ✐♥ t❤❡ ✇r✐t❡ ♣❤❛s❡✱ t❤❡ t✐♣ ✐s s❝❛♥♥❡❞

❛❝r♦ss t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❛t ❝❧♦s❡ ♣r♦①✐♠✐t②❀ ✐♥ t❤❡ r❡❛❞ ♣❤❛s❡✱ t❤❡ t✐♣ ✐s r❡tr❛❝t❡❞ 50 ♣♠

✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✇r✐t❡ ♣❤❛s❡ ❛♥❞ s❝❛♥♥❡❞ ❜❛❝❦ ❛❝r♦ss ✭❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ s❝❤❡♠❡s ❋✐❣✳

✺✳✸❜✱❝✮✳ ■t ♠✐❣❤t ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t❤❛t ❛♥② ❝❤❛r❣❡ st❛t❡ ♣r❡♣❛r❡❞ ❜② t❤❡ ✇r✐t❡ ♣❤❛s❡ s❤♦✉❧❞

❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❛❞ ♣❤❛s❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❋✐❣✳ ✺✳✸❢✱❣ ❛♥❞ ✺✳✸❦✱❧ ❝♦♥✜r♠ t❤❛t ❝❤❛r❣❡ ✐♥

t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ♦❢ ❜♦t❤ str✉❝t✉r❡s ❝❛♥ ❜❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡❞✳ ❖♥ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ str✉❝t✉r❡ ✭❋✐❣✳

✺✳✸❞✮ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❝♦♥s✐st❡♥t❧② ✐♥✐t✐❛t❡ ❝❤❛r❣❡ t♦ t❤❡ r✐❣❤t ✭❋✐❣✳ ✺✳✸❢✱ 85%✮ ♦r ❧❡❢t ✭❋✐❣✳

✺✳✸❣✱ 79%✮ ❝❡♥tr❛❧ ❞❛♥❣❧✐♥❣ ❜♦♥❞✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡

❣r♦✉♥❞ st❛t❡s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✸❡ ❛♥❞ ❋✐❣✳ ✺✳✷❞✳ ❖♥ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ str✉❝t✉r❡

✭❋✐❣✳ ✺✳✸✐✮✱ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts r❡str✐❝t❡❞ t♦ t❤❡ r❡❛❞ r❡❣✐♠❡ ✭❋✐❣✳ ✺✳✸❥✮ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t

t❤✐s s②st❡♠ ❤❛s t❤r❡❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝❤❛r❣❡s✱ ❛❣❛✐♥ ♦♥❧② t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ❝♦♥✜♥❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥♥❡r

♣❛✐r ✢✉❝t✉❛t❡s✱ ❛♥❞ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ✐s ❛s②♠♠❡tr✐❝ t❤❡s❡ t✇♦ ❝❤❛r❣❡ st❛t❡s ❛r❡

♥♦♥✲❞❡❣❡♥❡r❛t❡✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ✇❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t❤✐s ❝❤❛r❣❡ t♦ ❢❛✈♦✉r t❤❡ ❧❡❢t ❞❛♥❣❧✐♥❣ ❜♦♥❞
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✿ ❈♦♥tr♦❧❧❡❞ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❤❛r❣❡ st❛t❡s ✐♥ s②♠♠❡tr✐❝ ❛♥❞ ❛s②♠♠❡t✲

r✐❝ ❞❛♥❣❧✐♥❣ ❜♦♥❞ str✉❝t✉r❡s✳ ❱✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❛♥ ♠♦❞❡s✿ ✭❛✮ ❛❧❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡
r❡str✐❝t❡❞ t♦ t❤❡ r❡❛❞ r❡❣✐♠❡❀ ✭❜✮ t❤❡ t✐♣ ✐s s❝❛♥♥❡❞ ❢r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t ✐♥ t❤❡ ✇r✐t❡ r❡❣✐♠❡✱
r❡tr❛❝t❡❞ 50 ♣♠ t♦ t❤❡ r❡❛❞ r❡❣✐♠❡✱ ❛♥❞ s❝❛♥♥❡❞ ❜❛❝❦ ❛❝r♦ss❀ ✭❝✮ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❝❡ss ❛s
✭❜✮ ✇✐t❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥s r❡✈❡rs❡❞✳ ✭❞✮ ❈♦♥st❛♥t ❤❡✐❣❤t ∆f ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ s✐①✲❞❛♥❣❧✐♥❣
❜♦♥❞ str✉❝t✉r❡ t❛❦❡♥ ❛t −300 ♣♠ ❛♥❞ 0 ❱✳ ✭❡✲❣✮ 200 ❧✐♥❡ s❝❛♥s ❛❝r♦ss str✉❝t✉r❡ ✐♥ ✭❞✮ ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ s❝❤❡♠❡ ✭❛✮ ✭❡✮✱ s❝❤❡♠❡ ✭❜✮ ✭❢✮✱ ❛♥❞ s❝❤❡♠❡ ✭❝✮ ✭❣✮ ✭✇r✐t❡ r❡❣✐♠❡✿ −320 ♣♠✱
r❡❛❞ r❡❣✐♠❡✿ −270 ♣♠✮✳ ✭❤✮ ❍✐st♦❣r❛♠s ♦❢ t❤❡ ❜✐♥❛r② ♥✉♠❜❡rs ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❞✐❣✐t✐③❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡ s❝❛♥s ✐♥ ✭❡✲❣✮✳ ✵✬s ❛♥❞ ✶✬s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ♥❡✉tr❛❧ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ❝❤❛r❣❡❞ ❞❛♥❣❧✐♥❣
❜♦♥❞s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❖♥❧② t❤❡ ❢♦✉r ✐♥t❡r✐♦r ❞❛♥❣❧✐♥❣ ❜♦♥❞s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ✭✐✮ ❈♦♥st❛♥t
❤❡✐❣❤t ∆f ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ✜✈❡✲❞❛♥❣❧✐♥❣ ❜♦♥❞ str✉❝t✉r❡ t❛❦❡♥ ❛t −350 ♣♠ ❛♥❞ 0
❱✳ ✭❥✲❧✮ ▼❛♣s ♦❢ 200 ❧✐♥❡ s❝❛♥s ❛❝r♦ss str✉❝t✉r❡ ✭✐✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ s❝❤❡♠❡ ✭❛✮ ✭❥✮✱ s❝❤❡♠❡
✭❜✮ ✭❦✮✱ ❛♥❞ s❝❤❡♠❡ ✭❝✮ ✭❧✮ ✭✇r✐t❡ r❡❣✐♠❡✿ ✲✸✼✵ ♣♠✱ r❡❛❞ r❡❣✐♠❡✿ −320 ♣♠✮✳ ✭♠✮ ❍✐st♦❣r❛♠s
♦❢ t❤❡ ❜✐♥❛r② ♥✉♠❜❡rs ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❞✐❣✐t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡ s❝❛♥s ✐♥ ✭❥✲❧✮✳ ❚❤❡ s❝❛❧❡ ❜❛rs
✐♥ ✭❞✮ ❛♥❞ ✭✐✮ ❛r❡ 3 ♥♠✳ ❚✐♣ ❤❡✐❣❤ts ❛r❡ ✐♥ r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦ ❛♥ ❙❚▼ ❝♦♥st❛♥t ❝✉rr❡♥t s❡t♣♦✐♥t
♦❢ −1.8 ❱ ❛♥❞ 50 ♣❆ ♠❡❛s✉r❡❞ ♦✈❡r ❍✲❙✐✳

✹✽



♦❢ t❤❡ ♣❛✐r ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ✭❋✐❣✳ ✺✳✸❥✱♠ 18% ✈s✳ 73%✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮✳ ❚❤✐s

✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t ♦t❤❡r ❝❤❛r❣❡❞ s♣❡❝✐❡s ✭❡✳❣✳ ❞❛♥❣❧✐♥❣ ❜♦♥❞s ♦r ✐♦♥✐③❡❞ ❞♦♥♦rs✮ ❛❝t ❛s

❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ❜✐❛s ♦♥ t❤✐s str✉❝t✉r❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡ ❤✐❞❞❡♥ ❜✐❛s❡s ❝❛♥ ❜❡

❝♦✉♥t❡r❛❝t❡❞ ❜② ♣❛tt❡r♥✐♥❣ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❛♥❣❧✐♥❣ ❜♦♥❞s ✐♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡✬s s✉rr♦✉♥❞✐♥❣

❛r❡❛ ✭❋✐❣✳ ✺✳✽✮✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❝❤❛r❣❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡

♠❛♥✐♣✉❧❛t❡❞ t♦ s❡❧❡❝t✐✈❡❧② ♦❝❝✉♣② t❤❡ r✐❣❤t ✭❋✐❣✳ ✺✳✸❦✱ 92%✮ ♦r ❧❡❢t ✭❋✐❣✳ ✺✳✸❧✳ 67%✮

❞❛♥❣❧✐♥❣ ❜♦♥❞ ♦❢ t❤❡ ♣❛✐r✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ❛♥❞ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡s ♦❜s❡r✈❡❞ t♦

♦❝❝✉r ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✸❥✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t ❣r♦✉♥❞ st❛t❡s ❝❛♥ ❜❡

♣r❡♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ r❛t❡ ♦❢ ❡①❝✐t❡❞ ❝❤❛r❣❡ st❛t❡s ❝❛♥ ❜❡

str♦♥❣❧② ❡♥❤❛♥❝❡❞✳ ❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ ♣❛✐r ♦❢ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝

str✉❝t✉r❡ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡❞✳ ❲❡ ❤②♣♦t❤❡s✐③❡ t❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♦t❤❡r t✇♦

❝❤❛r❣❡s ✐♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❛❝t ❛s str♦♥❣ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ❜✐❛s❡s✱ ❛♥❞ t❤❛t t♦ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡

❡①❝✐t❡❞ ❝❤❛r❣❡ st❛t❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ✐ts ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡ ❣r❡❛t❡r t✐♠❡

r❡s♦❧✉t✐♦♥ t❤❛♥ ✇❛s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ ✉s ✭∼ 1 s ❜❡t✇❡❡♥ ✇r✐t❡ ❛♥❞ r❡❛❞ ♣❤❛s❡s✮✳

❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t ❝❤❛r❣❡ st❛t❡s ✐♥ ❛t♦♠✐❝ str✉❝t✉r❡s ❝❛♥ r❡♠❛✐♥

tr❛♣♣❡❞ ❢♦r ♣❡r✐♦❞s ♦♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ s❡❝♦♥❞s✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ❞❛♥❣❧✐♥❣ ❜♦♥❞s ❛r❡

❡❧❡❝tr♦♥✐❝❛❧❧② ✐s♦❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❜✉❧❦ ❛♥❞ ❧❛tt✐❝❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✐♥❞✉❝❡s ❛♥ ❛s②♠♠❡tr② ✐♥

t❤❡ ❝♦♥✜♥✐♥❣ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡r♠❛❧ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡

t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ❡❧❡❝tr♦♥s t♦ t✉♥♥❡❧ ♦r t❤❡r♠✐♦♥✐❝❛❧❧② ❤♦♣ ❜❡t✇❡❡♥

❞❛♥❣❧✐♥❣ ❜♦♥❞s✳ ❚❤✐s ♠♦t✐✈❛t❡s ❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t st✉❞② ♦❢ t❤❡s❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✳

❖✉r r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ✈✐❛ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ❛r❣✉♠❡♥ts s✉❣❣❡st✐♥❣ ❛t♦♠✐❝ s②st❡♠s

❝♦✉❧❞ s❡r✈❡ ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❜❧♦❝❦s ❢♦r ✜❡❧❞ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❞❡✈✐❝❡s✳ ❲❡

✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ❤❡✐❣❤t ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t✐♣ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜❛♥❞ ❜❡♥❞✐♥❣ ✐♥ ❆❋▼ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts

❛t ③❡r♦ ❜✐❛s ❛s t❤❡ ❦❡② ❢❛❝t♦r t♦ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡ ❛♥❞ ♥♦♥✲♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡❧② ♠♦♥✐t♦r s✐♥❣❧❡

❡❧❡❝tr♦♥s ❝♦♥✜♥❡❞ t♦ ❛t♦♠✐❝ str✉❝t✉r❡s✳ ❚❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡ ❡①♣❛♥❞ t❤❡

s❝❛♥♥✐♥❣ ♣r♦❜❡ t♦♦❧❦✐t ✇✐t❤ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ♣♦s✐t✐♦♥ ❝❤❛r❣❡ ✇✐t❤✐♥ ❛t♦♠✐❝ str✉❝t✉r❡s ❛♥❞

✐♥✐t✐❛t❡ ❞❡s✐r❡❞ ❝❤❛r❣❡ st❛t❡s✱ ♦♣❡♥✐♥❣ t❤❡ ❞♦♦r ❢♦r ❢✉t✉r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ♦❢ t❛✐❧♦r✲♠❛❞❡

❛t♦♠✐❝ ❝❤❛r❣❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❤❛r❞✇❛r❡ s②st❡♠s ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❞❡s✐❣♥❡r ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥s✳

✺✳✶ ⑤ ▼❡t❤♦❞s

❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❙❡t✉♣✿ ❆❧❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❛ ❤♦♠❡ ❜✉✐❧t s②st❡♠ ✐♥✲

❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ ❛♥ ❖♠✐❝r♦♥ ▲❚ ❙❚▼✴❆❋▼ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❛t 4.5 ❑ ❛♥❞ ✉❧tr❛❤✐❣❤ ✈❛❝✉✉♠

✹✾



✭< 1× 10−10 ❚♦rr✮✳ ❚❤❡ t✐♣ ✇❛s ❝r❡❛t❡❞ ❢r♦♠ ♣♦❧②❝r②st❛❧❧✐♥❡ t✉♥❣st❡♥ ✇✐r❡ t❤❛t ✇❛s

❝❤❡♠✐❝❛❧❧② ❡t❝❤❡❞ ❛♥❞ ✐♥st❛❧❧❡❞ t♦ ❛ qP❧✉s s❡♥s♦r ❬✶✶✼❪✳ ❚❤❡ t✐♣ ✇❛s ❞r✐✈❡♥ ✇✐t❤ ❛♥

❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ 50 ♣♠ ❛t ❛ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ 28 ❦❍③ ❛♥❞ ◗✲❢❛❝t♦r ♦❢ 14 × 103✳

❆♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❡❧❡❝tr♦❞❡ ♦♥ t❤❡ s❡♥s♦r ✐s ✉s❡❞ t♦ s✉♣♣❧② t✉♥♥❡❧❧✐♥❣ ❝✉rr❡♥t✳ ❚✐♣s

✇❡r❡ ❢✉rt❤❡r ♣r♦❝❡ss❡❞ ✇✐t❤ ❡❧❡❝tr♦♥ ❜♦♠❜❛r❞♠❡♥t t♦ r❡♠♦✈❡ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦①✐❞❡✱ ❛♥❞

s❤❛r♣❡♥❡❞ ❜② ♥✐tr♦❣❡♥ ❡t❝❤✐♥❣ ✇❤✐❧❡ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ✜❡❧❞ ✐♦♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ❬✺✼❪✳ ■♥✲s✐t✉

t✐♣ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❝♦♥t❛❝ts ✇✐t❤ t❤❡ t✐♣ t♦ t❤❡ s❛♠♣❧❡ s✉r✲

❢❛❝❡✳ ❙❛♠♣❧❡s ✇❡r❡ ❝❧❡❛✈❡❞ ❢r♦♠ ✭100✮✲♦r✐❡♥t❡❞ ❙✐ ❝r②st❛❧s t❤❛t ❛r❡ ❤✐❣❤❧② ❆s✲❞♦♣❡❞

✭1.5 × 1019 ❛t♦♠ ❝♠−3✮✳ ❆❢t❡r ❞❡❣❛ss✐♥❣ ❛t 600 ◦❈ ❢♦r ∼ 12 ❤♦✉rs✱ s❛♠♣❧❡s ✇❡r❡

✢❛s❤ ❛♥♥❡❛❧❡❞ t♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❛s ❤✐❣❤ ❛s 1250 ◦❈ ❜❡❢♦r❡ ♣❛ss✐✈❛t✐♥❣ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✇✐t❤

❤②❞r♦❣❡♥ ✇❤✐❧❡ ♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ ❛ s❛♠♣❧❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ 330 ◦❈✳ ❚❤❡s❡ ❤✐❣❤ ✢❛s❤ t❡♠✲

♣❡r❛t✉r❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r❡✈✐♦✉s❧② s❤♦✇♥ t♦ ✐♥❞✉❝❡ ❛ ❞♦♣❛♥t ❞❡♣❧❡t✐♦♥ r❡❣✐♦♥ ❡①t❡♥❞✐♥❣

❛s ❢❛r ❛s 100 ♥♠ ❜❡❧♦✇ t❤❡ s❛♠♣❧❡ s✉r❢❛❝❡ ❬✼✵❪✳

✺✳✷ ⑤ ❙✉♣♣♦rt✐♥❣ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥

❊rr♦r ❘❛t❡✿ ❚❤r♦✉❣❤♦✉t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts r❡str✐❝t❡❞ t♦ t❤❡ r❡❛❞ r❡❣✐♠❡ ✇❡ ♦❝❝❛s✐♦♥❛❧❧②

♦❜s❡r✈❡❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝❤❛r❣❡s ♦❝❝✉♣②✐♥❣ ❜♦t❤ ❞❛♥❣❧✐♥❣ ❜♦♥❞s ✐♥ ❛ ♣❛✐r✱ ❞❡s♣✐t❡ t❤✐s ❜❡✐♥❣

✉♥❧✐❦❡❧② ❞✉❡ t♦ ❈♦✉❧♦♠❜✐❝ r❡♣✉❧s✐♦♥✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡s❡ ❧✐♥❡ s❝❛♥s ❛s ❡rr♦rs✳ ❲❤✐❧❡ ✐t

✇❛s t②♣✐❝❛❧❧② s❡✈❡r❛❧ ♣❡r❝❡♥t ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❡rr♦r r❛t❡s ♦❢ < 1% ✭❋✐❣✳ ✺✳✺✮✳ ❲❡ ❤❛✈❡

✐❞❡♥t✐✜❡❞ s❡✈❡r❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♥❣ ❢❛❝t♦rs✳ ✭✐✮ ❚❤❡ r❡❛❞ ❛♥❞ ✇r✐t❡ r❡❣✐♠❡s ❛r❡ s❡♥s✐t✐✈❡

t♦ t❤❡ t✐♣ ❤❡✐❣❤t ✭❋✐❣✳ ✺✳✸✮✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t s♠❛❧❧ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t✐♣ ❤❡✐❣❤t

❝❛♥ ♦❝❝❛s✐♦♥❛❧❧② r❡s✉❧t ✐♥ ✉♥✐♥t❡♥t✐♦♥❛❧ ❞r❛❣❣✐♥❣ ✐♥ t❤❡ r❡❛❞ r❡❣✐♠❡ ❝❛✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡

♥❡❣❛t✐✈❡ ❝❤❛r❣❡ t♦ ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞ t✇✐❝❡✱ ♦r ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦✉r ❛❜✐❧✐t② t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡

❝❤❛r❣❡ ✐♥ t❤❡ ✇r✐t❡ r❡❣✐♠❡✳ ✭✐✐✮ ❙❤❛r♣ t✐♣s ✇❡r❡ ❢♦✉♥❞ t♦ ♠♦r❡ ❝❧❡❛r❧② r❡s♦❧✈❡ t❤❡ t✇♦

❝❤❛r❣❡ st❛t❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ❞❛♥❣❧✐♥❣ ❜♦♥❞✳ ❚❤✐s r❡❞✉❝❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥❝♦rr❡❝t ❝❤❛r❣❡ st❛t❡

❛ss✐❣♥♠❡♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ❛ ❞✐❣✐t❛❧ ❢❛s❤✐♦♥✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✇✐t❤ ❍✲t❡r♠✐♥❛t❡❞

t✐♣s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✈✐❛ ❢♦r❝❡ ❞✐st❛♥❝❡ s♣❡❝tr♦s❝♦♣②✱ ❬✷✾❪ ✐t ✇❛s

♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t❡ t❤❡ t✇♦ ❝❤❛r❣❡ st❛t❡s ❡❛❝❤ ❞❛♥❣❧✐♥❣ ❜♦♥❞✳

❉❛t❛ Pr♦❝❡ss✐♥❣✿ ▼✐♥✐♠❛❧ ❞❛t❛ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛♥❞ r❛✇ ❞❛t❛ ✇❛s

✉s❡❞ ✇❤❡♥❡✈❡r ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❆❧❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇✐t❤ r❡♣❡❛t❡❞ ❧✐♥❡ s❝❛♥s ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞

✐♥ ❝♦♥st❛♥t ❤❡✐❣❤t ♠♦❞❡✳ ❋♦r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❡♥t✐r❡❧② ✐♥ t❤❡ r❡❛❞ r❡❣✐♠❡✱

❢♦r✇❛r❞ ❛♥❞ ❜❛❝❦✇❛r❞ ❧✐♥❡ s❝❛♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s❛✈❡❞ ✐♥ s❡♣❛r❛t❡ ✜❧❡s ❜② t❤❡ ❝♦♥tr♦❧

✺✵



s♦❢t✇❛r❡✱ ✇❡r❡ ❛❧✐❣♥❡❞ ♠❛♥✉❛❧❧② ❜② r❡♠♦✈✐♥❣ ❛♥ ❡q✉❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣✐①❡❧s ❛t t❤❡ st❛rt

♦❢ ❜♦t❤ s❝❛♥s ❛♥❞ ③✐♣♣❡❞ t♦❣❡t❤❡r ✭st❡♣ ✶✱ ❋✐❣✳ ✺✳✹❜✮✳ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢t❡♥ ❡①❝❡❡❞❡❞

30 ♠✐♥✉t❡s✱ ♦✈❡r ✇❤✐❝❤ t✐♠❡ t❤❡ t✐♣ ✇♦✉❧❞ ✐♥❡✈✐t❛❜❧② ❞r✐❢t t♦✇❛r❞s ♦r ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡

s✉r❢❛❝❡ ❞✉❡ t♦ ♣✐❡③♦ ❝r❡❡♣ ❛♥❞ t❤❡r♠❛❧ ❞r✐❢t✳ ❚♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤✐s✱ ❛ ❧✐♥❡❛r ❞r✐❢t ✇❛s

s✉❜tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ❛❧❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇✐t❤ r❡♣❡❛t❡❞ ❧✐♥❡ s❝❛♥s ❜② ✜tt✐♥❣ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ∆f

❢♦r ❡❛❝❤ ❧✐♥❡ s❝❛♥ ♦✈❡r t❤❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✭st❡♣ ✷✱ ❋✐❣✳ ✺✳✹❝✮✳ ■♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts

✇❤❡r❡ ∆f ❞r✐❢t❡❞ ❜② ♠♦r❡ t❤❛♥ 2 ❍③ t❤❡ ❡♥t✐r❡ r✉♥ ✇❛s r❡❥❡❝t❡❞✳

❚❤❡ ∆f ✈❛❧✉❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♦✈❡r ❡❛❝❤ ❞❛♥❣❧✐♥❣ ❜♦♥❞ ✇❛s ❡①tr❛❝t❡❞ ❜② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②

✜tt✐♥❣ ❡❛❝❤ ❞❛♥❣❧✐♥❣ ❜♦♥❞ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♣❡❛❦ ✐♥ t❤❡ ❧✐♥❡ s❝❛♥s ✭❞❡✜♥❡❞ ❜② ♣✐①❡❧s✮ ✇✐t❤

❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭st❡♣ ✸✱ ❋✐❣✳ ✺✳✹❞✮✳ ❲❤❡♥ ❞❛♥❣❧✐♥❣ ❜♦♥❞s ✇❡r❡ ♥❡✉tr❛❧✱ t❤✐s

❝♦rr❡s♣♦♥❞❡❞ t♦ ✜tt✐♥❣ t❤❡ ∆f ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♥♦✐s❡✴❤②❞r♦❣❡♥✱ ❛♥❞

t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ♣❡❛❦ ♦❢ ❡❛❝❤ ●❛✉ss✐❛♥ ✇❛s ❝♦♥str❛✐♥❡❞ t♦ ❛ 30✲♣✐①❡❧ ✇✐♥❞♦✇ ❝❡♥t❡r❡❞

♦♥ ❡❛❝❤ ❞❛♥❣❧✐♥❣ ❜♦♥❞✳ ❙✉♣♣♦rt✐♥❣ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✹❡✱❢ s❤♦✇s t❤❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ∆f ✈❛❧✉❡s ❢♦r

t✇♦ ❞❛♥❣❧✐♥❣ ❜♦♥❞s✳ ❚❤❡ ❜✐st❛❜❧❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❡❛❝❤ ❞❛♥❣❧✐♥❣ ❜♦♥❞ ✐s ❝❧❡❛r❧② ✈✐s✐❜❧❡✳

❇✐♥❛r② ♥✉♠❜❡rs ✇❡r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ st❛t❡s ❜② ♠❛❦✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝✉t ✐♥ ∆f

✭❋✐❣✳ ✺✳✹❡✱❢ ❞❡♠♦♥str❛t❡ ❝✉ts✮✳ ❉❛♥❣❧✐♥❣ ❜♦♥❞s ✇✐t❤ ∆f ♠♦r❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ t❤❛♥ t❤❡ ❝✉t

✭❧❛r❣❡r ❛❜s♦❧✉t❡ ∆f✮ ✇❡r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝❤❛r❣❡ st❛t❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤♦s❡ ✇✐t❤ ∆f ♠♦r❡

♣♦s✐t✐✈❡ t❤❛♥ t❤❡ ❝✉t ✭s♠❛❧❧❡r ❛❜s♦❧✉t❡ ∆f✮ ✇❡r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ❛ ♥❡✉tr❛❧ ❝❤❛r❣❡ st❛t❡ ✭❋✐❣✳

✺✳✹❡✱❢✮✳ ❚✇♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ st❡♣s ✇❡r❡ ✉s❡❞ t♦ ❝r❡❛t❡ t❤❡ ❤✐st♦❣r❛♠s ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✻ ❛♥❞ ✺✳✼✳

❋✐rst✱ t❤❡ ❧❛r❣❡st ∆f ✐♥ t❤❡ s❡t ♦❢ t❤❡ ∆f ❡①tr❛❝t❡❞ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ❞❛♥❣❧✐♥❣ ❜♦♥❞s ✐♥ ❛♥

❡①♣❡r✐♠❡♥t ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ✜t ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✮ ✇❛s s❡t t♦ 0 ✭st❡♣ ✹✮✳ ❚❤✉s✱ t❤❡

♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ∆f ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ❞❛♥❣❧✐♥❣ ❜♦♥❞s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ❡❛❝❤ ∆f ✇❛s

♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② s❡tt✐♥❣ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ∆f t♦ 1.0 ✭st❡♣ ✺✮✳ ❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✐s♦❧❛t❡❞ ❞❛♥❣❧✐♥❣

❜♦♥❞s ✇❡r❡ ❛❧✇❛②s ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ❝❤❛r❣❡❞✱ ❛ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ∆f ♦❢ 1.0 ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡

❛✈❡r❛❣❡ ∆f ❢♦r ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ❝❤❛r❣❡❞ ❞❛♥❣❧✐♥❣ ❜♦♥❞✳ ❙✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ❛❜♦✈❡ ❛

s✐♥❣❧❡ ❝♦♠♠♦♥ ❝✉t ✐♥ ∆f ✇❛s ✉s❡❞ t♦ ❛ss✐❣♥ ❝❤❛r❣❡ st❛t❡s t♦ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❞❛t❛

✭st❡♣ ✻✮✳

P♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❉❇s ❞✉r✐♥❣ ❆❋▼ ✐♠❛❣✐♥❣✿ ❚❤❡ ❡✐❣❡♥❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ ❛

s✐♥❣❧❡ ❉❇ ✐♥ ♥❡✉tr❛❧ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ st❛t❡s ❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞ t♦ ❜❡ ❊✭❉❇✮ ❂ −320 ♠❡❱ ❛♥❞

❊✭❉❇✵✮ ❂ −770 ♠❡❱ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❜✉❧❦ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❜❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ ✭❈❇▼✮

❛t ✢❛t ❜❛♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❬✷✼❪✳ ❚❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ❜❛♥❞ ♠✐♥✐♠✉♠ ✭❱❇▼✮ ✐♥ s✐❧✐❝♦♥ ✐s −1.17

❡❱ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❈❇▼ ❛t t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❝❧♦s❡ t♦ 0 ❑✳ ❲❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ✐❞❡♥t✐❢②
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❛t❛ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ r♦✉t✐♥❡✳ ✭❛✮ ❈♦♥st❛♥t ❤❡✐❣❤t ∆f ✐♠❛❣❡
♦❢ ❛ ❞❛♥❣❧✐♥❣ ❜♦♥❞ str✉❝t✉r❡ t❛❦❡♥ ❛t 0 ❱✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ t✐♣ ❤❡✐❣❤t ✐s s❡t ♦♥ ❛ ❤②❞r♦❣❡♥ ❛t♦♠
❛t −1.8 ❱ ❛♥❞ 50 ♣❆ ❜❡❢♦r❡ ♠♦✈✐♥❣ t❤❡ t✐♣ 300 ♣♠ t♦✇❛r❞s t❤❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤❡ s❝❛❧❡ ❜❛r
✐s 1 ♥♠✳ ✭❜✮ ❚✇♦ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ∆f ❧✐♥❡ s❝❛♥s ❞❡♠♦♥str❛t❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝❤❛r❣❡ ❝♦♥✜♥❡❞ t♦ t❤❡
r✐❣❤t❤❛♥❞ ❞❛♥❣❧✐♥❣ ❜♦♥❞ ✭❧✐♥❡ s❝❛♥ ✇✐❞t❤ ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ✇✐♥❞♦✇ s❤♦✇♥ ✐♥ ✭❛✮✱ ❧✐♥❡ s❝❛♥s
❛r❡ ♦✛s❡t ❢♦r ❝❧❛r✐t②✮✳ ❚❤❡ ♣❡❛❦s ❛r❡ ♥♦t ❛❧✐❣♥❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❢♦r✇❛r❞ ✭t♦♣✮
❛♥❞ ❜❛❝❦✇❛r❞ ✭❜♦tt♦♠✮ ❧✐♥❡ s❝❛♥s✱ ✇❤✐❝❤ t②♣✐❝❛❧❧② ❤❛✈❡ ❛ ✜①❡❞ ♦✛s❡t ❞✉❡ t♦ ♣✐❡③♦ ❝r❡❡♣✳
❚❤❡ r❡❞ t❛✐❧s ♦♥ ❜♦t❤ ❧✐♥❡ s❝❛♥s ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ ❞❛t❛ t❤❛t ✐s ❝❤♦♣♣❡❞ t♦ ❛❧✐❣♥ t❤❡ s❝❛♥s✳
✭❝✮ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ∆f ♦❢ ❡❛❝❤ ❧✐♥❡ s❝❛♥ ♦✈❡r t❤❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❞❡♠♦♥str❛t❡s
t❤❛t t❤❡ t✐♣ ✇❛s s❧♦✇❧② ❞r✐❢t✐♥❣ ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ❆ ❧✐♥❡❛r ✜t ♦❢ t❤✐s ❞❛t❛ ✭♦r❛♥❣❡ ❧✐♥❡✮
✐s s✉❜tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛s❡t✳ ✭❞✮ ❊❛❝❤ ❧✐♥❡ s❝❛♥ ✐s ✜t ✇✐t❤ t✇♦ ❣❛✉ss✐❛♥ ♣❡❛❦s t♦ ❡①tr❛❝t
t❤❡ ∆f ♦✈❡r ❡❛❝❤ ❞❛♥❣❧✐♥❣ ❜♦♥❞ ✭❝♦❧♦✉r ❧❡❣❡♥❞ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❛❜♦✈❡ ✭❛✮✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r ♥❡✉tr❛❧
❞❛♥❣❧✐♥❣ ❜♦♥❞s t❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ✜t ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❤②❞r♦❣❡♥✴♥♦✐s❡✳ ✭❡✱❢✮
❚❤❡ ∆f ❡①tr❛❝t❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❞❛♥❣❧✐♥❣ ❜♦♥❞ ❝❧❡❛r❧② ❞✐s♣❧❛②s t✇♦ ❞✐st✐♥❝t st❛t❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡
❛ss✐❣♥ t♦ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡✉tr❛❧ ❝❤❛r❣❡ st❛t❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ❞❛♥❣❧✐♥❣ ❜♦♥❞✳ ❊❛❝❤ ❤✐st♦❣r❛♠ ❤❛s
75 ❡q✉❛❧ ✇✐❞t❤ ❜✐♥s ❜❡t✇❡❡♥ ∆f = −62 ❛♥❞ − 51 ❍③✱ ❛♥❞ ❤❛s ❛♥ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❛r❡❛ ♦❢ 1.0✳
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t❤❡ ✇❛②s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ t✐♣ ❝♦♥tr✐❜✉t❡s t♦ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❉❇s ❞✉r✐♥❣ ♥♦♥✲

❝♦♥t❛❝t ❆❋▼ ✐♠❛❣✐♥❣ ❛t ③❡r♦ ❜✐❛s✿ ✭✐✮ ❛ s❤✐❢t ✐♥ ❡♥❡r❣② ❧❛♥❞s❝❛♣❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ t✐♣✲

s❛♠♣❧❡ ❝♦♥t❛❝t ♣♦t❡♥t✐❛❧✱ ❦♥♦✇♥ ❛s t✐♣✲✐♥❞✉❝❡❞ ❜❛♥❞ ❜❡♥❞✐♥❣ ✭❚■❇❇✮ ❛♥❞ ✭✐✐✮ ❛♥

✐♠❛❣❡ ❝❤❛r❣❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣②✱ ❞✉❜❜❡❞ ✐♠❛❣❡✲❝❤❛r❣❡✲✐♥❞✉❝❡❞ ❜❛♥❞

❜❡♥❞✐♥❣ ✭■❈■❇❇✮✳ ❚❤❡ ❆❋▼ t✐♣ ✇❛s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ✇♦r❦ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ 5 ❡❱ ❛♥❞

❛♥ ❛♣❡① r❛❞✐✉s ♦❢ 5 ♥♠ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✇♦r❦ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❛s t❛❦❡♥ t♦ ❜❡ 4.1 ❡❱✳ ❆

✸❉ ✜♥✐t❡✲❡❧❡♠❡♥t P♦✐ss♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ s♦❧✈❡r ✇❛s ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❚■❇❇ ❬✶❪✳ ❚❤❡

✐♠❛❣❡ ❝❤❛r❣❡ ✇❛s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ 6.35✱ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡

♦❢ ✈❛❝✉✉♠ ❛♥❞ s✐❧✐❝♦♥ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦♥st❛♥ts ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❧♦❜❡s ♦❢ t❤❡ ❞❛♥❣❧✐♥❣ ❜♦♥❞s

❡①t❡♥❞ ✐♥t♦ ❜♦t❤ ♠❡❞✐✉♠s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✷❢✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ t✇♦

❡♥❡r❣② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛t ③❡r♦ ❜✐❛s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♣ ❤❡✐❣❤t✳ ❚❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ✐♥

❋✐❣✳ ✺✳✷❢ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❚■❇❇ ✭❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥t❛❝t ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡

t✐♣ ❛♥❞ t❤❡ s❛♠♣❧❡✮ ✐s ✉♣✇❛r❞ ❛♥❞ ✐s ❝♦✉♥t❡r❛❝t❡❞ ❜② t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❝❤❛r❣❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✱

✇❤✐❝❤ r❡♠❛r❦❛❜❧② ❤❛s ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✶✴③ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ t✐♣ ❤❡✐❣❤t ③ ❛♥❞ ❜❡❝♦♠❡s

✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t ❛t s♠❛❧❧ t✐♣✲s❛♠♣❧❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ ✐t ❝❛♥ ❧♦❝❛❧❧② ❡①❝❡❡❞ ❚■❇❇✱ t❤✉s

r❡♥❞❡r✐♥❣ t❤❡ t♦t❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ❢❡❧t ❜② t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ t♦ ❜❡ ♥❡❣❛t✐✈❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱

t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ♦♥ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❞❛♥❣❧✐♥❣ ❜♦♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❣r❡❛t❧② st❛❜✐❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ ■❈■❇❇ ❛s

❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✺❛✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡s❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❡♥❡r❣② s❤✐❢ts r❡♥❞❡r t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢

t❤❡ s✐♥❣❧❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❞❛♥❣❧✐♥❣ ❜♦♥❞ st❛t❡ ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ❋❡r♠✐ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ t✐♣ ❜② ❛❜♦✉t

170 ♠❡❱ ❛♥❞✱ ❛s t❤❡ t✐♣ ✐s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ t✉♥♥❡❧❧✐♥❣ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛♥❣❧✐♥❣ ❜♦♥❞✱ t❤❡

❧❛tt❡r ❛❝q✉✐r❡s ❛ ♥❡t ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝❤❛r❣❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s t✐♣ ❤❡✐❣❤t ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞✱ t❤❡ t♦t❛❧

♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❉❇ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s ✭❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ❚■❇❇ ❞❡❝r❡❛s❡s✮ t♦ t❤❡

♣♦✐♥t ✇❤❡r❡ t❤❡ ❉❇st❛t❡ ✐s ❜r♦✉❣❤t ❛❜♦✈❡ t❤❡ t✐♣ ❋❡r♠✐ ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❉❇

❡❧❡❝tr♦♥ t✉♥♥❡❧s ✐♥t♦ t❤❡ t✐♣ r❡♥❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❉❇ ♥❡✉tr❛❧✳ ❆s ❛ s✐❞❡ ♥♦t❡✿ t❤❡ ❡✛❡❝t

♦❢ ❝♦❛t✐♥❣ t❤❡ ❆❋▼ t✐♣ ✇✐t❤ s✐❧✐❝♦♥ ♠❛t❡r✐❛❧ ✭❛s s♦♠❡ r❡♣♦rts ❤❛✈❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ♦❝❝✉rs

❞✉❡ t♦ ✐♥✲s✐t✉ t✐♣ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ ✈✐❛ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❝♦♥t❛❝ts ✇✐t❤ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✮ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛

❧♦✇❡r ✇♦r❦ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✐♣✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛ r❡❞✉❝❡❞ ❚■❇❇✳ ■t ❛❧s♦ ❞❡❝r❡❛s❡s t❤❡

✐♠❛❣❡ ❝❤❛r❣❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❡t❛❧ ❛♥❞

t❤❡ ❞❛♥❣❧✐♥❣ ❜♦♥❞ ❝❤❛r❣❡ ❝❡♥t❡r✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ ❛ ❢❡✇ ❞❛♥❣❧✐♥❣ ❜♦♥❞s ❛r❡ ❛ss❡♠❜❧❡❞ ✐♥ ❛ s②st❡♠ s✉❝❤ ❛s t❤♦s❡ ✐♥

❋✐❣✳ ✺✳✷ ❛♥❞ ❋✐❣✳ ✺✳✸✱ t❤❡✐r ❝❤❛r❣✐♥❣ st❛t❡s ❜❡❝♦♠❡ s❡❧❡❝t✐✈❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠✉✲

t✉❛❧ r❡♣✉❧s✐♦♥ ❛♠♦♥❣ t❤❡♠ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❋♦r

✺✸



❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❛❞ r❡❣✐♠❡✱ ❡①❝❡ss✐✈❡ ❈♦✉❧♦♠❜ r❡♣✉❧s✐♦♥

❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝❧♦s❡ ❞❛♥❣❧✐♥❣ ❜♦♥❞s ✭✵✱ ✶✱ ♦r ✷ ❍ ❛t♦♠s ❛♣❛rt✮ ♣r♦❤✐❜✐ts ❡q✉❛❧ ❝❤❛r❣✲

✐♥❣ ♦❢ t❤❡s❡ ❞❛♥❣❧✐♥❣ ❜♦♥❞s✱ ❛♥❞ ♦♥❧② ♦♥❡ ❡①tr❛ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐s ❛❧❧♦✇❡❞ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ♣❛✐r✳

❚❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✺❜ ✇❤❡r❡ t✇♦ ❞❛♥❣❧✐♥❣ ❜♦♥❞s ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡

s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ♦♥❡ ❍ ❛t♦♠✱ ❛s ❛r❡ t❤❡ t✇♦ ❞❛♥❣❧✐♥❣ ❜♦♥❞ ♣❛✐rs ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✳ ■❢ ♦♥❡ ♦❢

t❤❡ t✇♦ ❞❛♥❣❧✐♥❣ ❜♦♥❞s ✇❡r❡ ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ❝❤❛r❣❡❞✱ t❤❡ r❡♣✉❧s✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❛t t❤❡ s✐t❡ ♦❢

t❤❡ ♦t❤❡r ❞❛♥❣❧✐♥❣ ❜♦♥❞ ✭✇❤✐❝❤ ✇❡ ❞✉❜ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❡r✲✐♥❞✉❝❡❞ ❜❛♥❞ ❜❡♥❞✐♥❣✱ P■❇❇✮

❛♠♦✉♥ts t♦ ∼ 280 ♠❡❱✱ ❛s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② s✐♠♣❧❡ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝s ✉s✐♥❣ ♣♦✐♥t ❝❤❛r❣❡s ❛♥❞

❛ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ 6.35✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤✐s✱ t❤❡ P■❇❇ ❢r♦♠ t❤❡

❢❛r ❞❛♥❣❧✐♥❣ ❜♦♥❞s ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ ♠✐❞❞❧❡ ❞❛♥❣❧✐♥❣ ❜♦♥❞s ❡✈❡♥ ♠♦r❡

❜② ❛ ❢❡✇ t❡♥s ♦❢ ♠❡❱✳ ❚❤✐s ❜r✐♥❣s t❤❡ t♦t❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ❛t t❤❛t s✐t❡ t♦ ❛❜♦✈❡ t❤❡

❋❡r♠✐ ❧❡✈❡❧ ❜② ❛❜♦✉t 100 ♠❡❱✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❞❛♥❣❧✐♥❣ ❜♦♥❞ ✐s ♥❡✉tr❛❧✳ ◆♦t❡ t❤❛t✱

✐♠♣♦rt❛♥t❧②✱ ✐♥ t❤❡ ✇r✐t❡ r❡❣✐♠❡ t❤❡ ■❈■❇❇ ❝❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❜② ♠♦r❡ t❤❛♥

100 ♠❡❱ ✐❢ t❤❡ t✐♣ ❤❡✐❣❤t ✐s ❜❡❧♦✇ 200 ♣♠ ✭❋✐❣✳ ✺✳✷❢✮✳ ❚❤✐s ❤❛s t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❜r✐♥❣✐♥❣

t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ❝❤❛r❣❡❞ ❞❛♥❣❧✐♥❣ ❜♦♥❞ ❧❡✈❡❧ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❋❡r♠✐ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ t✐♣ ❛♥❞ ❜♦t❤

❞❛♥❣❧✐♥❣ ❜♦♥❞s ❛r❡ s❡❡♥ t♦ ❤❛r❜♦r ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝❤❛r❣❡ ❞✉r✐♥❣ t❤✐s ♣❤❛s❡ ✭❋✐❣✳ ✺✳✷❜✮✳

✺✹



❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✿ P♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ❞✐❛❣r❛♠ ❢♦r ❛♥ ✐s♦❧❛t❡❞ ❞❛♥❣❧✐♥❣ ❜♦♥❞ ❛t ③❡r♦ ❜✐❛s

❛♥❞ ✇✐t❤ ❛ s♠❛❧❧ t✐♣✲s❛♠♣❧❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥✳ ✭❛✮ ❆t s♠❛❧❧ t✐♣ ❤❡✐❣❤t✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐s
st❛❜✐❧✐③❡❞ ♦♥ ❛ ❉❇ ❜② t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ■❈■❇❇ ❝♦✉♥t❡r❛❝t✐♥❣ t❤❡ ❚■❇❇✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❧❡✈❡❧
♦❢ t❤❡ ❉❇ st❛t❡ ✭✜❧❧❡❞ ♦r❛♥❣❡ ♦✈❛❧✮ ✐s ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ❋❡r♠✐ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ t✐♣ ✭✉♣♣❡r ❡❞❣❡
♦❢ t❤❡ ❜❧✉❡ r❡❝t❛♥❣❧❡✮ ❛♥❞ t❤✉s ✐s st❛❜❧② ♦❝❝✉♣✐❡❞✳ ❚❤❡ ❣r❛♣❤ ❛❧s♦ s❤♦✇s ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣②
✈❛r✐❛t✐♦♥s ✭❜❛♥❞ ❜❡♥❞✐♥❣✮ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ s❛♠♣❧❡ ❞❡♣t❤ ✭❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❛①✐s✮✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❛s❤✲
❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡ ✐s t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❋❡r♠✐ ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ t❤❡ s♦❧✐❞ ❝✉r✈❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❈❇▼✳ ✭❜✮ ■❢ ❛ ❉❇
✐s ❧♦❝❛t❡❞ ♥❡❛r s♦♠❡ ♦t❤❡r ❉❇✱ ❛❧r❡❛❞② ♥❡❣❛t✐✈❡✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥♦t❤❡r ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✭P■❇❇✮ t♦ t❤❡
t♦t❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ r❡♣✉❧s✐♦♥✳ ❚❤✐s r❡♥❞❡rs t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢
t❤❡ ❉❇✲ ❧❡✈❡❧ ✭❡♠♣t② ♦r❛♥❣❡ ♦✈❛❧✮ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❋❡r♠✐ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ t✐♣ ❛♥❞ t❤❡ s❛♠♣❧❡✱ t❤❡r❡❢♦r❡
❦❡❡♣✐♥❣ t❤❛t ❉❇ ♥❡✉tr❛❧✳

✺✺



❋✐❣✉r❡ ✺✳✻✿ ❉✐❣✐t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❧✐♥❡ s❝❛♥s ♦❢ ❛♥ ❛s②♠♠❡tr✐❝ str✉❝t✉r❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢

✜✈❡ ❞❛♥❣❧✐♥❣ ❜♦♥❞s✳ ✭❛✮ ❈♦♥st❛♥t ❤❡✐❣❤t ∆f ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛♥❣❧✐♥❣ ❜♦♥❞ str✉❝t✉r❡ ❛t
0 ❱✳ ✭❜✮ ❆ ❧✐♥❡ s❝❛♥ ♠❛♣ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ 2048 ∆f ❧✐♥❡ s❝❛♥s ❛❝q✉✐r❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❛❞✲r❡❣✐♠❡
✭−300 ♣♠✮ ♦✈❡r t❤❡ str✉❝t✉r❡✳ ✭❝✮ ❚❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ∆f ❛❝q✉✐r❡❞ ♦✈❡r ❡❛❝❤ ❞❛♥❣❧✐♥❣ ❜♦♥❞
t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❞❡♠♦♥str❛t❡s ❝❧❡❛r❧② t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❝❤❛r❣❡
st❛t❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ❞❛♥❣❧✐♥❣ ❜♦♥❞ ✭❛❧t❤♦✉❣❤ ♦♥❧② t❤❡ ❣r❡❡♥ ❛♥❞ r❡❞ ❞❛♥❣❧✐♥❣ ❜♦♥❞s ❛♣♣❡❛r t♦
✢✉❝t✉❛t❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠✮✳ ❲✐t❤ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡
❞❛♥❣❧✐♥❣ ❜♦♥❞ ❝❤❛r❣❡ st❛t❡ ✐s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ ❛ ∆f ♦❢ 1.0✱ ❛♥❞ t❤❡ ∆f ♦❢ t❤❡ ♥❡✉tr❛❧ ❞❛♥❣❧✐♥❣
❜♦♥❞ st❛t❡ ✐s ❝❡♥t❡r❡❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❛t 0.25✳ ❚❤❡ ♦r❛♥❣❡ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡s ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t ❛
s✐♥❣❧❡ ❝♦♠♠♦♥ ❝✉t ♦❢ ∆f = 0.6 ✐♥ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❞❛t❛ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞✐❣✐t✐③❡ t❤❡ ❝❤❛r❣❡
st❛t❡ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ❧✐♥❡ s❝❛♥✳ ✭❞✮ ❍✐st♦❣r❛♠s ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ∆f ❢♦r ❡❛❝❤
❞❛♥❣❧✐♥❣ ❜♦♥❞ r❡✈❡❛❧ t❤❛t t❤❡ ∆f ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ t✇♦ ❝❤❛r❣❡ st❛t❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ❞❛♥❣❧✐♥❣
❜♦♥❞ ❤❛✈❡ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❯♣♦♥ ❛ss✐❣♥✐♥❣ ❜✐♥❛r② ♥✉♠❜❡rs t♦ t❤✐s ❞❛t❛s❡t ✐t ✇❛s
❢♦✉♥❞ t❤❛t ✐♥ < 1% ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡ s❝❛♥s t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡❞ t♦ ❤❛✈✐♥❣ ❛ t❤✐r❞
♥❡❣❛t✐✈❡ ❝❤❛r❣❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦✉r ♣❛✐r❡❞ ❞❛♥❣❧✐♥❣ ❜♦♥❞s✳ ❊❛❝❤ ❤✐st♦❣r❛♠ ❤❛s 75 ❡q✉❛❧ ✇✐❞t❤ ❜✐♥s
❜❡t✇❡❡♥ ∆f✭♥♦r♠❛❧✐③❡❞✮ = 0 ❛♥❞ 1.5✱ ❛♥❞ ❤❛s ❛♥ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❛r❡❛ ♦❢ 1.0✳

✺✻



❋✐❣✉r❡ ✺✳✼✿ ❍✐st♦❣r❛♠s ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ∆f ♠❡❛s✉r❡❞ ♦✈❡r ❡❛❝❤ s✐t❡ ✐♥ ❛ s②♠✲

♠❡tr✐❝ s✐① ❞❛♥❣❧✐♥❣ ❜♦♥❞ str✉❝t✉r❡ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t t✐♣ ❤❡✐❣❤ts✳ ✭❛✮ ❈♦♥st❛♥t ❤❡✐❣❤t
∆f ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡✳ ❍✐st♦❣r❛♠s ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ∆f ♠❡❛s✉r❡❞ ♦✈❡r ❡❛❝❤ ❞❛♥❣❧✐♥❣
❜♦♥❞ ❛t ✭❜✮ ③ ❂ −320 ♣♠ ❛♥❞ ✭❝✮ ③ ❂ −270 ♣♠✳ 1600 ❧✐♥❡ s❝❛♥s ❛t ❜♦t❤ ❤❡✐❣❤ts ✇❡r❡
✉s❡❞ t♦ ❣❛t❤❡r st❛t✐st✐❝s✳ ❊❛❝❤ ❤✐st♦❣r❛♠ ❤❛s 75 ❡q✉❛❧ ✇✐❞t❤ ❜✐♥s ❜❡t✇❡❡♥ ∆f✭♥♦r♠❛❧✐③❡❞✮
= 0 ❛♥❞ 1.5✱ ❛♥❞ ❤❛s ❛♥ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❛r❡❛ ♦❢ 1.0✳ ❆❧❧ t❤❡ ❞❛♥❣❧✐♥❣ ❜♦♥❞s ❛♣♣❡❛r ♥❡❣❛t✐✈❡❧②
❝❤❛r❣❡❞ ✐♥ ✭❜✮✳ ■♥ ✭❝✮✱ t❤❡ ✐s♦❧❛t❡❞ ❞❛♥❣❧✐♥❣ ❜♦♥❞s ♦♥ ❡✐t❤❡r ❡♥❞ ✭❜❧✉❡ ❛♥❞ ②❡❧❧♦✇✮ r❡♠❛✐♥
♥❡❣❛t✐✈❡❧② ❝❤❛r❣❡❞ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♦✉t❡r ❛t♦♠s ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❛✐r ✭❣r❡❡♥ ❛♥❞ ♣✉r♣❧❡✮ ❛r❡ ♥❡✉tr❛❧✳ ■♥ ✭❝✮
t❤❡ ✐♥♥❡r ❛t♦♠s ✭r❡❞ ❛♥❞ ❝②❛♥✮ ✢✉❝t✉❛t❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥❡✉tr❛❧ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝❤❛r❣❡ st❛t❡s❀
t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❛r❡❛ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❡❛❦ ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② 0.5✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❡② ❛r❡ ❡q✉❛❧❧② ❧✐❦❡❧② t♦
❜❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡✉tr❛❧ ♦r ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝❤❛r❣❡ st❛t❡✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❞✐r❡❝t❧② ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✷❞ ✇❤❡r❡ ❛
s✐♥❣❧❡ ❡❧❡❝tr♦♥ s✇✐t❝❤❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ t✇♦ ❞❛♥❣❧✐♥❣ ❜♦♥❞s✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✽✿ ❚❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛❞❞✐♥❣ ❛♥ ✐s♦❧❛t❡❞ ❞❛♥❣❧✐♥❣ ❜♦♥❞ ♦♥ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛✲

t✐♦♥ ♦❢ ❞❛♥❣❧✐♥❣ ❜♦♥❞ ♣❛✐rs✳ ✭❛✮ ❈♦♥st❛♥t ❤❡✐❣❤t ∆f ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❛ s②♠♠❡tr✐❝ str✉❝t✉r❡
❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❢♦✉r ❞❛♥❣❧✐♥❣ ❜♦♥❞s✳ ✭❜✮ ❆ ❧✐♥❡ s❝❛♥ ♠❛♣ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t✇♦ ❤✉♥❞r❡❞ s❡q✉❡♥t✐❛❧
∆f ❧✐♥❡ s❝❛♥s ❛❝q✉✐r❡❞ ♦✈❡r t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t ✐t ✐s ♥❛t✉r❛❧❧② ♣♦❧❛r✐③❡❞✳ ❚❤❡
♥❡❣❛t✐✈❡ ❝❤❛r❣❡ ❝♦♥✜♥❡❞ t♦ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ ♣❛✐r ❢❛✈♦✉rs t❤❡ ♦✉t❡r ❞❛♥❣❧✐♥❣ ❜♦♥❞ ❜✉t ♦❝❝❛s✐♦♥✲
❛❧❧② ✢✉❝t✉❛t❡s t♦ t❤❡ ✐♥♥❡r ❞❛♥❣❧✐♥❣ ❜♦♥❞✳ ❚❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝❤❛r❣❡ ❝♦♥✜♥❡❞ t♦ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞
♣❛✐r ❛❧♠♦st ❡①❝❧✉s✐✈❡❧② ♦❝❝✉♣✐❡s t❤❡ ♦✉t❡r ❞❛♥❣❧✐♥❣ ❜♦♥❞✳ ✭❝✮ ❆♥ ✐s♦❧❛t❡❞ ❞❛♥❣❧✐♥❣ ❜♦♥❞ ✇❛s
❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ❧❡❢t ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ str✉❝t✉r❡ ✐♥ ✭❛✮ ✉s✐♥❣ ❙❚▼ ❧✐t❤♦❣r❛♣❤②✳ ✭❞✮ ❆ ❧✐♥❡ s❝❛♥ ♠❛♣
❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t✇♦ ❤✉♥❞r❡❞ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ∆f ❧✐♥❡ s❝❛♥s ❛❝q✉✐r❡❞ ♦✈❡r t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡
t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤✐s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝❤❛r❣❡ t♦ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡ r✐❣❤t✲
❤❛♥❞ ♣❛✐r r❡♠❛✐♥s ♣♦❧❛r✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛s ✭❜✮✳ ❚❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ ♣❛✐r
r❡✈❡rs❡s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ✭❜✮✳ ❚❤✐s ✐s ❡❛s✐❧② r❛t✐♦♥❛❧✐③❡❞ ❜② ♥♦t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♥❡✇ ❞❛♥❣❧✐♥❣ ❜♦♥❞
❛❝ts ❛s ❛ ♥❡✇ ❧♦❝❛❧ ❈♦✉❧♦♠❜✐❝ ❜✐❛s✳ ❚❤✐s ❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❛t ❧♦❝❛❧ ❝❤❛r❣❡s ✭❡✳❣✳ ♥❡❣❛t✐✈❡❧②
❝❤❛r❣❡❞ ❞❛♥❣❧✐♥❣ ❜♦♥❞s ♦r ✐♦♥✐③❡❞ ❞♦♥♦rs✮ ❝❛♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❝❤❛r❣❡ st❛t❡s
t❤❡s❡ str✉❝t✉r❡s ❞✐s♣❧❛②✳ ❚❤❡ s❝❛❧❡ ❜❛rs ✐♥ ✭❛✮ ❛♥❞ ✭❝✮ ❛r❡ 3 ❛♥❞ 4 ♥♠✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❧✐♥❡ s❝❛♥s ❛❝q✉✐r❡❞ ✐♥ ✭❞✮ ❛r❡ ❧♦♥❣❡r t❤❛♥ ✐♥ ✭❜✮ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❞✐st❛♥❝❡ t❤❡
t✐♣ ❤❛s t♦ ♠♦✈❡✳ ❚❤❡ ∆f ❝♦❧♦✉r ❜❛r ❛♣♣❧✐❡s t♦ ❜♦t❤ ✭❜✮ ❛♥❞ ✭❞✮✳
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✻ ⑤ ❈♦rr❡❧❛t❡❞ ❙✇✐t❝❤✐♥❣ ❛♥❞ ❈❤❛r❣❡ ❙t❛t❡ ▲✐❢❡t✐♠❡

✻✳✶ ⑤ ❈♦rr❡❧❛t❡❞ ❙✇✐t❝❤✐♥❣

❖♥❡ ❛s♣❡❝t ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡ s❝❛♥ ♠❛♣s ♥♦t ②❡t ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐s ✇❤❡t❤❡r ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ❛♥② ❝♦r✲

r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❝❤❛r❣❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ♦♥❡

♠✐❣❤t ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ✇r✐t❡ t❤❡♥ r❡❛❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✸ ❢✱❣✱❦✱❧✮

✉♥s✉❝❝❡ss❢✉❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ♠✐❣❤t ❜❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛❜♥♦r♠❛❧ s❝❛♥s

r❡❝♦r❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ✇r✐t❡ ♣❤❛s❡✳ ❚❤✐s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❞✐❣✐t❛❧

st❛t❡s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ✇r✐t❡ ❛♥❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❛❞ ♣❤❛s❡✳ ❆ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡

♠❛♥✐❢❡st❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♥ts ♦❢ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❝❤❛r❣❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ r❡❧❛t✐✈❡ t♦

❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t r❡str✐❝t❡❞ t♦ t❤❡ r❡❛❞ r❡❣✐♠❡✱ ✇❤❡♥ ❛ ❞❡✈✐❛♥t ✇r✐t❡ s❝❛♥ ♣r❡❝❡❞❡❞ ✐t✳

❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸❢✳ ❯♥❡①♣❡❝t❡❞❧②✱ ✇❡

❢♦✉♥❞ ❧✐tt❧❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢♦r ❛ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ 9✪ ♦❢ ❞❡✈✐❛♥t ✇r✐t❡ s❝❛♥s ✭t❤❡

str✉❝t✉r❡ ❞✐❞ ♥♦t ❛♣♣❡❛r ❢✉❧❧② ♦❝❝✉♣✐❡❞✮ ❛♥❞ t❤❡ r❡❛❞ s❝❛♥s t❤❛t ❢♦❧❧♦✇❡❞✳ ❆♥❛❧②s✐s

♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ✺✳✸❣✱❦✱❧ ②✐❡❧❞❡❞ t❤❡ s❛♠❡✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ✐t ✐s ❞✐✣❝✉❧t

t♦ ❛s❝r✐❜❡ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❞❡✈✐❛♥t ✇r✐t❡ ❛♥❞ r❡❛❞ s❝❛♥s ✐s

r❡❛❧✱ ♦r s✐♠♣❧② ❛ r❡s✉❧t ♦❢ ❛ s♠❛❧❧ s❛♠♣❧❡ s✐③❡ ✭❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② 20 ❞❡✈✐❛♥t s❝❛♥s ♣❡r

❞❛t❛s❡t✮✳ ❚❤✐s ♠♦t✐✈❛t❡s ❢✉t✉r❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇✐t❤ ❧❛r❣❡r ❞❛t❛s❡ts t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✐❢ t❤❡r❡

✐s ❛ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✉♥s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❝❤❛r❣❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡✈✐❛♥t ✇r✐t❡ s❝❛♥s✳

❲❡ ❛❧s♦ ♠✐❣❤t ❡①♣❡❝t t♦ ♦❜s❡r✈❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s

♦❢ s✉❜✉♥✐ts ✇✐t❤✐♥ ❧❛r❣❡ ❉❇ str✉❝t✉r❡s✳ ■❢ s✉❝❤ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❡①✐st✱ t❤❡② s❤♦✉❧❞ ❜❡

♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ str✉❝t✉r❡s ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣❛✐rs ♦❢ ❉❇s t❤❛t ❡❛❝❤ ❧♦❝❛❧✐③❡ ❛ s✐♥❣❧❡ ♥❡❣❛t✐✈❡

❝❤❛r❣❡✳ ❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ str✉❝t✉r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶❆ ✇❛s ❝r❡❛t❡❞ ❜② ❛❞❞✐♥❣

❛♥ ✐s♦❧❛t❡❞ ❉❇ t♦ t❤❡ r✐❣❤t ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✽❝✳ ❯♥❧✐❦❡ t❤❡ s✐① ❉❇

str✉❝t✉r❡ st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✱ ❜♦t❤ ♣❛✐rs ✐♥ t❤✐s str✉❝t✉r❡ ❧♦❝❛❧✐③❡ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝❤❛r❣❡✳

❚❤❡ ❧✐♥❡s❝❛♥ ♠❛♣ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶❇ ✇❛s r❡❝♦r❞❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❛❞ r❡❣✐♠❡ ♦✈❡r ❛

♣❡r✐♦❞ ♦❢ ❡❧❡✈❡♥ ♠✐♥✉t❡s✳ ■t ❝❧❡❛r❧② s❤♦✇s t❤❛t ❜♦t❤ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ❝❤❛r❣❡s ✢✉❝t✉❛t❡

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❉❇s ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❛✐r ✭✉♥❧✐❦❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✽❝✮ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✐s♦❧❛t❡❞ ❉❇s ♦♥ ❡✐t❤❡r

❡♥❞ ❛❝t t♦ ❜❛❧❛♥❝❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡✳ ■t

✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡

✺✾



❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✿ ❈❤❛r❣❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ✐♥ ❛♥ ❛s②♠♠❡tr✐❝ s✐① ❉❇ str✉❝t✉r❡✳ ✭❆✮ ❆ ❝♦♥st❛♥t
❝✉rr❡♥t ❙❚▼ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❉❇ str✉❝t✉r❡ ✭1.3 ❱✱ 50 ♣❆✮✳ ❙❝❛❧❡ ❜❛r ✐s 4 ♥♠✳ ✭❇✮ ❆ ❧✐♥❡s❝❛♥
♠❛♣ ✐♥ t❤❡ r❡❛❞ r❡❣✐♠❡ ✭0 ❱✱ −320 ♣♠✱ 400 ❧✐♥❡s✮✳ ✭❈✮ ❚❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t
❞✐❣✐t❛❧ st❛t❡s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ✭❆✮✳ ▲✐♥❡ s❝❛♥s ✇❡r❡ ❞✐❣✐t✐③❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✳ 1s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ❝❤❛r❣❡❞ ❉❇s✱ ❛♥❞ 0s t♦ ♥❡✉tr❛❧ ❉❇s✳

✺✳✽❆ ♣❡rs✐sts ✭❧✐❦❡❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ✐♦♥✐③❡❞ s✉❜s✉r❢❛❝❡ ❞♦♥♦rs ❬✼✶✱ ✼✷✱ ✶✵✷❪✮✱

✇✐t❤ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ ♣❛✐r str♦♥❣❧② ♣r❡❢❡rr✐♥❣ t❤❡ r✐❣❤t ❉❇ ♦❢

t❤❡ ♣❛✐r✱ ❜✉t t❤❛t t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐①t❤ ❉❇ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❞♦❡s

✇❡❛❦❡♥ t❤✐s ❡✛❡❝t ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ✐ts ❈♦✉❧♦♠❜✐❝ ✐♥✢✉❡♥❝❡✳

❇② ❞✐❣✐t✐③✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✹ ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦

❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s ❡❛❝❤ ❞✐❣✐t❛❧ ❝❤❛r❣❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ✭❋✐❣✉r❡

✻✳✶❈✮✳ ❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ♦❜s❡r✈❡ ♠❛♥② ❧✐♥❡ s❝❛♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ t✇♦ ✐♥♥❡r♠♦st ❉❇s

❛r❡ ❜♦t❤ ❝❤❛r❣❡❞ ✭< 3✪✮✱ ❧✐❦❡❧② ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤ ❈♦✉❧♦♠❜✐❝ r❡♣✉❧s✐♦♥ t❤❛t ✇♦✉❧❞

❡①✐st ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥♥❡r ❝❤❛r❣❡s ♦❢ s✉❝❤ ❛ st❛t❡✳ ■❢ ✇❡ r❡str✐❝t ♦✉r ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ t❤❡

❢♦✉r ✐♥♥❡r ❉❇s✱ t❤❛t ❧❡❛✈❡s t❤r❡❡ ♦t❤❡r ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❤❛r❣❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✭❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t

❡❛❝❤ ❉❇ ♣❛✐r ❛❧✇❛②s r❡t❛✐♥s ❛ s✐♥❣❧❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝❤❛r❣❡✮✿ t❤❡ ❧❡❢t ❉❇s ♦❢ ❜♦t❤ ♣❛✐rs ❝❛♥

❜❡ ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ❝❤❛r❣❡❞ ✭♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ 9.5% ♦❢ ❧✐♥❡ s❝❛♥s✮✱ t❤❡ r✐❣❤t ❉❇s ♦❢ ❜♦t❤ ♣❛✐rs

❝❛♥ ❜❡ ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ❝❤❛r❣❡❞ ✭45.3%✮✱ ♦r t❤❡ ♦✉t❡r ❉❇s ♦❢ ❜♦t❤ ♣❛✐rs ❝❛♥ ❜❡ ♥❡❣❛t✐✈❡❧②

❝❤❛r❣❡❞ ✭27.3%✮✳

■t ✐s ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥t❡r❡st t♦ ❞❡s✐❣♥ ❛ str✉❝t✉r❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♦♥❧② ❝❤❛r❣❡ st❛t❡s

❛r❡ t❤♦s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❧❡❢t ♦r r✐❣❤t ❉❇s ♦❢ ❜♦t❤ ♣❛✐rs ❛r❡ ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ❝❤❛r❣❡❞✳ ■❢ s✉❝❤

❛ str✉❝t✉r❡ ✇❡r❡ t♦ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ♠❛♥② ♣❛✐rs✱ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ st✐♠✉❧✉s
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❛♣♣❧✐❡❞ ❛t ♦♥❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ✇✐r❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❝❛s❝❛❞❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✇✐r❡ ❬✷❪✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡

♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛st ♣❛✐r ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛♥ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st✐♠✉❧✉s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ✜rst✳

❚❤✐s ✐s t❤❡ ✐❞❡❛ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ ❇❆❙✐▲ ❜✐♥❛r② ✇✐r❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❢✉rt❤❡r ✐♥ ❈❤❛♣t❡r

✽✳ ❚❤❡ str✉❝t✉r❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✳ ■♥❞❡❡❞✱

♦❢ t❤❡ 85% ♦❢ s❝❛♥s t❤❛t ❤❛❞ ♦♥❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝❤❛r❣❡ ♣❡r ♣❛✐r ✭✐✳❡✳ ♥♦t ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❡rr♦rs✮

♦♥❧② 65% ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡❞ t♦ ❜♦t❤ t❤❡ ❧❡❢t ♦r ❜♦t❤ t❤❡ r✐❣❤t ❉❇s

❜❡✐♥❣ ❝❤❛r❣❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❞♦❡s ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t ∆f ❧✐♥❡s❝❛♥ ♠❛♣s

❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ♣r♦t♦t②♣❡ ❇❆❙✐▲ ✇✐r❡s✳

✻✳✷ ⑤ ❈❤❛r❣❡ ❙t❛t❡ ▲✐❢❡t✐♠❡

❆♥ ♦❜✈✐♦✉s ❢♦❧❧♦✇✲✉♣ ❡①♣❡r✐♠❡♥t t♦ t❤♦s❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸ ✐s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡

❧✐❢❡t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡♣❛r❡❞ ❝❤❛r❣❡ st❛t❡s✳ ❚❤✐s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥ t✇♦ ✇❛②s✳ ❋✐rst✱ ♦♥❡

❝♦✉❧❞ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ✇r✐t❡ s❝❛♥ ❛♥❞ ❛♣♣❧② ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧❡♥❣t❤ ❞❡❧❛② ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✲✉♣ r❡❛❞

s❝❛♥✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ♣❡r❢♦r♠ s❡✈❡r❛❧ r❡❛❞ s❝❛♥s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❥✉st ♦♥❡✱ ❛♥❞ ❝♦✉♥t t❤❡

♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❛❞ s❝❛♥s t❤❛t t❤❡ ♣r❡♣❛r❡❞ st❛t❡ r❡♠❛✐♥s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s ♦♥❡

✇♦✉❧❞ ❡①♣❡❝t t❤❛t ❢♦r s❤♦rt ❞❡❧❛②s✱ t❤❡ ♣r❡♣❛r❡❞ ❝❤❛r❣❡ st❛t❡ ✇♦✉❧❞ r❡♠❛✐♥ r❡❧❛t✐✈❡❧②

st❛❜❧❡✱ ❜✉t t❤❛t ❛s t❤❡ ❞❡❧❛② ✇❛s ✐♥❝r❡❛s❡❞ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ ♦❜s❡r✈✐♥❣ ❛♥② ❣✐✈❡♥ ❝❤❛r❣❡

st❛t❡ ✇♦✉❧❞ ♠❛t❝❤ t❤❡✐r ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ r❛t❡ ❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts r❡str✐❝t❡❞ t♦ t❤❡

r❡❛❞ r❡❣✐♠❡✳

■t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ♥♦t❡ t❤❛t ✇❤✐❧❡ t❤❡s❡ t✇♦ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❛r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ ♦♥❡ ❛♥♦t❤❡r✱

t❤❡ ❢♦r♠❡r ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢♦r ✇❤❡t❤❡r ♦r ♥♦t ❛ ♣r❡♣❛r❡❞ ❝❤❛r❣❡

st❛t❡ r❡♠❛✐♥s st❛❜❧❡ ❡✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ t✐♣✳ ❚♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤✐s✱ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❞❡❧❛②

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✇r✐t❡ ❛♥❞ r❡❛❞ s❝❛♥s t❤❡ t✐♣ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♠♦✈❡❞ ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ str✉❝t✉r❡✳

❆ ❧❛t❡r❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ 10 ♥♠ ✇♦✉❧❞ ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❝❤❛r❣❡ ❜❛♥❞

❜❡♥❞✐♥❣✱ ❜✉t ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡❧② ❜❡ ❛ s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ ❣✉❛r❞ ❛❣❛✐♥st ❡①❝❡ss✐✈❡

♣✐❡③♦ ❝r❡❡♣✳ ❚❤✐s ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛s♣❡❝t ♦❢ t❤❡s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts t❤❛t ❤❛s ♥♦t ②❡t ❜❡❡♥

❡①♣❧♦r❡❞✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❝❤❛r❣❡ ❜❛♥❞ ❜❡♥❞✐♥❣ ✐s ♥♦t r❡q✉✐r❡❞ t♦ st❛❜✐❧✐③❡ t❤❡

❝❤❛r❣❡ st❛t❡s t❤❡s❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ♣r❡♣❛r✐♥❣ ❝❤❛r❣❡ st❛t❡s ♦♥ ❧❛r❣❡r

str✉❝t✉r❡s t❤❛t ✇✐❧❧ r❡q✉✐r❡ t❤❡ t✐♣ t♦ ♠♦✈❡ ❛✇❛② ❢r♦♠ ❛♥② ❣✐✈❡♥ ❉❇✳

❆ ❧✐♠✐t❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ❝♦♥✲

❥✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ❝♦♥tr♦❧

s♦❢t✇❛r❡ ✭◆❛♥♦♥✐s✮ ❢♦r t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t s❝❛♥ ✐s ❝♦♠♣r✐s❡❞ ♦❢ ❜♦t❤ ❢♦r✇❛r❞

✻✶



❛♥❞ ❜❛❝❦✇❛r❞ s✇❡❡♣s ♦❢ t❤❡ t✐♣✳ ❘❛t❤❡r t❤❛♥ ♣r♦❣r❛♠ ♦✉r ❡♥t✐r❡ ❝♦♥tr♦❧ s❡q✉❡♥❝❡

❢r♦♠ s❝r❛t❝❤✱ ✇❡ ✉t✐❧✐③❡❞ t❤✐s ❜❛s✐❝ ❢❡❛t✉r❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ tr✉❡ s❝❛♥♥✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢

t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❛s ❛ ❢♦r✇❛r❞ ❛♥❞ ❜❛❝❦✇❛r❞ s✇❡❡♣ ✐♥ t❤❡ ✇r✐t❡ r❡❣✐♠❡✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜②

❛ ❢♦r✇❛r❞ ❛♥❞ ❜❛❝❦✇❛r❞ s✇❡❡♣ ✐♥ t❤❡ r❡❛❞ r❡❣✐♠❡✳ ❚❤❡ s❝❤❡♠❛t✐❝s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡

✺✳✸❜✱❝ ❞❡♣✐❝t ♦♥❧② t❤❡ ❞✐r❡❝t❧② r❡❧❡✈❛♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤✐s s❡q✉❡♥❝❡✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ t✇♦

♠✐❞❞❧❡ st❡♣s✳ ❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❜❛❝❦✇❛r❞ s✇❡❡♣ ✐♥ t❤❡ r❡❛❞ r❡❣✐♠❡ ✇❛s r❡❝♦r❞❡❞✱ ❤♦✇❡✈❡r✱

✐t ❝❛♥ ❜❡ ❛♥❛❧②s❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✳

❲❡ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡ st❛t❡ ♣r❡♣❛r❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸❢ ❞❡❝❛②s ❢r♦♠ 86% t♦ 79.5% ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ❛♥❞ ❜❛❝❦✇❛r❞ ❧✐♥❡s❝❛♥s ✭∼ 1 s ❞❡❧❛②✮✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ st❛t❡ s❡❡s ❛♥

✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❢r♦♠ 7.5% ✐♥ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ s❝❛♥ t♦ 15% ✐♥ t❤❡ ❜❛❝❦✇❛r❞ s❝❛♥✱

✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❛t ✐♥ ♠♦st ❝❛s❡s t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ s✐♠♣❧② s✇✐t❝❤❡s t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ✐♥t❡r✐♦r ❉❇

❛s ❡①♣❡❝t❡❞✳ ❚❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸❣ ✐s

s✐♠✐❧❛r✳

■t ✐s ♠♦r❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ❛♥❞ ❜❛❝❦✇❛r❞ ❧✐♥❡s❝❛♥s ❢♦r t❤❡

❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸❦✱❧ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ t✇♦ ❞♦♠✐♥❛♥t ❝❤❛r❣❡ st❛t❡s ❛r❡ ♥♦t

❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ✐♥ ❡♥❡r❣② ❞✉❡ t♦ t❤❡ str✉❝t✉r❡✬s ❛s②♠♠❡tr②✳ ❍❡r❡ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡ ❣r♦✉♥❞

st❛t❡ ♣r❡♣❛r❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸❦ ❞❡❝❛②s ❢r♦♠ 93% t♦ 82.4%✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡

♣r❡♣❛r❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸❧ ❞❡❝❛②s ❢r♦♠ 67% t♦ 51%✳ ◆♦t❛❜❧②✱ ❢♦r t❤❡ ❧❛tt❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥t

t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ s✉r❣❡s ❢r♦♠ ♦♥❧② 8% t♦ 42% ♦✈❡r t❤❡ s❛♠❡ ♣❡r✐♦❞✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❡

❡①❝✐t❡❞ ❝❤❛r❣❡ st❛t❡s ♣r❡♣❛r❡❞ ❜② t❤❡ ✇r✐t❡ s❝❛♥ ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t❧② r❡❧❛① t♦ t❤❡ ❣r♦✉♥❞

st❛t❡✳

❲✐t❤ t❤❡s❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ♠❡❛s✉r❡s ♦❢ ❤♦✇ ❧✐❦❡❧② ❛ ♣r❡♣❛r❡❞ ❝❤❛r❣❡ st❛t❡ ✐s t♦ ❞❡❝❛②

✇✐t❤✐♥ ❛ 1 s ♣❡r✐♦❞ ✇❡ ❝❛♥ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡✐r ❧✐❢❡t✐♠❡s ✐❢ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t✇♦ t❤✐♥❣s✿ t❤❛t ❡❛❝❤

s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❧✐♥❡s❝❛♥s ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ❝❤❛r❣❡ st❛t❡ s✇✐t❝❤❡s ❛s ❛ r❡s✉❧t

♦❢ t❤❡ s②st❡♠ tr❛✈❡rs✐♥❣ ♦✈❡r ❛♥ ❡♥❡r❣② ❜❛rr✐❡r✳ ■❢ ✇❡ ❞♦ s♦ ✇❡ ❝❛♥ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❞❡❝❛②

♣r♦❝❡ss ❛s ❛ ③❡r♦t❤ ♦r❞❡r ♣r♦❝❡ss✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❞❡❝❛②✐♥❣ ✐♥ ❛♥② ❣✐✈❡♥ t✐♠❡

✐s ❝♦♥st❛♥t✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✿

dN

dt
= −λN ✭✻✳✶✮

✇❤❡r❡ N ✐s t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣✐✈❡♥ st❛t❡ ❛♥❞ λ ✐s t❤❡ ❞❡❝❛② ❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥

♦❢ t❤✐s ✜rst ♦r❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s s✐♠♣❧②✿

✻✷



N(t) = N0e
−λt ✭✻✳✷✮

✇❤❡r❡ N0 ✐s t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❛t t = 0✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ λ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡

♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ❛t t✇♦ ♠♦♠❡♥ts ✐♥ t✐♠❡✿

λ =
ln
(

N(t1)/N(t2)
)

t2 − t1
✭✻✳✸✮

❯s✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡ ❢♦r t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ str✉❝t✉r❡ ✇❡ ✜♥❞ λ ✐s ❛♣✲

♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❡q✉❛❧ t♦ 0.08 s−1 ❛♥❞ 0.12 s−1 ❢♦r t❤❡ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡s ♣r❡♣❛r❡❞

✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸ ❢ ❛♥❞ ❣✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❤❛❧❢✲❧✐✈❡s ♦❢ 9 s ❛♥❞ 6 s✱

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✇❤✐❝❤ ❛❣r❡❡ ❝❧♦s❡❧② t♦ t❤❡ ❧✐❢❡t✐♠❡s ✐♥❢❡rr❡❞ ❜② ❝♦✉♥t✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢

s❡q✉❡♥t✐❛❧ r❡❛❞ s❝❛♥s ✐♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸❡✳ ❋♦r t❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ str✉❝t✉r❡ ✇❡ ✜♥❞ t❤❡ λ

❢♦r t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ❛♥❞ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ t♦ ❜❡ 0.12 s−1 ❛♥❞ 0.27 s−1 ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❤❛❧❢

❧✐✈❡s ♦❢ 6 s ❛♥❞ 3 s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ❤❛❧❢✲❧✐❢❡ ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ ✐s s❤♦rt❡r

t❤❛♥ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡✱ ✐t ✐s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✳ ❚❤✐s s✉❣❣❡sts t❤❛t ❡✈❡♥

t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❡①❝✐t❡❞ ❝❤❛r❣❡ st❛t❡ ✇❛s ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ♣r❡♣❛r❡✱ ✐t ❞✐❞ ♥♦t ❞❡❝❛② ♠✉❝❤

❢❛st❡r✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ✉s❡ t❤❡s❡ ♠❡❛s✉r❡s t♦ ❡st✐♠❛t❡ ❤♦✇ s✉❝❝❡ss❢✉❧ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡

♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ ✐s✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ r❡❛❞ s❝❛♥s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸ ❛❧s♦ t❛❦❡ ∼ 1 s t♦ ❝♦❧❧❡❝t✳

❋♦r t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ str✉❝t✉r❡ t❤❡ t✇♦ st❛t❡s ✇❡r❡ ✐♥✐t✐❛❧❧② ♣r❡♣❛r❡❞ ✇✐t❤ 93% ❛♥❞ 90%

✜❞❡❧✐t②✳ ❋♦r t❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ str✉❝t✉r❡ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ❛♥❞ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡s ✇❡r❡ ♣r❡♣❛r❡❞

✇✐t❤ > 99% ❛♥❞ 88% ✜❞❡❧✐t②✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ str❡ss t❤❛t ❢♦r t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❛❜♦✈❡ ✐t ✇❛s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t ❛ ③❡r♦t❤

♦r❞❡r ♣r♦❝❡ss ✇❛s ❛ ❣♦♦❞ ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡s

✉s❡❞ ✇❛s ❧♦✇✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ✐♥ ❢✉t✉r❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❜② ✈❡r✐❢②✐♥❣ t❤❛t

t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦❜s❡r✈✐♥❣ ❛ s✇✐t❝❤ ❢r♦♠ ❛ ❣✐✈❡♥ ❝❤❛r❣❡ st❛t❡ ❛❝t✉❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s❡s

❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ✐♥ t✐♠❡✱ ❜② ♠❛❦✐♥❣ ♠❛♥② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ ✐ts ❧✐❢❡t✐♠❡ ✇✐t❤ ♠♦r❡ t✐♠❡

♣♦✐♥ts✳

✻✸



✼ ⑤ ❚❤❡ ❙✇✐t❝❤✐♥❣ ▼❡❝❤❛♥✐s♠

❆❢t❡r ❝♦♠♣❧❡t✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺ t❤❡r❡ r❡♠❛✐♥❡❞ s❡✈❡r❛❧ ✐♠✲

♣♦rt❛♥t q✉❡st✐♦♥s ❛❜♦✉t t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♣❤②s✐❝s t❤❛t ♣r❡✈❡♥t❡❞ t❤❡✐r ❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥t❡r✲

♣r❡t❛t✐♦♥✳ ❋✐rst✱ ✐t ✇❛s ✉♥❦♥♦✇♥ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s t❤❡r♠❛❧❧② ❤♦♣ ❜❡t✇❡❡♥ s✐t❡s

♦r t✉♥♥❡❧✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✐t ✇❛s ✉♥❝❧❡❛r ❤♦✇ str♦♥❣❧② t❤❡ t✐♣ ✐♥t❡r❛❝ts ✇✐t❤ t❤❡ ❞❛♥❣❧✐♥❣

❜♦♥❞s ✇❤✐❧❡ ✐♥ t❤❡ r❡❛❞ r❡❣✐♠❡✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ q✉❡st✐♦♥s ❛r❡ ✐♥t✐♠❛t❡❧② r❡❧❛t❡❞✳ ■❢ ✇❤✐❧❡

✐♥ t❤❡ r❡❛❞ r❡❣✐♠❡ t❤❡ t✐♣ ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ♥♦♥✲✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ t❤❡♥ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ r❛t❡ ❝❛♥ ❜❡

❢✉❧❧② ❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r ❜② ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♣❤②s✐❝s ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱

✐❢ t❤❡ t✐♣ ✐s ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ✐t ❞♦❡s s♦ ♦♥❧② ✇❡❛❦❧②✱ t❤❡♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ s✇✐t❝❤✐♥❣

r❛t❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡❧② ❜❡ ❛✛❡❝t❡❞✳

❋✐rst✱ ✇❡ ♥♦t❡ t❤❛t ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❉❇s ❛r❡ ❝❧♦s❡❧② s♣❛❝❡❞✱ t❤❡♦r② ❤❛s ♣r❡❞✐❝t❡❞ t❤❛t

❡❧❡❝tr♦♥s ❝♦♥✜♥❡❞ t♦ t❤❡ ❉❇s s❤♦✉❧❞ t✉♥♥❡❧ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✐t❡s ✇✐t❤ ❚❍③ r❛t❡ ❬✽✺✱✶✵✷❪✳

◆♦t❛❜❧②✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❡st✐♠❛t❡ ✐s ♦♥❧② ✈❛❧✐❞ ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❧❛tt✐❝❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥✳

❇❡❝❛✉s❡ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ r❛t❡s ♦♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ s❡❝♦♥❞s ✐♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❢❛❝✐❧❡ t✉♥✲

♥❡❧❧✐♥❣ ❝❛♥♥♦t ❡①♣❧❛✐♥ s✇✐t❝❤✐♥❣✳

❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤✐s✱ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺ ✐t ✇❛s s✉❣❣❡st❡❞ t❤❛t t❤❡ ❝❤❛r❣❡ tr❛♣s ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢

r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡✳ ❚❤❡s❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡♦r② ❬✽✸✱✶✶✽✱✶✶✾❪

❛♥❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ✐♥ ♦t❤❡r ♠❛t❡r✐❛❧ s②st❡♠s ❬✷✸✱ ✶✶✺❪✳ ❚❤❡ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣②

❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡s❡ ❧❛tt✐❝❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥s ❢♦✉♥❞ ❜② r❡❢❡r❡♥❝❡s ❬✽✸✱✶✶✽✱✶✶✾❪ ❛r❡ ❢♦r ✇❤❡♥

❛ ♥❡✉tr❛❧ ❞❛♥❣❧✐♥❣ ❜♦♥❞ ❜❡❝♦♠❡s ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ❝❤❛r❣❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ❝❧❡❛r❧② ❞✐st✐♥❝t ❢r♦♠ t❤❡

❡♥❡r❣② ❜❛rr✐❡r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ s✇✐t❝❤✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ♦❢ t✇♦ ❝❧♦s❡❧②✲s♣❛❝❡❞ ❞❛♥❣❧✐♥❣ ❜♦♥❞s

❛r❡ ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ❝❤❛r❣❡❞✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛t♦♠s

✐♥ ❝❧♦s❡ ♣r♦①✐♠✐t② t♦ t❤❡ ♣❛✐r ♠❛② ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❝❤❛r❣❡

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛s❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❜❛rr✐❡r ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡

r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ❢♦✉♥❞ ❜② r❡❢❡r❡♥❝❡s ❬✽✸✱ ✶✶✽✱ ✶✶✾❪✳ ■❢ t❤❡ ❜❛rr✐❡r ❢♦r s✇✐t❝❤✐♥❣

✇❡r❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧✱ t❤❡r♠❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ❝♦✉❧❞ st✐❧❧ ❜❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠

r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r s✇✐t❝❤✐♥❣✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡② ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣

♦❢ ❛♥ ✐s♦❧❛t❡❞ ❞❛♥❣❧✐♥❣ ❜♦♥❞✳

❙t✐❧❧✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛t 4.5 ❑ ✐t ✐s ✈❡r② ✉♥❧✐❦❡❧② t❤❛t

t❤❡r♠❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♣❧❛②s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✱ ❜❡❝❛✉s❡ 4.5 ❑

✻✹



❝♦rr❡s♣♦♥❞s r♦✉❣❤❧② t♦ 0.4 ♠❡❱✳ ■t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ t❤❛t ✇❡ ✇♦r❦ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡

t❤❡ t✐♣✬s ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ t②♣❡s ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♣r❡s❡♥t❡❞✳

✼✳✶ ⑤ ❈❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ t❤❡ ❚✐♣✬s ■♥✢✉❡♥❝❡

■♥✐t✐❛❧❧② ❛❢t❡r ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺ ✇❡ ✇❡r❡ ♦♣t✐♠✐st✐❝ t❤❛t t❤❡

t✐♣ ✇❛s ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✇❡❛❦❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❉❇ str✉❝t✉r❡s ✇❤✐❧❡ ✐♥ t❤❡ r❡❛❞ r❡❣✐♠❡✳ ■❢ s♦✱ t❤❡

s✇✐t❝❤✐♥❣ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❝♦✉❧❞ r❡❛s♦♥❛❜❧② ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ♦❝❝✉r ❡✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢

t❤❡ t✐♣ ❛♥❞ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ s✇✐t❝❤✐♥❣ t❤❛t ♦❝❝✉rs

❛♠♦♥❣ ❉❇s✳

❚❤❡r❡ ✇❡r❡ t✇♦ ♠❛✐♥ r❡❛s♦♥s t♦ ❜❡ ♦♣t✐♠✐st✐❝✳ ❋✐rst✱ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ r❛t❡ ✇❡ ♦❜✲

s❡r✈❡❞ ✇❛s ❡①tr❡♠❡❧② s❧♦✇ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛♥t✐❧❡✈❡r ❛♥❞ ✐ts

♠♦✈❡♠❡♥t ❛❝r♦ss t❤❡ str✉❝t✉r❡✳ ❚❤✐s ✐s ❝❧❡❛r❧② ❞✐st✐♥❝t ❢r♦♠ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ♥❝✲❆❋▼

❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❤❡r❡ t❤❡ t✐♣ ✐s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦ ❞r✐✈❡ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦❢ s✐♥❣❧❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❜❡✲

t✇❡❡♥ t❤❡ ❜✉❧❦ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦❝❛❧ str✉❝t✉r❡✱ ❡✳❣✳ r❡❢❡r❡♥❝❡s ❬✷✷✱✶✷✵❪✳ ■t ✐s ❛❧s♦ ❞✐st✐♥❝t ❢r♦♠

t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦❢ ❛❞s♦r❜❛t❡s ♦♥ t❤✐♥ ✐♥s✉❧❛t✐♥❣ ✜❧♠s✱ ❜❡❝❛✉s❡

t❤❡r❡ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ st❛t❡ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❛❞s♦r❜❛t❡s r❡♠❛✐♥ st❛❜❧❡ ❞✉r✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱

❡✳❣✳ r❡❢❡r❡♥❝❡s ❬✷✺✱✷✻❪✳ ❲❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❝♦♥t❡♥❞ t❤❛t ✐❢ t❤❡ t✐♣ ✇❡r❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ str♦♥❣❧②

✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✉♥❧✐❦❡❧② ❢♦r t❤❡ ❝❤❛r❣❡ st❛t❡s t♦ ♣❡rs✐st ♦✈❡r ♠❛♥② ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ♠❡❛s✉r❡✲

♠❡♥ts✱ ❛s ✇❡ ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡♦r② s✉❣❣❡sts t❤❛t ❛t s♣❡❝✐✜❝ ❤❡✐❣❤ts ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡

❢♦r t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❜❛♥❞ ❜❡♥❞✐♥❣ ❜❡♥❡❛t❤ t❤❡ t✐♣ t♦ ❜❡ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♦♣♣♦s✐♥❣

❈P❉ ❛♥❞ ✐♠❛❣❡ ❝❤❛r❣❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✳ ❇❡❝❛✉s❡ ✐♥ t❤❡ ✇r✐t❡ r❡❣✐♠❡ t❤❡ t✐♣ ❤❛❞ t♦ ❜❡

❝❧♦s❡ ❡♥♦✉❣❤ ❢♦r t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❝❤❛r❣❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ ❜❡ ❞♦♠✐♥❛♥t✱ ✐t ✇❛s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t♦

s✉s♣❡❝t t❤❛t ❜② ✇✐t❤❞r❛✇✐♥❣ t❤❡ t✐♣ t♦ t❤❡ r❡❛❞ r❡❣✐♠❡ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❜❛♥❞ ❜❡♥❞✐♥❣ ❝♦✉❧❞

❜❡ ❝❛♥❝❡❧❧❡❞✳ ❚♦ ✈❡r✐❢② ♦✉r ❤②♣♦t❤❡s❡s ✇❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ s❡✈❡r❛❧ r❡❧❛t❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳

✼✳✶✳✶ ⑤ ❉❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ❖♥s❡t ♦❢ t❤❡ ❲r✐t❡ ❘❡❣✐♠❡

■♥ t❤❡ ✜rst ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇❡ ❧♦♦❦❡❞ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ t✐♣ ♦✛s❡t ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✇r✐t❡

r❡❣✐♠❡ ❜❡❣✐♥s ❜② ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛♥t✐❧❡✈❡r ✭❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✮✳ ❚♦

❞♦ s♦✱ ✇❡ ❢❛❜r✐❝❛t❡❞ ❛ ♣❛✐r ♦❢ ❝❧♦s❡❧②✲s♣❛❝❡❞ ❉❇s✱ ❛ str✉❝t✉r❡ t❤❛t ✐s ❦♥♦✇♥ t♦ ❤♦❧❞

❛ s✐♥❣❧❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝❤❛r❣❡✳ ❇② ✇✐t❤❞r❛✇✐♥❣ t❤❡ t✐♣ 200 ♣♠ ❜❡❢♦r❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ❛ ∆f(z)

s♣❡❝tr✉♠ ✇❡ ❤②♣♦t❤❡s✐③❡❞ t❤❛t t❤❡ ❉❇ ✉♥❞❡r t❤❡ t✐♣ ✇♦✉❧❞ ❜❡❝♦♠❡ ♥❡✉tr❛❧❧② ❝❤❛r❣❡❞

❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❈P❉ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❝❤❛r❣❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s r❡❣✐♠❡✱

✻✺



❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✿ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t✐♣ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦♥ t❤❡ ♦♥s❡t ♦❢ t❤❡ ✇r✐t❡

r❡❣✐♠❡✳ ✭❆✱❇✮ ❈♦♥st❛♥t ❝✉rr❡♥t ❙❚▼ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ❛ ♣❛✐r ♦❢ ❉❇s ❛t −1.8 ❱ ❛♥❞ +1.3 ❱✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ❝✉rr❡♥t s❡t♣♦✐♥t ✇❛s 50 ♣❆ ❢♦r ❜♦t❤✳ ✭❈✮ ❆ ∆f ❧✐♥❡ s❝❛♥ ♠❛♣ ♦❢ t❤❡ ♣❛✐r
✐♥ t❤❡ r❡❛❞ r❡❣✐♠❡ ✭z = −300 ♣♠✱ A = 50 ♣♠✱ 0 ❱✮ ❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❛t t❤❡ ♣❛✐r ❡q✉❛❧❧② s❤❛r❡
❛ s✐♥❣❧❡ ❡❧❡❝tr♦♥✳ ❚❤❡ s❝❛❧❡ ❜❛r ✐♥ ✭❆✮ ✐s 2 ♥♠ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❡s ❢♦r ✭❆✲❈✮✳ ✭❉✮ ∆f(z) s♣❡❝tr❛
t❛❦❡♥ ♦♥ t♦♣ t❤❡ ❉❇s ✭s♣❡❝tr❛ ❢r♦♠ r✐❣❤t ❉❇ s❤♦✇♥✮ ❞❡♠♦♥str❛t❡ ❛ ❧❛r❣❡ ❤②st❡r❡t✐❝ st❡♣ ❛s
t❤❡ t✐♣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t❤❡ ❉❇ ✭t✐♣ ❛♣♣r♦❛❝❤✐♥❣✱ ❞❛r❦ ❜❧✉❡✱ t✐♣ ✇✐t❤❞r❛✇✐♥❣✱ ❧✐❣❤t ❜❧✉❡✮✳ ▲❛❜❡❧s
❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛♥t✐❧❡✈❡r✳ ■♥❞✐✈✐❞✉❛❧ s♣❡❝tr❛ ❛r❡ ✈❡rt✐❝❛❧❧②
♦✛s❡t ❢♦r ❝❧❛r✐t②✳ ✭❊✮ P❧♦ts ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❤②st❡r❡t✐❝ st❡♣s ❢r♦♠ ✭❉✮ ♦❝❝✉r ❛s ❛
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛♥t✐❧❡✈❡r✬s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ ❧❡❢t ✭❜❧✉❡✮ ❛♥❞ r✐❣❤t ✭♣✉r♣❧❡✮
❉❇ r❡✈❡❛❧ ❛ ❧✐♥❡❛r r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣✳

✻✻



t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ r❡♣❡❧❧❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ t✐♣ ❛♥❞ ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧❧② ♦❝❝✉♣② t❤❡ ♦t❤❡r ❉❇✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ s✇✐t❝❤❡❞ ❉❇s ❢♦r ❡❛❝❤ ∆f(z) ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ s✉❝❤ t❤❛t ✐❢ ✇❡ ♣♦s✐t✐♦♥❡❞

t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ✐♥ t❤❡ ❉❇ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ t❤❡ ♥❡①t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✇♦✉❧❞

❜❡❣✐♥ ♦♥ ❛ ♥❡✉tr❛❧ ❉❇✳ ❍②st❡r❡t✐❝ ❥✉♠♣s ✐♥ ∆f ✇❡r❡ s✉❜s❡q✉❡♥t❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ❛s t❤❡ t✐♣

❛♣♣r♦❛❝❤❡❞ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ❇❡❝❛✉s❡ t❤❡s❡ ❥✉♠♣s ❛❧✇❛②s r❡s✉❧t❡❞ ✐♥ ✐♥❝r❡❛s❡s t♦ |∆f | ✇❡
❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ❉❇ ✉♥❞❡r t❤❡ t✐♣ ❜❡❝♦♠✐♥❣ ♥❡❣❛t✐✈❡❧②

❝❤❛r❣❡❞ ❛s t❤❡ t✐♣ ♣❛ss❡s ✐♥t♦ t❤❡ ✇r✐t❡ r❡❣✐♠❡ ❛♥❞ ❛ttr❛❝ts t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ t♦ t❤❡ ❉❇

❜❡♥❡❛t❤ ✐t✳

❇② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ t✐♣ ✇❡ ❢♦✉♥❞ ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞❡✲

❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ t✐♣✲♦✛s❡t r❡q✉✐r❡❞ t♦ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ❤②st❡r❡t✐❝ ❥✉♠♣s ✭❋✐❣✉r❡ ✼✳✶❉✱❊✮✳ ❲❡

♥♦t❡ t❤❛t ❜② ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ t❤❡ ♣❛✐r ♦❢ ❉❇s ❢r♦♠ t❤❡ r❡❛❞ r❡❣✐♠❡ ✇❡ ❢♦✉♥❞ t❤❡② ❛♣♣❡❛r❡❞

t♦ s❤❛r❡ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡q✉❛❧❧② ✭❋✐❣✉r❡ ✼✳✶❈✮✳ ❚❤✐s ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r❡q✉✐r❡♠❡♥t

❢♦r t❤✐s ❛♥❞ s✉❜s❡q✉❡♥t ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❜❡❝❛✉s❡ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❜✐❛s ✇♦✉❧❞ ♠❛❦❡ ✐t ❡❛s✐❡r

t♦ ❞r❛✇ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ t♦ ♦♥❡ ❉❇ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❞r❛✇ ✐t t♦ t❤❡ ♦t❤❡r✳ ❆ ♣❧♦t ♦❢

t❤❡ t✐♣✲♦✛s❡t ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❤②st❡r❡t✐❝ ❥✉♠♣s ♦❝❝✉rr❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥

❛♠♣❧✐t✉❞❡ r❡✈❡❛❧s ❛ ❧✐♥❡❛r ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✼✳✶❊✮ t❤❛t ✐s ♥❡❛r❧② ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❢♦r t❤❡

❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t ❉❇s ✭❜❧✉❡ ❛♥❞ ♣✉r♣❧❡ ❞♦ts✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮✳

❚❤❛t t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✶❊ ✐s ❛❧♠♦st ❡①❛❝t❧② 1 ✐s s✉r♣r✐s✐♥❣✳ ❚❤❡

♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ t✐♣ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ ✐ts ♠♦t✐♦♥ t♦ t❤❡ t♦♣✳

■❢ t❤❡ ❝❧♦s❡st ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ t❤❡ t✐♣ ✇❛s ✇❤❛t ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ t❤❡ ♦♥s❡t ♦❢ t❤❡ ✇r✐t❡ r❡❣✐♠❡✱ ❛s

✇❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✐t ✇♦✉❧❞✱ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ s❧♦♣❡ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ 1/2✳ ❆ ❢✉t✉r❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t

❝♦✉❧❞ ❛tt❡♠♣t t♦ ✐s♦❧❛t❡ t❤❡ s❤♦rt r❛♥❣❡ ❢♦r❝❡s ❛❝t✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✐♣ ❛♥❞ ❝❛♥t✐❧❡✈❡r

❜② ❝♦♥✈❡rt✐♥❣ t❤❡ ∆f(z) ❝✉r✈❡ t♦ ❢♦r❝❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❙❛❞❡r✲❏❛r✈✐s ♠❡t❤♦❞ ❬✶✷✶✱ ✶✷✷❪✳ ■❢

t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❝❤❛r❣❡ ✐s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❡①♣❡❝t t❤❛t t❤❡

❡①tr❛❝t❡❞ s❤♦rt r❛♥❣❡ ❢♦r❝❡ ❛❝t✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✐♣ ❛♥❞ s❛♠♣❧❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✜t ❜❡st ❜② ❛

❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ z−2 ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ s❤♦rt r❛♥❣❡ ❢♦r❝❡ ❛t t❤❡ ♠♦♠❡♥t t❤❡

❝❤❛r❣❡ ❡♥t❡rs t❤❡ ❉❇ ✇♦✉❧❞ s❝❛❧❡ ❛s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✶❊✳ ■❢ t❤❡ s❤♦rt r❛♥❣❡ ❢♦r❝❡s ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡ t✐♣ ❛♥❞ s❛♠♣❧❡ ❤❛✈❡ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t z ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✐t ✇♦✉❧❞ ♣r♦✈✐❞❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ t❤❛t ❛

♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❝❤❛r❣❡ ✐s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r ✇r✐t✐♥❣✳

■♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✶❉ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ✇✐t❤❞r❛✇ ❝✉r✈❡s ✭❧✐❣❤t

❜❧✉❡✮✳ ❋♦r t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ t❛❦❡♥ ✇✐t❤ A = 50 ♣♠ t❤❡ ❤②st❡r❡s✐s ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ♦♥❧②

♦✈❡r ❛ s♠❛❧❧ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ t✐♣ ♦✛s❡t ♥❡❛r −350 ♣♠✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❛t ❛s t❤❡ t✐♣ ✇❛s
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✇✐t❤❞r❛✇♥ t❤❡ ❉❇ ❜❡❝❛♠❡ ♥❡✉tr❛❧❧② ❝❤❛r❣❡❞✳ ❊❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ✇✐t❤❞r❛✇ ❝✉r✈❡s

s❧♦✇❧② ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝✉r✈❡ ✭❞❛r❦ ❜❧✉❡✮✱ ❜❡❝♦♠✐♥❣ ✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡ ❛t

❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧②−250 ♣♠✳ ❚❤❡s❡ ❝✉r✈❡s t❤❡r❡❢♦r❡ s✉❣❣❡st t❤❛t t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ♦❢t❡♥ r❡♠❛✐♥s

✐♥ t❤❡ ❉❇ ❜❡♥❡❛t❤ t❤❡ t✐♣ ❡✈❡♥ ❛s ✐t ✇✐t❤❞r❛✇♥ ❢r♦♠ t❤❡ ✇r✐t❡ r❡❣✐♠❡ ♦✈❡r ❛ ∼ 1 s

♣❡r✐♦❞✳ ❚❤❡s❡ s♣❡❝tr❛ ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡s ✉s ❛ q✉✐❝❦ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ |∆f | s✐❣♥❛❧ t♦
♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ❢♦r ❞✐st✐♥❣✉✐s❤✐♥❣ t❤❡ ❉❇0 ❛♥❞ ❉❇− st❛t❡s ♦✈❡r ❛ r❛♥❣❡ ♦❢ t✐♣ ♦✛s❡ts✳

✼✳✶✳✷ ⑤ ❋✐♥❞✐♥❣ t❤❡ ❙✇❡❡t ❙♣♦t

❚❤❡ s✇❡❡t s♣♦t ✐s t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐③❡❞ t✐♣ ♦✛s❡t ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❈P❉ ❞✐r❡❝t❧② ❝♦✉♥t❡r❛❝ts

t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❝❤❛r❣❡ ✜❡❧❞✳ ■❢ t❤❡ s✇❡❡t s♣♦t ❡①✐sts✱ ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♣❧❛❝❡ t❤❡

t✐♣ ❛❜♦✈❡ ❛ ❉❇ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡ ❝❤❛r❣❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤♦✉t ❡①❡rt✐♥❣ ❛♥② ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦✈❡r

t❤❡♠✳✶

❚♦ ✈❡r✐❢② t❤❡ s✇❡❡t s♣♦t✬s ❡①✐st❡♥❝❡ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t❤❡ s❡r✐❡s ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❞❡✲

♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ t❤❡s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐s t❤❛t ✐❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡

❝❤❛r❣❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❞♦♠✐♥❛♥t t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❜❛♥❞ ❜❡♥❞✐♥❣ ❜❡♥❡❛t❤ t❤❡ t✐♣ s❤♦✉❧❞ ❜❡

♥❡❣❛t✐✈❡✱ ❛♥❞ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ s❤♦✉❧❞ ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧❧② ♦❝❝✉♣② t❤❡ s✐t❡ ❜❡♥❡❛t❤ t❤❡ t✐♣✳ ▲✐❦❡✲

✇✐s❡✱ ✐❢ t❤❡ ❈P❉ ✐s ❞♦♠✐♥❛♥t✱ ✉♣✇❛r❞ ❜❛♥❞ ❜❡♥❞✐♥❣ s❤♦✉❧❞ ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧❧② st❛❜✐❧✐③❡

❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐♥ ❛ s✐t❡ ♥♦t ✉♥❞❡r t❤❡ t✐♣✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❜② ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡✲❛✈❡r❛❣❡❞

♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❉❇ ✐♥ ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ♣❛✐r✱ ✇❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ✐❢ t❤❡

✐♠❛❣❡ ❝❤❛r❣❡ ♦r ❈P❉ ✜❡❧❞s ❛r❡ ❞♦♠✐♥❛♥t✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❈P❉ ✐s

❞♦♠✐♥❛♥t✱ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❉❇s ✇✐❧❧ ❤♦❧❞ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝❤❛r❣❡ ❢♦r < 50✪ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡✱ ❛♥❞ t❤❡

♦✈❡r❛❧❧ t✐♠❡✲❛✈❡r❛❣❡❞ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ✇✐❧❧ ❛♣♣❡❛r t♦ ❜❡ < 1✳ ❖♥❧② ✐♥ t❤❡

❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❜❛❧❛♥❝❡❞ ❈P❉ ❛♥❞ ✐♠❛❣❡ ❝❤❛r❣❡ ✜❡❧❞ ✇♦✉❧❞ ♦♥❡ ❡①♣❡❝t t❤❡ t✐♠❡✲❛✈❡r❛❣❡❞

♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ str✉❝t✉r❡ t♦ ❡q✉❛❧ 1✳

❋✐❣✉r❡ ✼✳✷❆ ❞❡♠♦♥str❛t❡s t✇♦ ∆f t❡❧❡❣r❛♣❤ ♥♦✐s❡ tr❛❝❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❤♦❧❞✐♥❣ t❤❡

t✐♣ ♦✈❡r t❤❡ ❧❡❢t ❉❇ ❢r♦♠ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✶ ✇✐t❤ ❛ ✜①❡❞ t✐♣ ♦✛s❡t✳ ❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ ❜♦t❤ tr❛❝❡s

❞❡♠♦♥str❛t❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❉❇0 ❛♥❞ ❉❇− st❛t❡s ✭❉❇− ❞❡♠♦♥str❛t❡ ❧❛r❣❡r

|∆f |✮✳ ❇♦t❤ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ∆f ❛♥❞ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ∆f ❢♦r t❤❡ t✇♦ ❝❤❛r❣❡ st❛t❡s ✐s

✶■❞❡❛❧❧② t❤❡ r❡❛❞ r❡❣✐♠❡ ✇♦✉❧❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❡①❛❝t❧② t♦ t❤❡ s✇❡❡t s♣♦t✳ ❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♥❡✇
t❡r♠✐♥♦❧♦❣② ❜❡❝❛✉s❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡①♣❡r✐♠❡♥ts t❤❡ r❡❛❞ r❡❣✐♠❡ ✇❛s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ♦❜s❡r✈✐♥❣ t❤❡
t✐♠❡✲❛✈❡r❛❣❡❞ ❝❤❛r❣❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s s❡❡♥ t♦ tr❛♥s✐t✐♦♥ s❤❛r♣❧② ❛s t❤❡ t✐♣ ✇❛s
✇✐t❤❞r❛✇♥✳ ❚❤✐s t②♣✐❝❛❧❧② ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡❞ t♦ r❡tr❛❝t✐♥❣ t❤❡ t✐♣ ∼ 50 ♣♠✳ ❚❤❡ t❤❡♦r② t❤❛t s✉♣♣♦rts
t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐③❡❞ s✇❡❡t s♣♦t ❢♦❧❧♦✇❡❞ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡ ❞✐❞ ♥♦t ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❛tt❡♠♣t
t♦ ❜❛❧❛♥❝❡ t❤❡ ❈P❉ ❛♥❞ ✐♠❛❣❡ ❝❤❛r❣❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛s ✇❡ ❞♦ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✿ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t✐♣✲♦✛s❡t ♦♥ t❤❡ t✐♠❡✲❛✈❡r❛❣❡❞ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ t✇♦✲❉❇

str✉❝t✉r❡✳ ✭❆✮ ∆f t❡❧❡❣r❛♣❤ ♥♦✐s❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts t❛❦❡♥ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❧❡❢t ❉❇ ❢r♦♠ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✶
❞❡♠♦♥str❛t❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❉❇0 ❛♥❞ ❉❇− st❛t❡s✳ ❚❤❡ t✐♠❡✲❛✈❡r❛❣❡❞ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❉❇ ✈❛r✐❡s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✐♣ ♦✛s❡t ✭−290 ♣♠ ❛♥❞ −330 ♣♠ tr❛❝❡s ❧❛❜❡❧❧❡❞✮✳
❚❤❡ t✐♣ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✇❛s 50 ♣♠✳ ✭❇✮ ❚❤❡ t✐♠❡✲❛✈❡r❛❣❡❞ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦✲
❉❇ str✉❝t✉r❡ ✐s ❢♦✉♥❞ ❜② ❛❞❞✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡✲❛✈❡r❛❣❡❞ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦✈❡r ❡❛❝❤ ❉❇✳ ❚❤❡
❣r❡② ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ s✇❡❡t s♣♦t ✇❤❡r❡ t❤❡ t✐♠❡✲❛✈❡r❛❣❡❞ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
str✉❝t✉r❡ ✐s 1✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❡ t✐♣ ✐s ♥♦t ❛ttr❛❝t✐✈❡ ♦r r❡♣✉❧s✐✈❡ t♦ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝❤❛r❣❡ ✐♥ t❤❡
str✉❝t✉r❡✳ ❈♦❧♦✉r❡❞ ❧✐♥❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛ ❧✐♥❡❛r ✜t ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✳

s♠❛❧❧❡r ❢♦r t❤❡ tr❛❝❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ t✐♣ ♦✛s❡t ♦❢ −290 ♣♠ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ t✐♣ ✐s ❢✉rt❤❡r

❢r♦♠ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ ❛t −290 ♣♠ t❤❡ ❉❇0 st❛t❡ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r ❧♦♥❣❡r

♣❡r✐♦❞s ♦❢ t✐♠❡ t❤❛♥ t❤❡ ❉❇− st❛t❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ✐s tr✉❡ ❢♦r t❤❡ tr❛❝❡ t❛❦❡♥ ❛t

−330 ♣♠✳

❋✐❣✉r❡ ✼✳✷❇ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ t✐♠❡✲❛✈❡r❛❣❡❞ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛✐r✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞

❜② t❛❦✐♥❣ ∆f t❡❧❡❣r❛♣❤ ♥♦✐s❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛❜♦✈❡ ❜♦t❤ ❉❇s ✐♥ t❤❡ ♣❛✐r✱ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣

t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t✐♠❡ s♣❡♥t ✐♥ t❤❡ ❉❇− st❛t❡✱ ❛♥❞ ❛❞❞✐♥❣ t❤❡♠ t♦❣❡t❤❡r✳ ❋♦r ❛❧❧ t❤r❡❡ ♦❢

t❤❡ t✐♣ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ♠❡❛s✉r❡❞✱ t❤❡ t✐♠❡✲❛✈❡r❛❣❡❞ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ✈❛r✐❡s ❧✐♥❡❛r❧②

♦✈❡r t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ t✐♣ ♦✛s❡ts ♠❡❛s✉r❡❞✳ ❈r✉❝✐❛❧❧②✱ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ✜ts ♣❛ss t❤r♦✉❣❤ t❤❡

s✇❡❡t s♣♦t✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❛t ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s❡t t❤❡ t✐♣ ♦✛s❡t s✉❝❤ t❤❛t t❤❡

❈P❉ ✐s ❜❛❧❛♥❝❡❞ ❜② t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❝❤❛r❣❡ ✜❡❧❞✳

❖♥❡ str✐❦✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ ✼✳✷❇ ✐s t❤❛t t❤❡ s❧♦♣❡s ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡s ✜t t♦ t❤❡ ❞❛t❛ ✈❛r②

❞r❛♠❛t✐❝❛❧❧② ❜❡t✇❡❡♥ s♠❛❧❧ ❛♥❞ ❧❛r❣❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s✳ Pr❡s❡♥t❧② ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡

❛♥② ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❢♦r t❤✐s✳ ❲❤❛t ✇❡ ❞♦ ♥♦t❡ ✐s t❤❛t ✐t s✉❣❣❡sts t❤❛t s♠❛❧❧ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥

❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❛r❡ ♣r❡❢❡r❛❜❧❡ ❢♦r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❤❡r❡ ♦♥❡ ✇❛♥ts t♦ ❜❡ ❛t t❤❡ s✇❡❡t s♣♦t✱

✻✾



❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❧❡ss s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ s♠❛❧❧ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ✐♥ t✐♣ ♦✛s❡t✳

✼✳✶✳✸ ⑤ ❚❤❡ ❚✐♣✬s ❊✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❙✇✐t❝❤✐♥❣ ❘❛t❡

❚♦ ❢✉rt❤❡r ❡❧✉❝✐❞❛t❡ t❤❡ t✐♣✬s ✐♥✢✉❡♥❝❡ ✇❡ st✉❞✐❡❞ ❤♦✇ t❤❡ r❛t❡ ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡

❝❤❛r❣❡ s✇✐t❝❤❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞❛♥❣❧✐♥❣ ❜♦♥❞s ♦❢ ❛ ♣❛✐r ✐s ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡ s❝❛♥♥✐♥❣

♣❛r❛♠❡t❡rs✳

❚♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ✇❡ ✉s❡❞ t❤❡ ∆f t❡❧❡❣r❛♣❤ ♥♦✐s❡ tr❛❝❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❡①♣❡r✲

✐♠❡♥ts ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✷❆✳ ❲❤❡r❡❛s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t✐♠❡

s♣❡♥t ✐♥ t❤❡ ❉❇− st❛t❡✱ ✇❡ ♥♦✇ ❝♦✉♥t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s t❤❡ ❉❇ ❜❡♥❡❛t❤ t❤❡ t✐♣

tr❛♥s✐t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❉❇0 ❛♥❞ ❉❇− st❛t❡s✳ ❲❡ t❤❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ t✐♠❡✲❛✈❡r❛❣❡❞

s✇✐t❝❤ r❛t❡ ❜② ❞✐✈✐❞✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✇✐t❝❤❡s ❜② t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t✐♠❡ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t

✐s r✉♥ ❢♦r ✭❜❡t✇❡❡♥ 7 ❛♥❞ 10 ♠✐♥✉t❡s✮✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✸ ✐s t❤❡ s✇✐t❝❤

r❛t❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t ❞❛♥❣❧✐♥❣ ❜♦♥❞s✳

❚❤❡ s✇✐t❝❤ r❛t❡ ✐s ❢♦✉♥❞ t♦ ✈❛r② str♦♥❣❧② ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t t✐♣ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s✳

❲✐t❤ ❧❛r❣❡ t✐♣ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ✭100 ♣♠ ❛♥❞ 150 ♣♠✮ t❤❡ s✇✐t❝❤ r❛t❡ ✈❛r✐❡s

str♦♥❣❧② ✇✐t❤ t❤❡ t✐♣ ♦✛s❡t✳ ❆s t❤❡ t✐♣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t❤❡ s❛♠♣❧❡ t❤❡ s✇✐t❝❤ r❛t❡ ✐♥❝r❡❛s❡s

❢r♦♠ < 1 t♦ > 5 s✇✐t❝❤❡s ♣❡r ♠✐♥✉t❡✳ ❋♦r s♠❛❧❧ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ✭50 ♣♠✮ t❤❡

s✇✐t❝❤ r❛t❡ ✐s r❛t❤❡r ✐♥s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ t✐♣ ♦✛s❡t✱ ✇✐t❤ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ < 2 s✇✐t❝❤❡s ♣❡r

♠✐♥✉t❡✳

❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❜❡ r❛t✐♦♥❛❧✐③❡❞ ✇❤❡♥ ✇❡ t❛❦❡ t❤❡ t♦t❛❧ ❜❛♥❞ ❜❡♥❞✐♥❣ ♣r❡❞✐❝t❡❞

✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷ ✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥✳ ❲✐t❤ ❧❛r❣❡ z t❤❡ ✜rst ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ ❜❛♥❞ ❜❡♥❞✐♥❣

✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ z ✐s s♠❛❧❧✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❡✈❡♥ ✇✐t❤ ❧❛r❣❡ t✐♣ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s t❤❡

t♦t❛❧ ✜❡❧❞ ❜❡♥❡❛t❤ t❤❡ t✐♣ ❝❤❛♥❣❡s r❛t❤❡r ❧✐tt❧❡✱ ❛♥❞ ❛❧✇❛②s r❡♠❛✐♥s ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♠❡

✇❤❡r❡ t❤❡ ❈P❉ ✐s ❞♦♠✐♥❛♥t✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡ s✇✐t❝❤ r❛t❡ ✐s s♠❛❧❧✳ ❆s t❤❡ t✐♣ ❛♣✲

♣r♦❛❝❤❡s t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✜rst ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❜❡❝♦♠❡s ❧❛r❣❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✐♠❛❣❡

❝❤❛r❣❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ str♦♥❣❧② ✐♥❝r❡❛s❡s✱ s✉r♣❛ss✐♥❣ t❤❡ ❈P❉✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❧❛r❣❡ ♦s✲

❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❞r✐✈❡ ❞r❛♠❛t✐❝ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ t♦t❛❧ ❜❛♥❞ ❜❡♥❞✐♥❣✱ tr❛♥s✐t✐♦♥✐♥❣

❜❡t✇❡❡♥ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❝②❝❧❡✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡

s✇✐t❝❤ r❛t❡ s❤❛r♣❧② ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❍❡r❡ ✐t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ s✇✐t❝❤ r❛t❡ ❢♦r ❛♥

♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ 150 ♣♠ ❛♣♣❡❛rs t♦ ❤❛✈❡ ❛ 1/z ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✱ ❧✐❦❡ t❤❡ ✐♠❛❣❡

❝❤❛r❣❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✳ ■♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ ✇✐t❤ ❛♥ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ 50 ♣♠ t❤❡ ✜❡❧❞

❞♦❡s ♥♦t ✈❛r② ❛s str♦♥❣❧② ✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❝②❝❧❡✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧② t❤❡ s✇✐t❝❤✲r❛t❡

✼✵



❋✐❣✉r❡ ✼✳✸✿ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t✐♣✲♦✛s❡t ♦♥ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝❤❛r❣❡

✐♥ ❛ t✇♦✲❉❇ str✉❝t✉r❡✳ ∆f t❡❧❡❣r❛♣❤ ♥♦✐s❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇❡r❡ t❛❦❡♥ ❜② ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ t❤❡
t✐♣ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞ t❤❡♥ r✐❣❤t ❉❇ ♦❢ ❛ ❉❇ ♣❛✐r ❛♥❞ ❝♦❧❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ∆f s✐❣♥❛❧ ❢♦r ❛ ♣❡r✐♦❞
♦❢ 7 t♦ 10 ♠✐♥✉t❡s ✭t✇♦ s✉❝❤ tr❛❝❡s ❛r❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✷❛✮✳ ❚❤❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ s✇✐t❝❤✐♥❣
r❛t❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ t✐♠❡✲❛✈❡r❛❣❡❞ ❝♦✉♥t ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❉❇0 ❛♥❞ ❉❇− st❛t❡s
❛t ❡❛❝❤ t✐♣ ♦✛s❡t ❢♦r t❤❡ t✇♦ ❉❇s✳

r❡♠❛✐♥s r❡❧❛t✐✈❡❧② ❝♦♥st❛♥t✳

❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts str♦♥❣❧② s✉❣❣❡st t❤❛t ✇✐t❤ ❧❛r❣❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣

✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ✐s ❞r✐✈❡♥ ❜② t❤❡ t✐♣✳ ❊✈❡♥ s♦✱ ✐t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣

r❛t❡ ✐s ✜✈❡ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ t✐♣ ✇❡ ❝❛♥

❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✐♣ ❛♥❞ s❛♠♣❧❡ r❡♠❛✐♥s r❡❧❛t✐✈❡❧② ✇❡❛❦✳ ■❢ ✐t

✇❡r❡ str♦♥❣❡r✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❡①♣❡❝t t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ r❛t❡ t♦ ❜❡ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❧❛r❣❡r✱

❛♥❞ ❛s ❛ r❡s✉❧t t❤❡ ∆f s✐❣♥❛❧ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ♠❡❛s✉r❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ t✐♠❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ∆f

♦❢ t❤❡ ❉❇0 ❛♥❞ ❉❇− st❛t❡s✳ ❋♦r s♠❛❧❧❡r ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡

s✇✐t❝❤✐♥❣ r❛t❡ ✐s ❝♦♥st❛♥t ✇✐t❤ z✱ ❜✉t ✇❡ ❝❛♥♥♦t ❝♦♥❝❧✉❞❡ ✐❢ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ✐s t✐♣ ❞r✐✈❡♥

♦r ♥♦t✳ ❚♦ ❞♦ s♦ ✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ s✇✐t❝❤✐♥❣ r❛t❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s

✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡st✐♠❛t❡ ❣✐✈❡♥ ♦✉r ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❢♦r t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱

t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❝❛st ❡♥♦✉❣❤ ❞♦✉❜t t♦ ♣r❡✈❡♥t ✉s ❢r♦♠ ❝❧❛✐♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ✇❡

♦❜s❡r✈❡ ❛t s♠❛❧❧ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ✐s ✐♥tr✐♥s✐❝✳

✼✳✶✳✹ ⑤ ◆♦✐s❡ ❈❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥

❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ r❡❛s♦♥s ✇❤② ✐t ✐s ✈✐t❛❧ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ s❡♥s♦r✬s ♥♦✐s❡✳ ❋✐rst✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡

✉s❡❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ ✇❤❛t ❙◆❘ ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❞✐❣✐t✐③❡ ❛ ❧✐♥❡ s❝❛♥✱

✼✶



❛♥❞ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✉♥❞❡r ✇❤✐❝❤ t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ ♠❡❛s✉r✐♥❣

❤♦✇ t❤❡ s❡♥s♦r✬s ♥♦✐s❡ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♥tr♦❧s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ r✉❧❡ ♦✉t

♦r r❡✐♥❢♦r❝❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ❢♦r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳

❋✐❣✉r❡ ✼✳✹ ♣r❡s❡♥ts ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♥♦✐s❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❛ q♣❧✉s ❆❋▼ s❡♥s♦r✳ ❉❛t❛ ✇❛s

❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❜② ✇✐t❤❞r❛✇✐♥❣ t❤❡ t✐♣ 10 ♥♠ ❢r♦♠ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ r❛st❡r✐♥❣ ✐t ♦✈❡r ❛

5× 5 ♥♠2 ❛r❡❛ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t t✐♣ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❛♥❞ s❝❛♥ s♣❡❡❞s✳ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✹❆

❞❡♣✐❝ts t❤❡ ∆f ♥♦✐s❡ ♣r♦✜❧❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❛ st❛t✐♦♥❛r② t✐♣ ✭✐✳❡✳ t❤❡ s❝❛♥ s♣❡❡❞ ✇❛s

0 ♥♠✴s✮✳ ❚❤❡ ♥♦✐s❡ ♣r♦✜❧❡s ❛r❡ ❛❧❧ ❝❡♥tr❡❞ ❛t 0 ❍③ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ t✐♣✲s❛♠♣❧❡

✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❆s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② ❜♦t❤ ❊q✉❛t✐♦♥s ✷✳✸✷ ❛♥❞ ✷✳✸✸ t❤❡ ♥♦✐s❡ s❝❛❧❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣

t♦ 1/A✱ ✇✐t❤ ❧❛r❣❡r ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❤❛✈✐♥❣ ❧❡ss ♥♦✐s❡ ❬✶✽❪✳ ❚❤✐s ✇♦✉❧❞ ❛t ✜rst

s✉❣❣❡st t❤❛t ✇❡ s❤♦✉❧❞ s❝❛♥ ✇✐t❤ ❧❛r❣❡r ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ ♦✉r ❙◆❘✳

■♥st❡❛❞✱ ✇❡ ♣✉r♣♦s❡❢✉❧❧② r❡str✐❝t ♦✉rs❡❧✈❡s t♦ s♠❛❧❧ A s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐♥❝r❡❛s❡s

t❤❡ s✐❣♥❛❧ str❡♥❣t❤✳ ❲✐t❤ ❧❛r❣❡r ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❛ ❣r❡❛t❡r ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡

t✐♣✬s ♠♦t✐♦♥ ♦❝❝✉rs ❛t ❤❡✐❣❤ts ✇✐t❤ ✇❡❛❦❡r t✐♣✲s❛♠♣❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ❛❝t✉❛❧❧② ✇❡❛❦❡♥✐♥❣

♦✉r ❛❜✐❧✐t② t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t❤❡ ❉❇0 ❛♥❞ ❉❇− ❝❤❛r❣❡ st❛t❡s✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡

✼✳✶❉ ❜② ♥♦t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ✈✐s✐❜✐❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❉❇0 ❛♥❞ ❉❇− ❝❤❛r❣❡ st❛t❡s ❛t t❤❡

s✇✐t❝❤ ♣♦✐♥t ✐s t❤❡ ❧❛r❣❡st ❢♦r t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇✐t❤ A = 20 ♣♠✱ ❛♥❞ s♠❛❧❧❡st ❢♦r

t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇✐t❤ A = 140 ♣♠✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✸ ❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❛t t❤❡

t✐♣✬s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ st❛t❡s ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ str♦♥❣❡r ✇✐t❤ ❧❛r❣❡r ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥

❛♠♣❧✐t✉❞❡s✱ ❥✉st✐❢②✐♥❣ ♦✉r ✉s❡ ♦❢ A = 50 ♣♠ ❢♦r t❤❡s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳

❇② ✜tt✐♥❣ ❡❛❝❤ ♥♦✐s❡ ♣r♦✜❧❡ ✇✐t❤ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❡①tr❛❝t✐♥❣ t❤❡ st❛♥❞❛r❞

❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✭σ✮ ✇❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ∆f ♥♦✐s❡ ❢♦r s❡✈❡r❛❧ s❝❛♥ s♣❡❡❞s ✭❋✐❣✉r❡

✼✳✹❇✮✳ ❲❡ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡ ❢❛st❡r t❤❡ t✐♣ ✐s r❛st❡r❡❞ t❤❡ ❣r❡❛t❡r t❤❡ ∆f ♥♦✐s❡✳ ❲❤✐❧❡

♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ❡①♣❡❝t t❤❛t t❤❡ ❙◆❘ ✇♦✉❧❞ s❝❛❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t✐♠❡ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✐s

✐♥t❡❣r❛t❡❞✱ t❤✐s s❝❛❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ∆f ♥♦✐s❡ ✇✐t❤ t❤❡ s❝❛♥ s♣❡❡❞ ✐s ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❜✉r❞❡♥✳

❆s ❛ r❡s✉❧t t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝❧❡❛r tr❛❞❡ ♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❙◆❘ ❛♥❞ t✐♠❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ♦✉r

❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❚♦ ♠❛①✐♠✐③❡ ♦✉r ❙◆❘ ❛❧❧ ♦❢ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ ❛

s❝❛♥ s♣❡❡❞ ♦❢ 10 ♥♠✴s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✇❤❛t ❧✐♠✐t❡❞ ♦✉r t✐♠❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ∼ 1 s✳

◆❡①t ✇❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ t❤❡ ♥♦✐s❡ ✐♥ A✳ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✹❈ ❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❛t t❤❡ ❛❜s♦✲

❧✉t❡ ♥♦✐s❡ ✐♥ A ✐s r❛t❤❡r ✐♥s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ✐ts s❡t♣♦✐♥t✳ ❇② ✜tt✐♥❣ t❤❡ ♥♦✐s❡ ♣r♦✜❧❡s ✇✐t❤

●❛✉ss✐❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❡①tr❛❝t✐♥❣ t❤❡✐r st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ✇❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❡✛❡❝t✐✈❡❧②

❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♥♦✐s❡ ✐♥ A ❛t ❞✐✛❡r❡♥t s❝❛♥ s♣❡❡❞s ✭❋✐❣✉r❡ ✼✳✹❉✮✳ ❲❡ s❡❡ t❤❛t ❡✈❡♥ ❛t

✼✷



❧❛r❣❡r s❝❛♥ s♣❡❡❞s t❤❡ ♥♦✐s❡ ✐♥ A ❞♦❡s ♥♦t s❝❛❧❡ str♦♥❣❧② ✇✐t❤ ✐ts s❡t♣♦✐♥t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱

❛s ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦✐s❡ ✐♥ ∆f t❤❡ ♥♦✐s❡ ❞♦❡s ✐♥❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ t❤❡ s❝❛♥ s♣❡❡❞✳ ❇❡❝❛✉s❡ t❤❡s❡

❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ ❡①tr❡♠❡❧② s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ t✐♣ s❛♠♣❧❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✐t ✐s ♦❢ ❝r✉❝✐❛❧ ✐♠✲

♣♦rt❛♥❝❡ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤✐s ♥♦✐s❡✳ ❚❤✐s ♥♦✐s❡ ❛♥❛❧②s✐s ❤❡❧♣s r❡✐♥❢♦r❝❡ ♦✉r ❤②♣♦t❤❡s✐s

❢♦r t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ r❛t❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✸✱ ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ ✇❡ t❛❦❡ ✐♥t♦

❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦✛s❡t ♦❢ t❤❡ ❝❛♥t✐❧❡✈❡r✳ ■❢ t❤❡ ♥♦✐s❡ ✐♥ A ❞✐❞ s❝❛❧❡ ✇✐t❤ A✱ ♦♥❡

❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ s✇✐t❝❤✐♥❣ r❛t❡ ❛s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞

✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥ t❤❡ t✐♣✬s ♣♦s✐t✐♦♥✳

❆❢t❡r ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡ q✉❡st✐♦♥❡❞ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ♥♦✐s❡ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡❞

❝♦✉❧❞ ❜❡ ♠✐♥✐♠✐③❡❞ ❜② ❞✐s❡♥❣❛❣✐♥❣ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❛♥❞ t❤❡ ♣❤❛s❡

❧♦❝❦❡❞ ❧♦♦♣✳ ❲❡ r❡♣❡❛t❡❞ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✹ ✇✐t❤ t❤❡s❡ ❝♦♥tr♦❧s ❞✐s❡♥❣❛❣❡❞

✭♥♦t ❞✐s♣❧❛②❡❞✮✳ ❲❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ ∆f ♥♦✐s❡ s❝❛❧❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♠❛♥♥❡r ✇✐t❤ A ❛♥❞

t❤❡ s❝❛♥ s♣❡❡❞✱ ❜✉t t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✇❛s ∼ 1 ❍③ ❣r❡❛t❡r✳ ❯♥❧✐❦❡ t❤❡ ♣r✐♦r

❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ t❤❡ ♥♦✐s❡ ✐♥ A ❞✐❞ s❝❛❧❡ ✇✐t❤ ✐ts s❡t♣♦✐♥t✱ ❛♥❞ ✇❛s ❛❧s♦ ❧❛r❣❡r ✇✐t❤♦✉t

t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs ❡♥❣❛❣❡❞✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t ✇❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞ t❤❛t t❤❡s❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs r❡♠❛✐♥

❡♥❣❛❣❡❞ ❞✉r✐♥❣ ❢✉t✉r❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳

✼✳✷ ⑤ ◆❡①t ❙t❡♣s

▼✉❧t✐♣❧❡ ❛✈❡♥✉❡s ♦❢ r❡s❡❛r❝❤ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣✉rs✉❡❞ t♦ ❝♦♥❝❧✉s✐✈❡❧② ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣

♠❡❝❤❛♥✐s♠✳ ❋✐rst✱ ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦❢ ❝❤❛r❣❡ st❛t❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ ♣❡r❤❛♣s ❜② t✐♠❡✲

❞❡♣❡♥❞❡♥t ❉❋❚✱ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✈❛❧✉❛❜❧❡✳ ❚❤✐s ❝♦✉❧❞ ❤❡❧♣ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❜❡tt❡r ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡

❡①❛❝t ❡♥❡r❣② ❜❛rr✐❡r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✈❛r✐❛❜❧❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡

❡①♣❡r✐♠❡♥ts s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❛ s✐♥❣❧❡ str✉❝t✉r❡✳ ■❢ t❤❡r♠❛❧ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ✐s ✐♥✲

✈♦❧✈❡❞ ✐♥ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❝❤❛r❣❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✱ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ r❛t❡ s❤♦✉❧❞ ✐♥❝r❡❛s❡

❞r❛♠❛t✐❝❛❧❧② ✇✐t❤ ♦♥❧② ♠♦❞❡st ✐♥❝r❡❛s❡s t♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡♠♦♥✲

str❛t❡❞ t❤❛t t❤❡ t✐♣ ✐s ❛❧♠♦st ❝❡rt❛✐♥❧② ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✱ ❜✉t ❢✉rt❤❡r

❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ✐s r❡q✉✐r❡❞✳ ❋✉t✉r❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts s❤♦✉❧❞ ❛tt❡♠♣t t♦ ❜❡tt❡r ❜❛❧❛♥❝❡

t❤❡ tr❛❞❡♦✛s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ♠❛♥❛❣✐♥❣ t❤❡ ∆f ♥♦✐s❡ ❛♥❞ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s

✐♥ t❤❡ t♦t❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❧❛♥❞s❝❛♣❡✳

✼✸



❋✐❣✉r❡ ✼✳✹✿ ❈❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ∆f ❛♥❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♥♦✐s❡✳ ✭❆✮ ◆♦r♠❛❧✐③❡❞ ∆f ♥♦✐s❡
❢♦r s❡✈❡r❛❧ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ♦❢ ❛ st❛t✐♦♥❛r② t✐♣✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ✐s t❤❡ ✜❧❧✱ ❡♥✈❡❧♦♣❡s
❛r❡ ●❛✉ss✐❛♥ ✜ts✳ P❧♦ts ❛r❡ ♦✛s❡t ✈❡rt✐❝❛❧❧② ❢♦r ❝❧❛r✐t②✳ ✭❇✮ ❚❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
∆f ♥♦✐s❡ ❢♦r s❡✈❡r❛❧ t✐♣ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❛♥❞ s❝❛♥ s♣❡❡❞s✳ ✭❈✮ ◆♦r♠❛❧✐③❡❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡
♥♦✐s❡ ❢♦r ❛ st❛t✐♦♥❛r② t✐♣ ❛t s❡✈❡r❛❧ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ✐s t❤❡ ✜❧❧✱
❡♥✈❡❧♦♣❡s ❛r❡ ●❛✉ss✐❛♥ ✜ts✳ ✭❉✮ ❚❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✐♣ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡
❢♦r s❡✈❡r❛❧ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❛♥❞ s❝❛♥ s♣❡❡❞s✳ ❋♦r ❛❧❧ ❞❛t❛ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦
❝♦♥tr♦❧❧❡r ❛♥❞ ♣❤❛s❡ ❧♦❝❦❡❞ ❧♦♦♣ ✇❡r❡ ❡♥❣❛❣❡❞✳

✼✹



✽ ⑤ ❈❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❇❆❙✐▲ ●❛t❡

❚❤❡ ❧✐♥❡s❝❛♥ ♠❛♣s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡rs ❝❛♥ ❜❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❤❛r✲

❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛t♦♠✲s❝❛❧❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s✳ ❆s ✇❛s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❜r✐❡✢② ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳✺

♦✉r ❣r♦✉♣ ❤❛s r❡❝❡♥t❧② ❜❡❡♥ ✇♦r❦✐♥❣ ♦♥ ❇✐♥❛r② ❆t♦♠✐❝ ❙✐❧✐❝♦♥ ▲♦❣✐❝ ✭❇❆❙✐▲✮✱ ❬✷❪ ❛

t❡❝❤♥♦❧♦❣② t❤❛t ✐s ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ❝❡❧❧✉❧❛r ❛✉t♦♠❛t❛ ❬✾✽❪✳ ■♥ ❇❆❙✐▲ ♣❛✐rs ♦❢

❝❧♦s❡❧②✲s♣❛❝❡❞ ❉❇s ❢♦r♠ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❜❧♦❝❦s✳ ❆s ✇❛s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶ t❤❡s❡

♣❛✐rs ❧♦❝❛❧✐③❡ ❛ s✐♥❣❧❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝❤❛r❣❡ t♦ t❤❡ ❧❡❢t ♦r r✐❣❤t ❉❇✳ ❚❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✐❞❡❛

✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❇❆❙✐▲ ✐s t❤❛t t❤❡ t✇♦ ❞✐st✐♥❝t ❝❤❛r❣❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ ♣❛✐r ♠❛② ❜❡

❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛ ❜✐♥❛r② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❜❛s✐s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛s ✇❛s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✲

✉r❡ ✺✳✼✱ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❉❇ ♣❛✐rs ❝❛♥ ❜❡ str♦♥❣❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢

♥❡❣❛t✐✈❡❧② ❝❤❛r❣❡❞ ❉❇s ♥❡❛r❜②✳ ❆s s✉❝❤✱ t❤❡s❡ ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ❝❤❛r❣❡❞ ❉❇s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥✲

s✐❞❡r❡❞ ❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥♣✉ts✱ ❛♥❞ ❜② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡♠ ✇✐t❤ ♣❛✐rs ♦❢ ❉❇s t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥

❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❜✐♥❛r② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞✳

❋✐❣✉r❡ ✽✳✶ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❢ ❜✐♥❛r② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ ❛ ✇✐r❡ ❢♦r♠❡❞ ❢r♦♠

♥✐♥❡ ♣❛✐rs ♦❢ ❉❇s ❬✷❪✳ ❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❧❡❢t✲♠♦st ❉❇ ✐s ✉♥♣❛✐r❡❞ ❛♥❞ r❡♠❛✐♥s ♥❡❣❛t✐✈❡❧②

❝❤❛r❣❡❞✱ t❤❡ ❧♦✇❡st ❡♥❡r❣② ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ str✉❝t✉r❡ ✐s t❤❛t ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ r✐❣❤t

❉❇ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❛✐r ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ❝❤❛r❣❡❞✳ ■❢ t❤❡ r✐❣❤t✲♠♦st ♣❛✐r ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ✇✐r❡✬s

♦✉t♣✉t✱ t❤❡♥ ✐♥ ❡✛❡❝t✱ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ✇✐r❡ ✇❛s ❢♦r❝❡❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✇✐r❡✬s ✐♥♣✉t ✭t❤❡

✐s♦❧❛t❡❞ ❉❇ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t✮✳ ❈r✉❝✐❛❧❧②✱ t❤❡ ✇✐r❡ ✐s ❛❧s♦ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ tr❛♥s♠✐tt✐♥❣ ❜✐♥❛r②

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✷❪✮ ❜② ✐♥st❡❛❞ ♣❛tt❡r♥✐♥❣

t❤❡ ✐♥♣✉t ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛s❡ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢

❡❛❝❤ ♣❛✐r ✐s r❡✈❡rs❡❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✳

■♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ♠❛♥♥❡r ❛ ❧♦❣✐❝❛❧ ❖❘ ❣❛t❡ ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❞❡♠♦♥str❛t❡❞✱

❛♥❞ ✐t ✐s ❛♥t✐❝✐♣❛t❡❞ t❤❛t ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❝♦♠♣❧❡t❡ ❣❛t❡ s❡t ✐s ❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡ ❬✷❪✳ ❖♥❡

s✉r♣r✐s✐♥❣ ❛s♣❡❝t ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✶ ✐s t❤❛t ✉♥❧✐❦❡ ♠❛♥② ♦❢ t❤❡ ❆❋▼ ✐♠❛❣❡s s❡❡♥ t❤r♦✉❣❤♦✉t

t❤✐s t❤❡s✐s ♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❉❇s ❛♣♣❡❛r str❡❛❦②✳ ❚❤✐s s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡

❝❤❛r❣❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞♦♠✐♥❛♥t ❢♦r ❛ ❝❛r❡❢✉❧❧② ❞❡s✐❣♥❡❞ str✉❝t✉r❡✳

❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❝✉rr❡♥t❧② ❤❛✈❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t♦♦❧s t❤❛t ❛r❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢

♣r❡❞✐❝t✐♥❣ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ❝❤❛r❣❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❛r❣❡ ❉❇ str✉❝t✉r❡s✱ ♦r t❤❡ ❛❜✐❧✐t②

t♦ ♣r❡❞✐❝t ✐❢ ❝❤❛r❣❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ✇✐❧❧ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❆❋▼✳ ❙✐♠✐❧❛r t♦♦❧s ❞♦ ❡①✐st ❢♦r

✼✺



❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✿ ❇❆❙✐▲ ❇✐♥❛r② ❲✐r❡✳ ✭❡✮ ❆ ❝♦♥st❛♥t ❝✉rr❡♥t ❙❚▼ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ✇✐r❡ t❛❦❡♥
❛t −1.8 ❱ ❛♥❞ 50 ♣❆✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ♥✐♥❡ ♣❛✐rs ♦❢ ❉❇s ❜✐❛s❡❞ ❜② ❛ s✐♥❣❧❡ ✉♥♣❛✐r❡❞ ❉❇ ♦♥ t❤❡
❧❡❢t ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡ ❉❇s ✐♥ ❡❛❝❤ ♣❛✐r ❛r❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ❛ s✐♥❣❧❡ ❍ ❛t♦♠✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡
♣❛✐rs ❛r❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ❢♦✉r ❍ ❛t♦♠s✳ ✭❢✮ ❆ ❝♦♥st❛♥t ❤❡✐❣❤t ∆f ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ✇✐r❡ t❛❦❡♥ ❛t
0 ❱ ❛♥❞ z = −330 ♣♠✳ ❚❡❛❧ ❛♥❞ ❜❧✉❡ ❞♦ts ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ♥❡✉tr❛❧ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ❝❤❛r❣❡❞ ❉❇s
♦❢ ❡❛❝❤ ♣❛✐r✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ r❡❞ ❞♦t ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ❝❤❛r❣❡❞ ❧♦♥❡ ❉❇✳ ❚❤❡ ❜❧❛❝❦
❧✐♥❡ ✐s ❛ s❦❡t❝❤ ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ❧❛♥❞s❝❛♣❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣♦❧❛r✐③❡❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐s♦❧❛t❡❞ ❉❇✳
❋✐❣✉r❡ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❬✷❪✳

◗❈❆ ❬✶✷✸❪✳ ❯♥t✐❧ t❤❡s❡ t♦♦❧s ❛r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✱ ❧✐♥❡s❝❛♥ ♠❛♣s r❡str✐❝t❡❞ t♦ t❤❡ r❡❛❞

r❡❣✐♠❡ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ❉❇ str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ ✐♥❢♦r♠ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❢✉t✉r❡

❇❆❙✐▲ ❧♦❣✐❝ ❣❛t❡s✳ ❚❤❡ ✉t✐❧✐t② ♦❢ t❤✐s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❧✐♥❡s❝❛♥ ♠❛♣s r❡sts ♦♥ t✇♦

❝r✐t✐❝❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✿ t❤❛t t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ❝❤❛r❣❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❛ ❧✐♥❡s❝❛♥

♠❛♣ ✐s t❤❡ str✉❝t✉r❡✬s ❧♦✇❡st ❡♥❡r❣② ❝❤❛r❣❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥❀ ❛♥❞ ✐❢ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ❝❤❛r❣❡

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐s ✇❡❧❧✲s❡♣❛r❛t❡❞ ❢r♦♠ ♦t❤❡r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✐♥ ❡♥❡r❣②✱ t❤❡♥ ❢❡✇ s✇✐t❝❤✐♥❣

❡✈❡♥ts ✇✐❧❧ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞✳

❋✐❣✉r❡ ✽✳✷ ✐s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❚❤❡ str✉❝t✉r❡ ✐♥ ✽✳✷❆ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦

t❤r❡❡ ♣❛✐rs ♦❢ ❉❇s✳ ■♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ s❝❤❡♠❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❘❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✷❪✱ t❤❡ ♣❛✐r

♦✉t❧✐♥❡❞ ✐♥ r❡❞ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ❣❛t❡✬s ♦✉t♣✉t ❛♥❞ t❤❡ ♣❛✐rs ♦✉t❧✐♥❡❞ ✐♥ ♦r❛♥❣❡ ❛♥❞

②❡❧❧♦✇ ❛r❡ t❤❡ ❣❛t❡✬s t✇♦ ✐♥♣✉ts✳ ❊❛❝❤ ♣❛✐r ❧♦❝❛❧✐③❡s ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝❤❛r❣❡✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♣❛✐r✱

✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❧❡❢t ✭r✐❣❤t✮ ❉❇ ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ❝❤❛r❣❡❞ t♦

❜❡ t❤❡ 1 ✭0✮ st❛t❡✳ ❲❡ ❡①♣❡❝t t❤❛t ❢♦r t❤✐s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t ✇✐❧❧ r❡st ✐♥ st❛t❡ 1

❛♥❞ t❤❡ t✇♦ ✐♥♣✉ts ✇✐❧❧ r❡st ✐♥ st❛t❡ 0✱ ❛s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ♠✉t✉❛❧ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ r❡♣✉❧s✐♦♥

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t❤r❡❡ ❝❤❛r❣❡s✳ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✷❉✱● s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♦✉t♣✉t ❛♥❞ t♦♣ ✐♥♣✉t s❤♦✇

t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✱ ✇❤✐❧❡ ❋✐❣✳ ✽✳✷❏ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❧♦✇❡r ✐♥♣✉t s✇✐t❝❤❡❞ ❜❡t✇❡❡♥

❜♦t❤ st❛t❡s✳

✼✻



❋✐❣✉r❡ ✽✳✷✿ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❧✐♥❡s❝❛♥ ♠❛♣s t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❛ ❇❆❙✐▲ ❣❛t❡✳ ✭❆✲❈✮ ❈♦♥st❛♥t
❝✉rr❡♥t ❙❚▼ ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ❣❛t❡ str✉❝t✉r❡ ✭−1.8 ❱✱ 50 ♣❆✮✳ ❙❝❛❧❡ ❜❛r ✐♥ ✭❆✮ ✐s 4 ♥♠ ❛♥❞
❛♣♣❧✐❡s t♦ ✭❆✲❈✮✳ ✭❉✲▲✮ ∆f ❧✐♥❡s❝❛♥ ♠❛♣s ♦❢ t❤❡ ❉❇s ❝♦♠♣♦s✐♥❣ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ✭0 ❱✱ −280
♣♠✮✳ ❈♦❧♦✉r❡❞ ❜♦r❞❡rs ✐♥ ✭❉✲▲✮ ✐♥❞✐❝❛t❡ ✇❤✐❝❤ ❉❇s ✇❡r❡ s❝❛♥♥❡❞✱ ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡
❝♦❧♦✉r❡❞ ❜♦①❡s s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ ✐♥ ✭❆✲❈✮✳ ❆rr♦✇s ♦♥ t❤❡ ❝♦❧♦✉r❡❞ ❜♦①❡s ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ s❝❛♥
❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ∆f ❝♦❧♦✉r ❜❛rs ❛♣♣❧② t♦ t❤❡ ❧✐♥❡ s❝❛♥ ♠❛♣s ♦❢ ❡❛❝❤ ❝♦❧✉♠♥✳ ❚❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢
❡❛❝❤ ❧✐♥❡s❝❛♥ ♠❛♣ ✐s 3 ♥♠✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r ✭❊✮ ✇❤✐❝❤ ✐s 5.5 ♥♠✳

✼✼



❚❛❜❧❡ ✽✳✶✿ ❚❤❡

tr✉t❤ t❛❜❧❡ ❢♦r ❛

❧♦❣✐❝❛❧ ❖❘ ❣❛t❡✳

■♥♣✉t ❖✉t♣✉t

✵✵ ✵

✵✶ ✶

✶✵ ✶

✶✶ ✶

■♥ ✽✳✷❇ ✇❡ ♣❛tt❡r♥ ❛ ❧♦♥❡ ❉❇ t♦ t❤❡ ❧❡❢t ♦❢ t❤❡ ❣❛t❡✬s ♦✉t✲

♣✉t✳ ❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤✐s ❉❇ ✐s t♦ ❛❝t ❛ ✇❡❛❦ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝

st✐♠✉❧✉s t♦ s❤✐❢t t❤❡ ❣❛t❡✬s ♦✉t♣✉t✱ s✉❝❤ t❤❛t ✐ts ❞❡❢❛✉❧t ♦✉t✲

♣✉t st❛t❡ ✇✐❧❧ ❜❡ 0 ❬✷❪✳ ❚❤✐s s❤♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❢✉rt❤❡r st❛❜✐❧✐③❡ t❤❡

st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉ts✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡s❝❛♥ ♠❛♣s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✷❊✱❍✱❑

❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ ❛♥t✐❝✐♣❛t❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✱ ♥❛♠❡❧② t❤❛t ❜♦t❤ t❤❡

♦✉t♣✉t ❛♥❞ t❤❡ t✇♦ ✐♥♣✉ts ❛r❡ ✐♥ st❛t❡ 0✳

■♥ ✽✳✷❈ ❛ ❧♦♥❡ ❉❇ ✐s ❛❞❞❡❞ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ✉♣♣❡r ✐♥♣✉t✳ ❚❤❡

♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤✐s ❉❇ ✐s t♦ s❤✐❢t t❤❡ ✉♣♣❡r ✐♥♣✉t ❢r♦♠ st❛t❡ 0 t♦

st❛t❡ 1✳ ❇❡❝❛✉s❡ t❤✐s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❉❇ ✐s ♦♥❧② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ✉♣♣❡r ✐♥♣✉t ❣❛t❡✱ ✇❡ ❡①♣❡❝t

t❤❛t ✐ts ✐♥✢✉❡♥❝❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❧❛r❣❡❧② ❧✐♠✐t❡❞ t♦ t❤❛t ♣❛✐r✳ ■❢ t❤❡ ✉♣♣❡r ✐♥♣✉t ❞♦❡s r❡s♣♦♥❞

❜② s❤✐❢t✐♥❣ t♦ st❛t❡ 1✱ ✐t ✇✐❧❧ ❡①❡rt ❛ ❣r❡❛t❡r ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ st✐♠✉❧✉s ♦♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t t❤❛♥

✐❢ ✐t ✇❡r❡ ✐♥ st❛t❡ 0✳ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✷❋ ❝♦♥✜r♠s t❤❛t t❤❡ ♦✉t♣✉t ❞♦❡s ✐♥❞❡❡❞ r❡s♣♦♥❞ ❜②

s✇✐t❝❤✐♥❣ t♦ st❛t❡ 1✳ ■♠♣♦rt❛♥t❧② t❤♦✉❣❤✱ ♣❛♥❡❧ ■ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ✉♣♣❡r ✐♥♣✉t ❞♦❡s

♥♦t s❤♦✇ t❤❡ ❛♥t✐❝✐♣❛t❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❜❡❝❛✉s❡ ✐t s✇✐t❝❤❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ 1 ❛♥❞ 0✳

❲❡ ❤❛✈❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐♥ s❡✈❡r❛❧ s✐♠✐❧❛r str✉❝t✉r❡s✳ ❲❤❛t ✇❡ ❜❡❧✐❡✈❡ ✐s

♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐s t❤❛t ❜② ❝r❡❛t✐♥❣ ❧❛r❣❡ str✉❝t✉r❡s ✇✐t❤ ♠❛♥② ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ❝❤❛r❣❡s ✇❡ ❝r❡❛t❡

♠❛♥② ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❤❛r❣❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳ ■❢ ✉♥❞❡s✐r❛❜❧❡ ❝❤❛r❣❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ s✐♠✐❧❛r

❡♥❡r❣✐❡s t♦ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡✱ ✇❡ ❡①♣❡❝t ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡①♣❡r✐♠❡♥ts t❤❛t t❤❡②

♠✐❣❤t ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss ♦❝❝✉r✳ ❲❤❛t r❡♠❛✐♥s ✉♥❝❧❡❛r t♦ ✉s ✐♥ t❤✐s ♠♦♠❡♥t ✐s ✇❤❡t❤❡r t❤❡

♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡s✐r❛❜❧❡ ❝❤❛r❣❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✐s ♦♥❧② ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡

♦❢ t❤❡ t✐♣✳ ❇❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t t❤❡ t✐♣ ❝❛♥ ✐♥❞✉❝❡ s✇✐t❝❤✐♥❣✱ ✇❡ ♠✐❣❤t ❡①♣❡❝t

t❤❛t ✇✐t❤♦✉t t❤❡ t✐♣ ♣r❡s❡♥t✱ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥✐♥❣ ♦✉t

♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐❢ ✇❡ ❝❛♥ ❝r❡❛t❡ str✉❝t✉r❡s ✇❤❡r❡ s✐♠✐❧❛r

❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥❧② ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ st❛t❡✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ♣r♦✈✐❞❡ ❝♦♥✈✐♥❝✐♥❣ ❡✈✐❞❡♥❝❡ t❤❛t

t❤❡ ❧♦❣✐❝ ❣❛t❡s ❛r❡ r♦❜✉st✳

■❢ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ♦♥❧② t❤❡ ♦✉t♣✉t ♣❛✐r✱ t❤❡ str✉❝t✉r❡s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✷ ❇ ❛♥❞ ❈ ❛❝❤✐❡✈❡

t✇♦ ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r ❜❡❤❛✈✐♦✉rs ♦❢ ❛ ❧♦❣✐❝❛❧ ❖❘ ❣❛t❡ ✭t❤❡ t♦♣ t✇♦ r♦✇s ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✽✳✶✮✳

❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧② t❤❡ ♦t❤❡r t✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥♣✉t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ t❡st❡❞ ❜❡❝❛✉s❡

t❤❡ t✐♣✬s q✉❛❧✐t② ✉♥❡①♣❡❝t❡❞❧② ❞❡t❡r✐♦r❛t❡❞✳ ❲❤❛t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤t ❢r♦♠ t❤❡s❡

r❡s✉❧ts✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐s t❤❛t t❤❡ ❧✐♥❡s❝❛♥ ♠❛♣s ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t ✐♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ✐♥

❛ ♣❛✐r ✇❛s ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❉❇s✳ ❆s ✇❛s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❡❛r❧✐❡r✱ t❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐s

✼✽



✉♥❞❡s✐r❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❜✐♥❛r② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ ❛ ❣❛t❡

♦r ❝✐r❝✉✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❢✉❧❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ✐ts ✐♥♣✉ts✳ ■♠♣♦rt❛♥t❧② t❤♦✉❣❤✱ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡

❞❡♠♦♥str❛t❡s ❛ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❇❆❙✐▲ ❣❛t❡s ❛♥❞ ✐t ✐s ❝❧❡❛r

t❤❛t t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❡s❡ t②♣❡s ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♣r♦✈✐❞❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ✐♥❢♦r♠ ♥❡✇

❣❛t❡ ❞❡s✐❣♥s✳

✼✾



✾ ⑤ ❈❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❙✉❜s✉r❢❛❝❡ ❉❡❢❡❝ts

❚❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡❛s♦♥s ✇❤② t❤❡ ❣❛t❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r

❞✐❞ ♥♦t ✇♦r❦ ❛s ❛♥t✐❝✐♣❛t❡❞✳ ❚❤❡ s♣❛❝✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉❡♥t ❉❇s ♠❛② ♥♦t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥

♦♣t✐♠❛❧✳ ◆❡❛r❜② s✉r❢❛❝❡ ❞❡❢❡❝ts ♠❛② ❤❛✈❡ str❛✐♥❡❞ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ♦r ❛❝t❡❞ ❛s ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝

❞❡❢❡❝ts ✭t❤❡ ❣❛t❡ ✇❛s ♣❛tt❡r♥❡❞ ✇✐t❤✐♥ 5 ♥♠ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❛t♦♠ st❡♣✮✳ ❖r ♣❡r❤❛♣s t❤❡

❣❛t❡ ✇❛s ♣❛tt❡r♥❡❞ t♦♦ ❝❧♦s❡❧② t♦ s✉❜s✉r❢❛❝❡ ❞♦♣❛♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ❞✐st♦rt❡❞ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❜❛♥❞s✳

❆❧❧ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✇❡r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❞ ♦♥ s❛♠♣❧❡s ❛♥♥❡❛❧❡❞

❛t 1250 ◦❈✳ ❆s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❡❛r❧✐❡r✱ ✢❛s❤✐♥❣ t❤❡ s❛♠♣❧❡s t♦ t❤❡s❡ ❡❧❡✈❛t❡❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s

r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞♦♣❛♥t ❞❡♣❧❡t✐♦♥ r❡❣✐♦♥ ❬✼✵❪✳ ■♥ t❤✐s r❡❣✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤

❡①t❡♥❞s ∼ 100 ♥♠ ❜❡♥❡❛t❤ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✱ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ❞♦♣❛♥ts ✐s t✇♦ ♦r❞❡rs

♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ❜✉❧❦ ❝r②st❛❧✳ ❚❤✐s ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❛❧✐❣♥ t❤❡ ❋❡r♠✐ ❧❡✈❡❧

❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❉❇0/− ❧❡✈❡❧✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❉❇s ❝❛♥ ❜❡ ♥❡✉tr❛❧ ♦r ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ❝❤❛r❣❡❞

❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡✐r ❧♦❝❛❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✭✐♥ s❛♠♣❧❡s ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❞♦♣❛♥t ❞❡♣❧❡t✐♦♥ r❡❣✐♦♥

❉❇s ❛r❡ ❛❧♠♦st ❛❧✇❛②s ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ❝❤❛r❣❡❞✮✳ ❚❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ✇✐t❤ ✇♦r❦✐♥❣ ♦♥ 1250 ◦❈

s❛♠♣❧❡s t❤♦✉❣❤✱ ✐s t❤❛t ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♥❡❛r✲s✉r❢❛❝❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ❞♦♣❛♥ts ✐s ❧♦✇✱ t❤❡

♣r♦①✐♠✐t② ♦❢ s✉r❢❛❝❡ ❉❇s t♦ s✉❜s✉r❢❛❝❡ ❞♦♣❛♥ts ✈❛r✐❡s ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧②✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❧♦♥❣

s✉s♣❡❝t❡❞ t❤❛t t❤✐s ✐s ✉❧t✐♠❛t❡❧② r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠ ■✭❱✮ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢

✐s♦❧❛t❡❞ ❉❇s ♦♥ 1250 ◦❈ s❛♠♣❧❡s ❬✼✶✱ ✼✷❪✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢

❉❇s ❛r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡✐r ♣r♦①✐♠✐t② t♦ ❞♦♣❛♥ts ✐t ✐s ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ t♦ ❛s❝r✐❜❡ ✇❤❡t❤❡r

t❤❡ ✉♥❞❡s✐r❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ❉❇ str✉❝t✉r❡s ✐s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✢❛✇ ✐♥ t❤❡✐r

❞❡s✐❣♥ ♦r t♦ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❧♦❝❛❧ ❞❡❢❡❝t✳ ■t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ✐♠♣❡r❛t✐✈❡ t♦ ❛tt❡♠♣t t♦

❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❞♦♣❛♥ts ♦♥ ❉❇s ❛♥❞ ♠❛♣ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❞♦♣❛♥ts

❜❡❢♦r❡ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❛ ❧❛r❣❡ ❉❇ str✉❝t✉r❡✳✶

❙✉❜s✉r❢❛❝❡ ❞♦♣❛♥ts ❝❛♥ ❜❡ ❧♦❝❛t❡❞ ❜② ❙❚▼ ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❬✼✶✱ ✶✷✹✕✶✷✽❪✳

❲❡ ✇❡r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t✇♦ ❞♦♠✐♥❛♥t s♣❡❝✐❡s ♦♥ s❡✈❡r❛❧ ❝r②st❛❧s✳ ❚❤❡ ✜rst

❝❛♥♥♦t ❜❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞ ❢r♦♠ ❍✲❙✐ ❛t t②♣✐❝❛❧ s❝❛♥♥✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❜✉t ✉♣♦♥ s✇✐t❝❤✐♥❣

✶❚♦ ❛✈♦✐❞ ❞♦♣❛♥ts ❛❧t♦❣❡t❤❡r✱ ♠❡♠❜❡rs ♦❢ ♦✉r ❣r♦✉♣ ❛r❡ ❛❧s♦ ❝✉rr❡♥t❧② ✇♦r❦✐♥❣ t♦ ❣r♦✇ ❡♣✐t❛①✐❛❧
✐♥tr✐♥s✐❝ s✐❧✐❝♦♥ ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ❤✐❣❤❧②✲❞♦♣❡❞ ❝r②st❛❧s✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡
❝r②st❛❧ ✇♦✉❧❞ ❜❡ s✐♠✐❧❛r t♦ ❛ ❝r②st❛❧ ✇✐t❤ ❛ ❞♦♣❛♥t ❞❡♣❧❡t✐♦♥ r❡❣✐♦♥✱ ❡①❝❡♣t t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥
♦❢ ❞♦♣❛♥ts ✐♥ t❤❡ ✜rst ∼ 5 ♥♠ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❧♦✇❡r✳ ■❢ ❛ ❤✐❣❤✲q✉❛❧✐t② s✉r❢❛❝❡ ❝❛♥
❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤♦✉t ❤✐❣❤✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ✐♥❞✉❝❡ ❞♦♣❛♥t ❞✐✛✉s✐♦♥✱ t❤✐s s❤♦✉❧❞
❣r❡❛t❧② r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❛✛❡❝t ♥❡❛r✲s✉r❢❛❝❡ ❞♦♣❛♥ts ❤❛✈❡ ♦♥ ♦✉r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳
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t♦ ❝♦♥st❛♥t ❤❡✐❣❤t ♠♦❞❡✱ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ t✐♣✲s❛♠♣❧❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ s❝❛♥♥✐♥❣ ❛t s♠❛❧❧

♣♦s✐t✐✈❡ s❛♠♣❧❡ ❜✐❛s❡s t❤❡② ❛♣♣❡❛r ❛s ❧❛r❣❡ ❜r✐❣❤t ✭❝♦♥❞✉❝t✐✈❡✮ ❢❡❛t✉r❡s ✭❋✐❣✉r❡ ✾✳✶❆✮✳

❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ✇❡ r❡❢❡r t♦ t❤❡♠ ❛s ❵❜r✐❣❤t ❞❡❢❡❝ts✳✬ ❚❤❡

s❡❝♦♥❞ ❛♣♣❡❛r ❛s s♠❛❧❧ ❜r✐❣❤t ❢❡❛t✉r❡s ❛t −1.8 ❱ ❛♥❞ ❛s s♠❛❧❧ ❞❛r❦ ❢❡❛t✉r❡s ❛t +1.3

❱ ✭❋✐❣✉r❡ ✾✳✶❇✱❈✮✱ ❛♥❞ ✇❡ r❡❢❡r t♦ t❤❡♠ ❛s ❵❞❛r❦ ❞❡❢❡❝ts✳✬

❚♦ st✉❞② t❤❡ ❜r✐❣❤t ❞❡❢❡❝ts ✇❡ t♦♦❦ I(V ) ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦♥ ❍✲❙✐ ❞✐r❡❝t❧② ♦✈❡r

t❤❡ ❞❡❢❡❝ts ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t❤❡♠ ✇✐t❤ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ ❍✲❙✐ ✇✐t❤ ♥♦ ✈✐s✐❜❧❡

✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❞❡❢❡❝ts ✭❋✐❣✉r❡ ✾✳✶❉✮✳ ❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ t❤❡r❡ ✇❡r❡ ♠✐♥♦r ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥

♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡❢❡❝ts✱ ❜✉t t✇♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❢❡❛t✉r❡s ❡♠❡r❣❡❞✳ ❋✐rst✱ t❤❡

❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❜❛♥❞ ❡❞❣❡ ❛♣♣❡❛rs ❛t s♠❛❧❧❡r ♣♦s✐t✐✈❡ ❜✐❛s❡s ♦✈❡r ❜r✐❣❤t ❞❡❢❡❝ts t❤❛♥ ♦✈❡r

❍✲❙✐ ✭✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✾✳✶❉ ❛t ∼ 100♠❡❱ ✈s ∼ 220♠❡❱✮✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ st❡♣✲❧✐❦❡ t✉r♥✲♦♥

✐♥ t❤❡ t✉♥♥❡❧❧✐♥❣ ❝✉rr❡♥t ❛t ♥❡❣❛t✐✈❡ s❛♠♣❧❡ ❜✐❛s❡s✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✾✳✶ t❤✐s st❡♣ ♦❝❝✉rr❡❞

♥❡❛r −1 ❱✱ ❜✉t ✇❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❡ st❡♣s ❛t ❜✐❛s❡s ❛s ❧♦✇ ❛s −375 ♠❡❱✳ ❈r✉❝✐❛❧❧②✱ t❤❡s❡

st❡♣s ♣r❡❝❡❞❡ t❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ❜❛♥❞ ❡❞❣❡ ✇❤✐❝❤ ♦♥s❡ts ♥❡❛r −1.1 ❱ ❬✹✵✱ ✼✶❪✳ ■t ✐s ❛❧s♦

✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡ t❤❛t ✇❡ ♦❝❝❛s✐♦♥❛❧❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ st❡♣ ✐♥ t❤❡ I(V )

s♣❡❝tr❛✳

❇♦t❤ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ❛♥❞ I(V ) ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ❜r✐❣❤t ❞❡❢❡❝ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞ str♦♥❣❧②

t♦ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ ❛rs❡♥✐❝ ❞♦♣❛♥ts ♠❛❞❡ ✐♥ r❡❢❡r❡♥❝❡s ❬✶✷✺✕✶✷✼❪✱ ❛♥❞ s♦ ✇❡ ❛s✲

s✐❣♥ t❤❡✐r ✐❞❡♥t✐t② ❛s s✉❝❤✳ ❚❤❡ t✇♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ I(V ) s♣❡❝tr❛ ❝❛♥ ❜❡

r❛t✐♦♥❛❧✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❚❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❜❛♥❞ ❡❞❣❡ ♦❝❝✉rs ❡❛r❧✐❡r ♦✈❡r ❆s ❞♦♣❛♥ts

❜❡❝❛✉s❡ ❛t 0 ❱ ❛♥❞ s♠❛❧❧ ♣♦s✐t✐✈❡ ❜✐❛s❡s t❤❡ ❆s ❛t♦♠s ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡❧② ❝❤❛r❣❡❞ ✉♥❞❡r

❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❬✶✷✻❪✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❆s+/0 ❧❡✈❡❧ ✐s ∼ 50 ♠❡❱ ❜❡❧♦✇ t❤❡

❙✐ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❜❛♥❞✱ ❛♥❞ ❛t s♠❛❧❧ ❜✐❛s❡s t❤❡ ✉♣✇❛r❞ ❜❛♥❞ ❜❡♥❞✐♥❣ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❈P❉

❝❛✉s❡s t❤❡ ❞♦♣❛♥ts t♦ ✐♦♥✐③❡ t♦ t❤❡ ❜✉❧❦ ❬✶✷✻❪✳ ❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❆s ❛t♦♠ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡❧②

❝❤❛r❣❡❞ ✐t ❜❡♥❞s t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❜❛♥❞s ❞♦✇♥✇❛r❞ ✭t❤♦✉❣❤ ♥♦t ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❝♦✉♥t❡r❛❝t t❤❡

❈P❉✮✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ s♠❛❧❧❡r ❜✐❛s❡s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❛❧✐❣♥ t❤❡ ❋❡r♠✐ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ t✐♣

✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❜❛♥❞ ❡❞❣❡✳

❚❤❡ st❡♣s ✐♥ ❝✉rr❡♥t ♦❜s❡r✈❡❞ ❛t ♥❡❣❛t✐✈❡ s❛♠♣❧❡ ❜✐❛s❡s ✇❡r❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ ❜② ❱♦✐s✐♥

❡t ❛❧✳ ❬✶✷✼❪ t♦ t❤❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❆s+/0 ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❜❛♥❞ ❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡

❜✉❧❦ ✈✐❛ t✐♣ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜❛♥❞ ❜❡♥❞✐♥❣ ✭✐t ✐s ✐♥✐t✐❛❧❧② ❛❜♦✈❡ ❞✉❡ t♦ ✉♣✇❛r❞ ❜❛♥❞ ❜❡♥❞✐♥❣

❢r♦♠ t❤❡ ❈P❉✮✳ ❆t t❤✐s ♣♦✐♥t✱ ❛ ♥❡✇ ❝✉rr❡♥t ❝❤❛♥♥❡❧ ♦♣❡♥s✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡

t♦ t❤❡ t✉♥♥❡❧❧✐♥❣ ❝✉rr❡♥t✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ ❜✐❛s ❛t ✇❤✐❝❤ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡s❡ st❡♣s
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❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ♥♦t✐♥❣ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ ❆s ❛t♦♠s s❡✈❡r❛❧ ♥♠ ❜❡♥❡❛t❤ t❤❡

s✉r❢❛❝❡ ❬✶✷✼❪✳ ❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✜❡❧❞ ✐s s❝r❡❡♥❡❞ ❜② ❢r❡❡ ❝❛rr✐❡rs✱ ❛ ❣r❡❛t❡r ❜✐❛s ✐s r❡q✉✐r❡❞

t♦ ❛❧✐❣♥ t❤❡ ❆s+/0 ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞♦♥♦rs ❞❡❡♣❡r ❜❡❧♦✇ t❤❡ s❛♠♣❧❡ s✉r❢❛❝❡✳ ■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ t❤❡

❝✉rr❡♥t t②♣✐❝❛❧❧② ❞♦❡s ♥♦t ✐♥❝r❡❛s❡ s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ st❡♣ ❛♥❞ t❤❡ ❙✐ ✈❛❧❡♥❝❡

❜❛♥❞ ❡❞❣❡✳ ❱♦✐s✐♥ ❡t ❛❧✳ ❬✶✷✼❪ ❤❛✈❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ t❤✐s ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ t✉♥♥❡❧❧✐♥❣ ❝✉rr❡♥t ✐s

r❛t❡ ❧✐♠✐t❡❞ ❜② ❤♦✇ q✉✐❝❦❧② t❤❡ ❆s ❛t♦♠ ✐♦♥✐③❡s t♦ t❤❡ t✐♣✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❤♦✇ ❡✣❝✐❡♥t❧②

✐t ✐s ♥❡✉tr❛❧✐③❡❞ ❜② ❝✉rr❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❜✉❧❦✳

❍❡r❡ ✇❡ ♥♦t❡ ♦♥❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❱♦✐s✐♥ ❡t✳ ❛❧ ❛♥❞ ❙❛❧✜ ❡t✳ ❛❧✳

❬✶✷✻✱ ✶✷✼❪✳ ■♥ t❤❡✐r ✇♦r❦ t❤❡② ❛ttr✐❜✉t❡❞ ❛ s❡❝♦♥❞ st❡♣ ✐♥ I(V ) ❛t ❜✐❛s ✈♦❧t❛❣❡s ❝❧♦s❡

t♦ −1.0 ❱ t♦ t❤❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❆s0/− ✇✐t❤ t❤❡ ❋❡r♠✐ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ t✐♣ ✭t❤❡ ✜rst

st❡♣ ♦❝❝✉rr❡❞ ♥❡❛r −800 ♠❡❱✮✳ ❲❤✐❧❡ ✇❡ ❞✐❞ ♦❝❝❛s✐♦♥❛❧❧② ♦❜s❡r✈❡ ❛ s❡❝♦♥❞ st❡♣ ✐♥

I(V )✱ ✇❡ ❛❧s♦ ♦❜s❡r✈❡❞ s♣❡❝✐❡s ✇✐t❤ ♦♥❧② ♦♥❡✱ ❛♥❞ ✐♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s ♠♦r❡ t❤❛♥ t✇♦ st❡♣s✳

❲❡ t❤❡r❡❢♦r❡ s✉❣❣❡st ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡s❡ st❡♣s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❛t t❤❡

❆s+/0 ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♦t❤❡r ♥❡❛r❜② ❞♦♣❛♥ts ❛r❡ ❛❧s♦ ❜r♦✉❣❤t ✐♥t♦ r❡s♦♥❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❜✉❧❦

❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❜❛♥❞ ❡❞❣❡✳ ❇❡❝❛✉s❡ ❱♦✐s✐♥ ❡t✳ ❛❧✳ ❬✶✷✼❪ s✉❣❣❡st❡❞ t❤❛t t❤❡ ❆s0/− ❧❡✈❡❧ ✐s

♦♥❧② 2 ♠❡❱ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❜❛♥❞ ❡❞❣❡ ✇❡ ❜❡❧✐❡✈❡ ♦✉r ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥

♦❢ ❛ s❡❝♦♥❞ st❡♣ ✐♥ I(V ) ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♣r♦✈✐❞❡s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ t♦ s✉❣❣❡st t❤❛t

t❤❡ ❆s0/− ❧❡✈❡❧ ✐s ♣✉s❤❡❞ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❜❛♥❞ ❡❞❣❡ ❢♦r ♥❡❛r s✉r❢❛❝❡ ❞♦♥♦rs✳

■♥ ❋✐❣✉r❡ ✾✳✶❊ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ I(V ) s♣❡❝tr❛ ♦❢ t❤❡ ❞❛r❦ ❞❡❢❡❝t ✇✐t❤ ❍✲❙✐✳ ❚❤❡ t✇♦

s♣❡❝tr❛ ♠❛t❝❤ ❝❧♦s❡❧②✱ ✇✐t❤ t✇♦ s❧✐❣❤t ❞❡✈✐❛t✐♦♥s✳ ❆t ♥❡❣❛t✐✈❡ ❜✐❛s❡s t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t❛♥❝❡

♠❡❛s✉r❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ❞❛r❦ ❞❡❢❡❝t ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ❍✲❙✐✱ ✇❤✐❧❡ ❛t ♣♦s✐t✐✈❡ ❜✐❛s❡s ✐t ✐s

❧❡ss✳ ❚❤❡s❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❞❛r❦ ❞❡❢❡❝t ❜❡✐♥❣ ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ❝❤❛r❣❡❞✳

❆t ❜♦t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ s❛♠♣❧❡ ❜✐❛s t❤❡ ❞❛r❦ ❞❡❢❡❝t✬s ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝❤❛r❣❡ ✇♦✉❧❞

♣✉s❤ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❜❛♥❞s ✉♣✳ ❆t ♥❡❣❛t✐✈❡ s❛♠♣❧❡ ❜✐❛s❡s t❤✐s ❡♥❤❛♥❝❡s t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ ♦❢ t❤❡

s❛♠♣❧❡✬s ✜❧❧❡❞ st❛t❡s ❛♥❞ t❤❡ t✐♣✬s ❡♠♣t② st❛t❡s✱ t❤❡r❡❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t❛♥❝❡✳

❆t ♣♦s✐t✐✈❡ s❛♠♣❧❡ ❜✐❛s❡s t❤✐s ❤❛s t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❡✛❡❝t✳ ❈r✉❝✐❛❧❧②✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t

❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❜✐❛s ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♦♥s❡ts ❛t ♥❡❣❛t✐✈❡ s❛♠♣❧❡ ❜✐❛s✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❧♦❝❛❧

❜❛♥❞ ❜❡♥❞✐♥❣ ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❜✐❛s ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❋❡r♠✐ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ t✐♣ ❛❧✐❣♥s ✇✐t❤

t❤❡ ❜✉❧❦✬s ✈❛❧❡♥❝❡ ❜❛♥❞✳

Pr❡✈✐♦✉s ❛✉t❤♦rs ❤❛✈❡ s✉❣❣❡st❡❞ t❤❛t t❤❡s❡ ❞❛r❦ ❞❡❢❡❝ts ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❜♦r♦♥ ❛t♦♠s

❬✶✷✾❪ ♦r ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ❝❤❛r❣❡❞ ❆s ❛t♦♠s ❬✶✷✺❪✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❡r ✐s ❤✐❣❤❧② ✉♥❧✐❦❡❧② ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡

❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ✐s ♠✉❝❤ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❡①♣❡❝t ❢r♦♠

✽✷



❋✐❣✉r❡ ✾✳✶✿ ❈❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❛r❦ ❛♥❞ ❜r✐❣❤t s✉❜s✉r❢❛❝❡ ❞❡❢❡❝ts✳ ✭❆✮ ❈♦♥st❛♥t
❤❡✐❣❤t ❙❚▼ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❜r✐❣❤t ❞❡❢❡❝t ❛❝q✉✐r❡❞ ❛t V = 300 ♠❱✱ z = −250 ♣♠✳ ❚❤❡ s❝❛❧❡
❜❛r ✐s 3 ♥♠✳ ✭❇✱❈✮ ❈♦♥st❛♥t ❝✉rr❡♥t ✐♠❛❣❡s ♦❢ ❛ ❞❛r❦ ❞❡❢❡❝t ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛t −1.8 ❱ ❛♥❞ +1.3
❱✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✭50 ♣❆✮✳ ❚❤❡ s❝❛❧❡ ❜❛rs ❛r❡ 2 ♥♠✳ ✭❉✮ ❆ ❞✐r❡❝t ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ I(V ) s♣❡❝tr❛
♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❜♦✈❡ ❛ ❜r✐❣❤t ❞❡❢❡❝t ❛♥❞ ❍✲❙✐ ✭z = −350 ♣♠✮✳ ✭❊✮ ❆ ❞✐r❡❝t ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ I(V )
s♣❡❝tr❛ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❜♦✈❡ ❛ ❞❛r❦ ❞❡❢❡❝t ❛♥❞ ❍✲❙✐ ✭z = −300 ♣♠✮✳

✽✸



❛ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ❣r❛❞❡ ❙✐ s❛♠♣❧❡ ✭❛s s✉❣❣❡st❡❞ ❜② ❙✐♥t❤✐♣t❤❛r❛❦♦♦♥ ❡t✳ ❛❧✳ ❬✶✷✺❪✮✳ ❍❡r❡

✇❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ t❤❡ ❧❛tt❡r ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❜② ♥♦t✐♥❣ t❤❛t ♦✉r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛❜♦✈❡ ❆s ❞♦♥♦rs

s✉❣❣❡st t❤❛t t❤❡ ❆s0/− ❧❡✈❡❧ ✐s ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❜❛♥❞ ❡❞❣❡✱ ♦r ❡①tr❡♠❡❧② ❝❧♦s❡

t♦ ✐t✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥ ✇♦✉❧❞ t❤❡r♠❛❧✐③❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❜❛♥❞✳ ❲❡

t❤❡r❡❢♦r❡ s✉❣❣❡st t❤❛t t❤❡s❡ ❞❛r❦ ❞❡❢❡❝ts ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ❝❤❛r❣❡❞ ✐♥t❡rst✐t✐❛❧

❤②❞r♦❣❡♥ ❛t♦♠s ♦r s✉❜s✉r❢❛❝❡ s✐❧✐❝♦♥ ❞❛♥❣❧✐♥❣ ❜♦♥❞s ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ❙✐ ✈❛❝❛♥❝② ♦r ❛♥

✐♥t❡rst✐t✐❛❧ ❙✐ ❛t♦♠✳

❆s ❛ ♠❡❛♥s ♦❢ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣ ❞❛r❦ ❞❡❢❡❝ts ✇❡ ♣❛tt❡r♥❡❞ ❉❇s ♦♥ t❤❡ ❍✲❙✐ ❞✐r❡❝t❧②

♦✈❡r t❤❡♠✳ ❋✐❣✉r❡ ✾✳✷ ❞❡♠♦♥str❛t❡s ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡✳ ❆t 460 ♠❡❱ ✭❋✐❣✉r❡

✾✳✷❆✮ t❤❡ ❉❇ ❛♣♣❡❛rs ❛s ❛ s♠❛❧❧ ❜r✐❣❤t ❢❡❛t✉r❡ ✭❤✐❣❤ ❝♦♥❞✉❝t❛♥❝❡✮ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❤❛r❛❝✲

t❡r✐st✐❝ ❞❛r❦ ❤❛❧♦ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ✐t✳ ❆t 240 ♠❡❱ ✭❋✐❣✉r❡ ✾✳✷❇✮ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡

❉❇ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ ♥❡✐❣❤❜♦✉r✐♥❣ ❍✲❙✐ ❛♥❞ t❤❡ ❤❛❧♦ ❤❛s ♠♦st❧② ❞✐s❛♣♣❡❛r❡❞✳ ❲❡ ♥♦t❡

t❤❛t t❤❡ ❛s②♠♠❡tr② ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❉❇ ❛t t❤✐s ❧❛tt❡r ❜✐❛s ✐s ✉♥❧✐❦❡❧② ❞✉❡

t♦ ❛♥ ✐♠♣❡r❢❡❝t t✐♣ ❜❡❝❛✉s❡ s✐♠✐❧❛r ❢❡❛t✉r❡s ❛r❡ ♥♦t ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❛t♦♠s ✐♥

t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ▼♦r❡ ❧✐❦❡❧②✱ ✐t ✐s t❤❛t t❤❡ ❞❛r❦ ❞❡❢❡❝t ✐s ♥♦t ❞✐r❡❝t❧② ❜❡♥❡❛t❤ t❤❡ s✉r❢❛❝❡

s✐❧✐❝♦♥ ❛t♦♠✳

❋✐❣✉r❡ ✾✳✷❈ s❤♦✇s I(V ) ❝✉r✈❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦♥ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ❉❇ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t t✐♣ ♦✛s❡ts✳

❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ ❛s t❤❡ t✐♣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t❤❡ s❛♠♣❧❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✐♥❝r❡❛s❡s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧②✳

❆ ♥♦t❛❜❧❡ ❛♥❞ ✉♥❡①♣❡❝t❡❞ ❢❡❛t✉r❡ ✐s t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣❡❛❦ ❛t ∼ 375 ♠❡❱✳ ❆t

s♠❛❧❧ t✐♣ ♦✛s❡ts t❤✐s ❢❡❛t✉r❡ ❛♣♣❡❛rs ♦♥❧② ❛s ❛ s❤♦✉❧❞❡r ♦♥ t❤❡ I(V ) ❝✉r✈❡✱ ❜✉t ❛s

t❤❡ t✐♣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❛ ❧♦❝❛❧ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝❛♥ ❜❡ ❝❧❡❛r❧②

❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞✳ ❋✐❣✉r❡ ✾✳✷❉ ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ ❝✉rr❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠❛①✐♠❛ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧

♠✐♥✐♠❛ ♦✈❡r ❛ r❛♥❣❡ ♦❢ t✐♣ ♦✛s❡ts✱ ❛♥❞ ❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❛t t❤❡ ✈✐s✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣❡❛❦

✐♥❝r❡❛s❡s ❛s t❤❡ t✐♣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t❤❡ s❛♠♣❧❡✳

❚❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ t✉♥♥❡❧❧✐♥❣ ❝✉rr❡♥t ❛s t❤❡ ❜✐❛s ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✐s ❛ ♥♦♥✲♦❤♠✐❝ ❜❡✲

❤❛✈✐♦✉r ❦♥♦✇♥ ❛s ◆❡❣❛t✐✈❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❘❡s✐st❛♥❝❡ ✭◆❉❘✮✳ Pr❡✈✐♦✉s❧②✱ ♦✉r ❣r♦✉♣ ❤❛s

♦❜s❡r✈❡❞ ◆❉❘ ♦♥ ✐s♦❧❛t❡❞ ❉❇s ❛t ♥❡❣❛t✐✈❡ ❜✐❛s❡s ❬✹✵❪✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✐t ✇❛s ❛ttr✐❜✉t❡❞

t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ✐♥t❡r♣❧❛② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❛t❡ ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❉❇0/− ❛♥❞ ❉❇+/0 ❧❡✈❡❧s ❝♦✉❧❞

❜❡ ❡♠♣t✐❡❞ ❜② t❤❡ t✐♣ ❛♥❞ ✜❧❧❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✈❛❧❡♥❝❡ ❜❛♥❞s✱ ❜✉t t❤❡s❡ ❡①✲

♣❧❛♥❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✉♥s✉✐t❡❞ t♦ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✾✳✷✳ ■♥ t❤✐s

❝❛s❡✱ ❝✉rr❡♥t ✐s ❜❡✐♥❣ ✐♥❥❡❝t❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❉❇ ❜② t❤❡ t✐♣✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛s❡ t❤❡ ✜❧❧✐♥❣ ♦❢

t❤❡ ❉❇ ✐s ❛❧♠♦st ❝❡rt❛✐♥❧② ♥♦t r❛t❡ ❧✐♠✐t✐♥❣ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ t✐♣ ✐s ❡①tr❡♠❡❧② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡
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❋✐❣✉r❡ ✾✳✷✿ ◆❡❣❛t✐✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ r❡s✐st❛♥❝❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♦✈❡r ❛ ❉❇ ♣❛tt❡r♥❡❞ ❝❧♦s❡

t♦ ❛ ❞❛r❦ ❞♦♣❛♥t✳ ✭❆✮ ❈♦♥st❛♥t ❤❡✐❣❤t ❙❚▼ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❉❇ ❛❝q✉✐r❡❞ ❛t V = 460
♠❱✱ z = −400 ♣♠✳ ✭❇✮ ❈♦♥st❛♥t ❤❡✐❣❤t ❙❚▼ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❉❇ ❛❝q✉✐r❡❞ ❛t V = 240 ♠❱✱
z = −450 ♣♠✳ ❚❤❡ s❝❛❧❡ ❜❛rs ❛r❡ 1 ♥♠✳ ✭❈✮ I(V ) s♣❡❝tr❛ ❛❝q✉✐r❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ❉❇ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t
t✐♣ ♦✛s❡ts✳ ✭❉✮ ❚❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛ ✭♦r❛♥❣❡✮ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ ♠❛①✐♠❛ ✭❜❧✉❡✮ ❢♦r t❤❡ ◆❉❘ ❢❡❛t✉r❡s
✐♥ ✭❈✮ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✐♣ ♦✛s❡t✳

s❛♠♣❧❡✳

❍❡r❡ ✇❡ ❜❡❧✐❡✈❡ ❛ s✐♠♣❧❡r ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ ◆❉❘ ✐s ❧✐❦❡❧②✳ ❆t 0 ❱ t❤❡ ❋❡r♠✐ ❧❡✈❡❧

♦❢ t❤❡ t✐♣ s✐ts ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛ ♠✐❞ ❣❛♣ st❛t❡✳ ❆s t❤❡ ❜✐❛s ✐s

✐♥❝r❡❛s❡❞✱ t❤❡ ❋❡r♠✐ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ t✐♣ ❜❡❝♦♠❡s ❛❧✐❣♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ st❛t❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞

❛s ❛ st❡♣♣✐♥❣ st♦♥❡ t♦ s♦✉r❝❡ ❝✉rr❡♥t t♦ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❜❛♥❞✳ ❆s t❤❡ ❜✐❛s ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞

❢✉rt❤❡r✱ t❤❡ t✐♣✬s ❋❡r♠✐ ❧❡✈❡❧ ❧♦s❡s ❛❧✐❣♥♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♠✐❞ ❣❛♣ st❛t❡✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤

t❤❡r❡ ❛r❡ ✜❧❧❡❞ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ t✐♣ ❛❧✐❣♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠✐❞ ❣❛♣ st❛t❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ t✉♥♥❡❧❧✐♥❣

✐s ❡❧❛st✐❝ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s t❤❛t ❝❛♥ t✉♥♥❡❧ ❢r♦♠ t❤❡ t✐♣ t♦ t❤❡ ♠✐❞ ❣❛♣ st❛t❡ ♥♦♥❡t❤❡❧❡ss

❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❛ ❧❛r❣❡r ❜❛rr✐❡r✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡ t✉♥♥❡❧❧✐♥❣ ❝✉rr❡♥t ❞❡❝r❡❛s❡s ✉♥t✐❧ t❤❡ t✐♣

❝❛♥ ❡✣❝✐❡♥t❧② ✐♥❥❡❝t ❝✉rr❡♥t ❞✐r❡❝t❧② ✐♥t♦ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❜❛♥❞✳ ❚❤✐s ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❤❛s

❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ◆❉❘ ✐♥ ♦t❤❡r ♠❛t❡r✐❛❧ s②st❡♠s ❬✶✸✵✕✶✸✷❪✳

■♥ t❤❡ ♣r❡❝❡❞✐♥❣ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✇❡ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛ ♠✐❞✲❣❛♣ st❛t❡✱ ♥♦t t❤❡ ❉❇0/− ❧❡✈❡❧✳

❇❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ♦❜s❡r✈❡ t❤✐s ◆❉❘ ❢❡❛t✉r❡ ♦♥ t②♣✐❝❛❧ ❉❇s✱ ✇❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❡ ♠✐❞

❣❛♣ st❛t❡ ✇❡ s✇❡❡♣ t❤r♦✉❣❤ ✐s ❞✐st✐♥❝t ❢r♦♠ t❤❡ ❉❇0/− ❧❡✈❡❧ ✇❡ ♦❢t❡♥ r❡❢❡r t♦✳ ❖✉r

❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❢♦r t❤✐s ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ t❤❡ ❉❇0/− ❧❡✈❡❧ ✐s ✈❡r② ❝❧♦s❡ ✐♥ ❡♥❡r❣② t♦ t❤❡

❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❜❛♥❞ ❡❞❣❡✳ ❲❤❡♥ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ I(V ) s♣❡❝tr♦s❝♦♣② ♦♥ t②♣✐❝❛❧ ❉❇s ✇❡ ❞♦

♥♦t ♦❜s❡r✈❡ ◆❉❘ ❛t ♣♦s✐t✐✈❡ ❜✐❛s❡s ❜❡❝❛✉s❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❋❡r♠✐ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ t✐♣ ❧♦s❡s
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❛❧✐❣♥♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❉❇0/− ❧❡✈❡❧ ✐t ❝❛♥ ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss ❡✣❝✐❡♥t❧② ✐♥❥❡❝t ❝✉rr❡♥t ❞✐r❡❝t❧②

✐♥t♦ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❜❛♥❞✳ ❖✉r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ◆❉❘ t❤❡r❡❢♦r❡ s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡ ♠✐❞

❣❛♣ st❛t❡ t❤❡ ❋❡r♠✐ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ t✐♣ s✇❡❡♣s t❤r♦✉❣❤ ♠✉st ❜❡ ❧♦✇❡r ✐♥ ❡♥❡r❣② t❤❛♥ t❤❡

❉❇0/− ❧❡✈❡❧✳ ❖♥❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❢♦r t❤✐s ✐s t❤❛t t❤❡ ♣❛tt❡r♥❡❞ ❉❇ ❤②❜r✐❞✐③❡s ✇✐t❤ t❤❡

❞❛r❦ ❞❡❢❡❝t✱ ❝r❡❛t✐♥❣ ❛ ❜♦♥❞✐♥❣ st❛t❡ ❧♦✇❡r ✐♥ ❡♥❡r❣② t❤❛♥ t❤❡ ❉❇0/− ❧❡✈❡❧✳ ❋✉rt❤❡r

s✉♣♣♦rt ♦❢ t❤✐s ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t ✐❢ t❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ❛ st❛t✐❝

s❤✐❢t ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❜❛♥❞s ❜② ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ❝❤❛r❣❡❞ ❞❡❢❡❝t✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❡①♣❡❝t t❤❛t ❉❇s ♥♦t

♣❛tt❡r♥❡❞ ♦✈❡r ❞❛r❦ ❞❡❢❡❝ts ✇♦✉❧❞ ♥♦♥❡t❤❡❧❡ss ♦❝❝❛s✐♦♥❛❧❧② ❞✐s♣❧❛② ◆❉❘ ❛t ♣♦s✐t✐✈❡

❜✐❛s❡s✱ ❞✉❡ t♦ ❧♦❝❛❧ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ❞♦ ♥♦t ♦❜s❡r✈❡ t❤✐s✳

■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡ t❤❛t ✇❤✐❧❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤✐s ❢♦r♠ ♦❢ ◆❉❘ s❡✈❡r❛❧ t✐♠❡s

✐t ✐s ♥♦t ♦❜s❡r✈❡❞ ♦♥ ❡✈❡r② ❉❇ ♣❛tt❡r♥❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ♦♥ t♦♣ ♦❢ ❛ ❞❛r❦ ❞❡❢❡❝t✳ ❖♥❡ ♣♦ss✐❜❧❡

❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❢♦r t❤✐s ✐s t❤❛t s♦♠❡ ❞❛r❦ ❞❡❢❡❝ts ❛r❡ ❞❡❡♣❡r ❜❡❧♦✇ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ t❤❛♥ ♦t❤❡rs

❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❝❛♥♥♦t ❤②❜r✐❞✐③❡ ❛s str♦♥❣❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❉❇✳ ❋✉t✉r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t♦rs s❤♦✉❧❞

❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ✬❞❛r❦♥❡ss✬ ♦❢ t❤❡s❡ ❞❡❢❡❝ts ❜② ♠❡❛s✉r✐♥❣ ∆z ✐♥ ❝♦♥st❛♥t ❝✉rr❡♥t ♠♦❞❡✱

✇❤✐❝❤ ♠❛② r❡✈❡❛❧ ❛ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡✐r ❞❡♣t❤✳
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✶✵ ⑤ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ❖✉t❧♦♦❦

❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ❛r❡ ✐♥ ♠❛♥② ✇❛②s t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❡①t❡♥s✐♦♥

♦❢ ♦✉r ❣r♦✉♣✬s r❡❝❡♥t ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✛♦rts✳ ❊♠♣♦✇❡r❡❞ ❜② t❤❡ ❛❞✈❛♥❝❡s ✐♥ ❙❚▼ ❍✲

❧✐t❤♦❣r❛♣❤② ❬✷✽✕✸✵❪ ✇❡ ❛r❡ ❜❡❝♦♠✐♥❣ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣❧② ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ st✉❞②✐♥❣ ♣r❡❝✐s❡❧② ❝r❛❢t❡❞

❉❇ str✉❝t✉r❡s✳

❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡rs ✺ ✲ ✼ ❛❞✈❛♥❝❡ ♦✉r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ❤♦✇

❆❋▼ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ❉❇ str✉❝t✉r❡s✱ ❛♥❞ s❡✈❡r❛❧ ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❝❛♥ ❜❡ ❞r❛✇♥✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ str✉❝t✉r❡ ♠❛② ♥♦t ❝♦rr❡❧❛t❡ ❡①❛❝t❧② ✇✐t❤

❆❋▼ ✐♠❛❣❡s✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ✉♥❞❡r ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤❡ t♦t❛❧ ❜❛♥❞ ❜❡♥❞✐♥❣

❜❡♥❡❛t❤ t❤❡ t✐♣ ❝❛♥ ❜❡❝♦♠❡ ♣♦s✐t✐✈❡✱ t❤❡r❡❜② st❛❜✐❧✐③✐♥❣ ❝❤❛r❣❡ ✐♥ ❉❇s ❜❡♥❡❛t❤ t❤❡

t✐♣✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ✉♥❞❡r t❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ✇✐❧❧

❛♣♣❡❛r t♦ ❜❡ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ✐t ❛❝t✉❛❧❧② ✐s✳ ❋♦rt✉♥❛t❡❧② ✇❡ ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ t❤❛t t❤✐s ✐s ♥♦t

s✐♠♣❧② ❛ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡✱ ❜✉t ❝❛♥ ❜❡ ✉t✐❧✐③❡❞ t♦ ♦✉r ❛❞✈❛♥t❛❣❡✳ ❇② ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② s✇✐t❝❤✐♥❣

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✇r✐t❡ ❛♥❞ r❡❛❞ r❡❣✐♠❡s ✇❡ ❝❛♥ ♣r❡♣❛r❡ s♣❡❝✐✜❝ ❝❤❛r❣❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♦❢

❉❇ str✉❝t✉r❡s✳ ❈r✉❝✐❛❧❧②✱ t❤❡s❡ ❝❤❛r❣❡ st❛t❡s ♠❛② r❡♠❛✐♥ st❛❜❧❡ ❢♦r s❡❝♦♥❞s✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣

✉s t♦ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡♠✳ ❚❤✐s ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛ ❤♦st ♦❢ ✐♥t❡r❡st✐♥❣

❡①♣❡r✐♠❡♥ts t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡ ♠❛② r❡✈❡❛❧ ♠♦r❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♣❤②s✐❝s ♦❢ ❉❇

str✉❝t✉r❡s✳

❖✉r ❦❡② ♣r✐♦r✐t② ❢♦r t❤❡ ❢✉t✉r❡ ✐s t♦ ❛❞❞r❡ss t❤❡ ❡①❛❝t ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ t❤❡

❝❤❛r❣❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡✳ ❆t t❤✐s ♣♦✐♥t ✐t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t t❤❡ t✐♣ ❧✐❦❡❧② ♣❧❛②s ❛ r♦❧❡✱

❜✉t ❢✉rt❤❡r ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ✐s ♥❡❡❞❡❞✳ ❆❧s♦ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✱ ❜✉t st✐❧❧ ❧❛r❣❡❧② ✉♥❡①♣❧♦r❡❞✱

✐s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✐❢ t❤❡r❡ ❛r❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♦❢ ❞❛♥❣❧✐♥❣

❜♦♥❞ str✉❝t✉r❡s✳ ❚❤❡s❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❝♦✉❧❞ ❡①✐st ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✇❡ ♦❜✲

s❡r✈❡ ✐♥ t❤❡ ✇r✐t❡ ❛♥❞ r❡❛❞ ♣❤❛s❡s✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❜❡t✇❡❡♥ s❡q✉❡♥t✐❛❧ st❛t❡s ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ✐♥

❡①♣❡r✐♠❡♥ts r❡str✐❝t❡❞ t♦ t❤❡ r❡❛❞ r❡❣✐♠❡✱ ♦r ❛♠♦♥❣ s✉❜✉♥✐ts ♦❢ ❧❛r❣❡r ❉❇ str✉❝t✉r❡s✳

❚❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥t❡r❡st✱ ❛s ✐t s✉❣❣❡sts ❛ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ✐❞❡❛❧

r❡♣❡❛t✐♥❣ ✉♥✐t ♦❢ ❛ ❇❆❙✐▲ ❜✐♥❛r② ✇✐r❡ ✇✐t❤♦✉t ❤❛✈✐♥❣ t♦ ❜✉✐❧❞ ❛♥ ❡①t❡♥❞❡❞ str✉❝t✉r❡✳

❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✽ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t t❤❡ ❧✐♥❡s❝❛♥ ♠❛♣ t❡❝❤✲

♥✐q✉❡s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡rs ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧❧② r❡❧❡✈❛♥t

♣r♦❜❧❡♠s✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ t❤❡② ✇❡r❡ ✉s❡❞ t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❇❆❙✐▲
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❧♦❣✐❝ ❣❛t❡✳ ■t ✐s ❛♥t✐❝✐♣❛t❡❞ t❤❛t t❤❡s❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❤❡❧♣ ✐♥❢♦r♠ t❤❡

❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❢✉t✉r❡ ❇❆❙✐▲ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✾ ♣r❡s❡♥t s♦♠❡ ♦❢ ♦✉r ♦♥❣♦✐♥❣ ❡❢✲

❢♦rts t♦ ❢✉❧❧② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ❍✲❙✐ s✉r❢❛❝❡✳ ❖♣♣♦s✐♥❣ ♣r❡✈✐♦✉s st✉❞✐❡s ❬✶✷✻✱ ✶✷✼❪ ✇❡

s✉❣❣❡st t❤❡ st❡♣s s❡❡♥ ❛t ♥❡❣❛t✐✈❡ ❜✐❛s❡s ✐♥ I(V ) ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts t❛❦❡♥ ♦✈❡r ❆s ❞♦♥♦rs

❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ♥❡✉tr❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞♦♥♦rs✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ♦❢

t❤❡ t✐♣✬s ❋❡r♠✐ ❧❡✈❡❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❆s0/− ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❞♦♥♦r✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❝♦♥t✐♥✉❡❞

t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ❞❛r❦ ❞❡❢❡❝ts✱ ❛♥❞ s✉❣❣❡st t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ❧✐❦❡❧② ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ❝❤❛r❣❡❞✳ ■♥✲

t❡r❡st✐♥❣❧②✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t ❉❇s ♣❛tt❡r♥❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ♦✈❡r t❤❡s❡ ❞❛r❦ ❞❡❢❡❝ts ♦❝❝❛s✐♦♥❛❧❧②

❞✐s♣❧❛② ♥❡❣❛t✐✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ r❡s✐st❛♥❝❡ ❛t ♣♦s✐t✐✈❡ ❜✐❛s❡s✱ ❛♥❞ ✇❡✬✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ ♣r❡✲

❧✐♠✐♥❛r② ♠♦❞❡❧ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦✉r✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ❝❧❡❛r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢♦r ❢✉t✉r❡

t✐♠❡✲r❡s♦❧✈❡❞ ❙❚▼ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ❛♥② ❞②♥❛♠✐❝s t❤❛t ♠❛② ❡①✐st✳
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❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②

❬✶❪ ▲✉❝✐❛♥ ▲✐✈❛❞❛r✉✱ ❏❛s♦♥ P✐tt❡rs✱ ▼❛r❝♦ ❚❛✉❝❡r✱ ❛♥❞ ❘♦❜❡rt ❆✳ ❲♦❧❦♦✇✳ ❚❤❡♦r②

♦❢ ♥♦♥❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ s✐♥❣❧❡✲❡❧❡❝tr♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ ❙❚▼ ✐♠❛❣✐♥❣ ♦❢ ❞❛♥❣❧✐♥❣ ❜♦♥❞s

♦♥ ❛ ❤②❞r♦❣❡♥❛t❡❞ s✐❧✐❝♦♥ s✉r❢❛❝❡✳ P❤②s✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ❇✱ ✽✹✭✷✵✮✿✷✵✺✹✶✻✱ ✷✵✶✶✳

❬✷❪ ❚❛❧❡❛♥❛ ❍✉✛✱ ❍❛t❡♠ ▲❛❜✐❞✐✱ ▼♦❤❛♠♠❛❞ ❘❛s❤✐❞✐✱ ❘♦s❤❛♥ ❆❝❤❛❧✱ ▲✉❝✐❛♥ ▲✐✲

✈❛❞❛r✉✱ ❚❤♦♠❛s ❉✐❡♥❡❧✱ ❏❛s♦♥ P✐tt❡rs✱ ❛♥❞ ❘♦❜❡rt ❆✳ ❲♦❧❦♦✇✳ ❇✐♥❛r② ❆t♦♠✐❝

❙✐❧✐❝♦♥ ▲♦❣✐❝✳ ❛r❳✐✈✱ ✶✼✵✻✳✵✼✹✷✼✱ ✷✵✶✼✳

❬✸❪ ▼♦❤❛♠♠❛❞ ❘❛s❤✐❞✐✱ ❲②❛tt ❱✐♥❡✱ ❚❤♦♠❛s ❉✐❡♥❡❧✱ ▲✉❝✐❛♥ ▲✐✈❛❞❛r✉✱ ❚❛❧❡❛♥❛

❍✉✛✱ ❏❛❝♦❜ ❘❡t❛❧❧✐❝❦✱ ❑♦♥r❛❞ ❲❛❧✉s✱ ❛♥❞ ❘♦❜❡rt ❲♦❧❦♦✇✳ ■♥✐t✐❛t✐♥❣ ❛♥❞

♠♦♥✐t♦r✐♥❣ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ s✐♥❣❧❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ✇✐t❤✐♥ ❛t♦♠✲❞❡✜♥❡❞ str✉❝t✉r❡s✳

❛r❳✐✈✿✶✼✵✾✳✶✵✵✾✶✱ ✷✵✶✼✳
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