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2.725 1� $��� �� �	�� �� ������� ��� �	� 	 �������2��
�� ������ ���� ����
� Eγ � 2.5 �3 �	�
��	��� �� ���� 	 
	� ������ ��	������
� ���� ��� ����� �� ���� �� 	� �������� �� ����� ��	��
��� �.&/ �� ���������� �4� ���� �	�� �� ��� 56& ��	��� 7�� ��� �������� �� ���� ���������� 	�
8	���2�	��� �������� �� 	 
��� 	����'��	�����" �������� ��� ���� �� ��� �.&/ �	��	�����
��	�	�������� �� ��� ����
� E 	�� ������	���� 	�
�� θ ���� ������� �� ��� ��������� ���� �����
��� ������� ������ �� ��������� 4�����
 �� ��� ��	�� �������	��� �� �	� ������ ��	� ��� �� ���
������� 	�� ��	������
 	���
 ��� � ��������� ���� 	 �������� �v1 = (1�+)� ���������� ��� ����� ���
�	� 	 �������� �v2 = (− cos θ, sin θ) ��� ��� ��� ����� c = � = kB = 1"� %�� ���	���� �������� ��
��� ��� ������� �	� ���� �� ��� 56& ��	��" �� �v1 −�v2 = (1 + cos θ,− sin θ)� |�v1 − �v2| = 2 cos θ

2
�

�� ��� ��	�� ����� ��� ���	� �������� �� ��� ������� �	������� �	�� �	� ��� ����
� ω 
����
��

ω =
1

2

√
2EEγ (1 + cos θ) = cos

θ

2

√
EEγ. �-�-�,"

%�	� ����
� ���������� ��� ��	������
 ����� �������� ���������� ���� ������� �� ���� �	������	�
���� ���� ����� 	� ��� �	��

�ΓEθ = |�v1 − �v2| σ�ρ (E) �-�-�-"

�����

�ρ (E) =
E2

2π2

�E� cos θ

exp (βE)− 1
�-�-�#"

�� ��� ������� �� �.&/ ������� ���� ����
� E� 	�� σ �� ��� ��	������
 ����� �������� ����
�	���

���� ��� ����
��� 	�� ���������� �� ��� �.&/ ������� �� 
�� ��� ��	� ���� �	��� &������
����������� ��� �������2��
�� ������ ���� ��	��� �� 	���	
� ��� ����	���

λ = π2

[ˆ ∞

0

�E

ˆ 1

−1

� cos θ cos
θ

2

E2σ

exp (βE)− 1

]−1

. �-�-��"

4� ��� �������� ��� ��� ������	� ��� ��� ���2����
� ����� �������� �� �� ��� ��� ��	����	� ������
�-�,�,"� �� 
�� ��� ���	� ����� �������

σ (γγ → γγ) =
973α4ω6

10125πm8
, �-�-�*"

	�� ��� ��	� ���� �	��

λ = π2

[
973α4E3

γ

10125πm8

ˆ 1

−1

� cos θ cos7
θ

2

ˆ ∞

0

�E
E5

exp (βE)− 1

]−1

= π2

[
973α4E3

γ

10125πm8
· 4
9
· 8π6

63β6

]−1

=
820125m8β6

4448π3α4E3
γ

. �-�-��"

�



����� m = 0.511 ��� 	� 
�� λ � 7 · 1068 ��
���� � ���
���� 
��
 	���� 
��� ����
 ����
 1043


���� ���� 
��� 
� 
����� 
��� 
�� ��� �� 
�� ��������� �� �
��� 	����� 
�� ���� �� � ��
���

���������
 ������ �
 ������� ��� ��������

!�	����� �� 	� 
��� ���
��� 
�� ����� ���
��� ������
�� �� "#� $%� 	� 
�� ���� � � &$�#�$'

σ�� =
29α4

540πω2
, &$�$�('

	���� ����� � ���� ����
�� ���� ���� ��
��

λ�� = π2

[
29α4

540πEγ

ˆ 1

−1

� cos θ

cos θ
2

ˆ ∞

0

�E
E

exp (βE)− 1

]−1

= π2

[
29α4

540πEγ

· 4 · π2

6β2

]−1

=
810πβ2Eγ

29α4
, &$�$�)'

�� λ�� = 3 · 1011 ��
���� � �������
 
� ����
 #* ����
 ����
��� +�� ����������� 
�� ����
��
������ �� ,���
�� �� ����
 8 · 1011 ��
���� �� 
�� ���� ���� ��
� �� 
�� ������� ����
 	��� ��
���� ����
�� 
��� ���� 
�� ������ �� ,���
��-� ����
� �� �
��� 	���� �� ������� �� 
�� ����
 ��.�
������.� 
�� �����
 � � &$�#�$' �� �
 ���� 	�
� �/���������

0�� ��
��
��� 	�
� � � &$�#�$' �� ��
����. ���� 	����� 1���� 
�� ����� ���
��� �� ��
 ����������
�. 
�� ���� �� 
�� ����
���� 
���� 	���� �� ����
����� ����
��� ���
����
���� ���� �
��� �������
�������� 
��
 	���� ��2�� ���. �. 
�� �������� ����
��
� ��� 	���� ���
��� �������� 
�� ����
���� ��
�� 0��� ���� �� ����������� �. 
�� ������� ���� �� 
�� ���� ���
���� ���
�����
� 
��
3���� ���
4����55��� ���������� 
������ "*6%�

��� ������	
��	�
 �
 ��� �����
������
 �������	
�

�� 
��� ���
��� 	� ������
 � ������
��� �� 
�� ���
��4���
�� ���

����� ��
��/ ������
 �� 
	�
��������5�
��� �������7 ����������� ��� 8����4�������� 9� �������� 
�� ��/ ������� ���	�
�� +��� $�#� :/
����� ���
��� ����. �����
� k1, . . . , k4 	���� 	� 	��� �������� �� ���������
k1 + k2 + k3 + k4 = 0�

+����� $�#7 ���
��� ����
��� ���� �������� 
�� ����4���
�� ���������

0���� ��� ��/ 	�.� �� 	���� 
�� ���� �����
� ��� �� �������� ������ 
�� �����
�� ����
���
����� !�	����� �������� 
��
 ��2�� ���. �. 
�� �����
��� �� 
�� ����
��� ���� ���� ����
����

(



������� �� �� �� �	��
� �� ��
���� ����� �� ���
� ��������	��	
 �� ����� ������ ���
������	�
�� k1, k2, �	� k3� ��� ����� ��� �	 ��� 	�
��� �� �����	� ������	
 �� ��� �������	 �����
��� ���
��
� ������	
 �� ��� ��������	 �� ��� �������	 ����� ��	��� �	� ������ �������	
 �	 �
��	����	
 �
�������� ���� �� ��� ������
 ��� �� ����� ��� �!

"� ��� �	��
��� �� �#���	�� �����	� �� �� ���������� ���� �� ��
���� ��� ���
��
� �	 ��
� $�%�
&� ��
��� ������'�#��	� ��� �������	 �����
����� �	 ��� �#���	�� 
�
�	��� �� ���� ����
�����
����(� ��	�
�	���� ����
�� ��
��� (q/−m)−1 = (q/+m) / (q2 −m2) ����� q �� ��� ����

�
�	��
� )��� �#��	���	 ���� 	�� ���� �� �	� �������� �����
�	���� �	� ��

���� ����
��� �	��
�����	 ���� q� &� 	�� �#����	 ��� ���� �	��
�����	 �� ������
�� �	 ��� ��
�����*����	
����
���

����� ����	
��	�
 ����
��������	

+�� ���� q �� �����	� �	 ��� ��	�
�	����� �	�� �����
� q2� ���� �	 ��� 	�
������ �� ��	 �������
��� ������ �������� �� q ���� ����� ������� �� ������ �� q2 ��
�� �������� 	�� �	�����	
 q�

qμ1 . . . qμ2n → Γ
(
D
2

)
2nΓ
(
D
2
+ n
) (q2)n S (gμ1μ2 . . . gμ2n−1μ2n) . �$�,�%!

-��� D �� ��� �����'��
� ��
�	���	 �	� S (gμ1μ2 . . . gμ2n−1μ2n) �� � ��
 �� �������� �� n 
�����
��	���� g� ������� ��

����� �	 ��� �	����� μi. �� ��� (2n− 1)!! ���
�� ���
� ��� �	 q ��	���
���	 �	��
�����	�

��� ������ �� q2 �������	
 ���
 �$�,�%! ��	 �� ��	����� �
��	�� ��� ��	�
�	����� �	� ��� ����
�	��
�����	 ��	 �� ��
������ ���	


ˆ
dDq

(2π)D
1

(q2 −m2 + i0)a
=

(−1)a i

(4π)D/2
mD−2aΓ

(
a− D

2

)
Γ (a)

. �$�,�$!

/��� �� ��� ����� ���
��
� ��	���	� ���
� ���� ��� �#��	�	� a = 2� �����	
 �� � �����
�	��
Γ
(
2− D

2

) ∼ 1/ (D − 4)� ��� �����
�	��� ��	��� ���	 �� ��� ��� ����� ��	��������	�� 0��
�	�������� ���
��
� ��	���	�	
 ��	
��������� 1/ (D − 4) ���� ���� D'����	��	� �������� �����	

���
 ��� �����
�	
 �	 �1� �$�,�%!� ��� �������	
 2	��� ��	��������	� �� ��� ��	��� �
�	

���
�������

-�� �� ����� ��
��	�	
 ���
� ����	� �	 m3 &� ��
�
��� ���� ���� ����� ���
 ��� a = 2
������� ��������� ���� ����� ��4� m0 ���� ������� ��
�	���	 �� ��� γγ → γγ �
�������!� ����� ���
����� ���
� ���� ����� ���� ���� ������ �����	
 ���
 ��	���
�	� �	��
���� ��4� m2

´
d4q/ (q2 −m2)

3
�

��� ����	���� ���	� �� ���� ��� ��
 �� ��� m0 ���
�� �	�����	
 ��� ��
	�	�� �� ��	
����������
���� �� �� *���� ��� ����� ������ ��� ��� �
������� ���	� ��� �� �� ���������� �� ���� ������
�� 1/m�

����� ���
����

��
 ����
��������	

"	����� ��� �� ������	
 ��� ���� ����������	 �� �� ���� �	 ���� ��
�	���	� ��� ��� �	�����
�
�������� ���� ��� �������	 �������� �� � ���� ����� �������� �� 
��� M � �	� ���� �	 ��������
��
	 ���	 ��� �������	 ����� ��� ����������	 �������� ���� ��
������ �� ��� ���� �� ��
�	���	��
��
�����*����	� ���� ��� ���	
��� �	 �����
�	
 ���� ��� ���� 
�
�	��
 ��������	� �$�,�%! ��

������� Γ(D+2n−1)
Γ(D)

�� ��� ����� �� D = 4� (2n+ 2)!/6� ��� ���
��� ��� ��� ���� �	��
�����	 �$�,�$!
�� ���� �������� �� ��� D = 4 ������ �#���� �	 ��� �����
�	� ���� a = 2� �	 ��� ��
�	���	��

5



����������	�
�� 	
�� ��������	 ��	����� ����� mD−4Γ
(
2− D

2

)→ 2
4−D

− lnm2� �� 	
� �������������
����
��
 
�� ���� � �
�������	 �
�����	�
�

ˆ
d4q

(2π)4

[
1

(q2 −m2 + i0)2
− 1

(q2 −M2 + i0)2

]
=

i

16π2
ln

M2

m2
. �������

�
�� 	
� 	
��� �������� ��� ������ 	
�� �
����	
� �������� ��	 �
 	
��� ��� �
 ���	� ������	�

! 	
� ���������	���� ���	���� 	
� m0 	���� !�
� 	
� �
�������	 �������� ��� �������� �" 	
�
M0 	���� !�
� 	
� ������������� ���	���	�
�� #���� 	
�" ��� ����������	 
! 	
� ����	�
� �����
	
�" ��� 	
� ���� �� 	
� �����	����  �	
 	
� ����	�
� ���  �	
 	
� ���" 
���" ���	����� ���
������ �� 	
� ��$�������

�� �
	
 ����������	�
� ��
����� 	
� 
��" ��������� �����	 �� ���������� �" 	
� ����	�
� �����

����� ������	
� ����� 
��� �������	�� �����
�	�
�	��

�� 
��� %��	 ���� 	
�	 	
� ����������	�
� �� ������� �� �
���	��� 	
� �

	
���

	
� ���		�����
�����	���� ���� 	

��
 	
� ���� �����	 �
�� �
	 �
�	��� ������������ �� �
  ��	 	
 ������	
�
�� ��
���" 	
� ���	 
! 	
� �����	��� 	
�	 �
�� �
	 �
�	��� �&	����� �

	
� �
���	�� ���
	
�� ������ ��'� 	
� ���
	
 �
 �� 
! 	
� ����	�
� �����

Mm0 ∼
ˆ

dDq

(q2 −m2 + i0)4

[
m4Sμνρσ

1 + 2m2
(
2Sμνρσ

2 − q2Sμνρσ
1

)
+24qμqνqρqσ +

(
q2
)2

Sμνρσ
1 − 4q2Sμνρσ

2

]
ε1με2νε3ρε4σ, �����(�

 �	


Sμνρσ
1 = gμνgρσ + gμρgνσ + gμσgρν ,

Sμνρσ
2 = gμνqρqσ + ��� 
	
�� 	�����

 
��� 	
� 	���� �
	 �

 � �� S2 
��� 	
� 
	
�� ��� ���	����	�
�� 
! ������� �
 	
�	 �
	
 S1

��� S2 ��� 	
	���" �"���	��� �� μ, ν, ρ, σ� )
� ���
�� ���� �� �����(� �
�	���� !
�� �
 ��� 
!
	
� �

� �
���	�� q ��� 	
�� ��������	� ��������	 ��	������� ��	

�	 ����������	�
�� 	
���
��������	 ��	������ �����" �
 �
	 
��� � �������� �!  � ����" 	
� ��������� ��
������ �����*�
	
 	
��� 	�����  � ���

〈Sμνρσ
2 〉 =

2q2

D
Sμνρσ
1 ,

〈qμqνqρqσ〉 =
(q2)

2

D (D + 2)
Sμνρσ
1 , �����+�

�
 	
�	 �! D = 4� 	
� ���
�� ���� 
! �����(� �����
��� �� �
�� 	
� 	��� ∼ m2 �� �	� ���	 �����
)
��� �! 	
� ����������	�
� �� ������	��� 
�� �� ��!	  �	
 
��" 	
� ���	 	��� m4S1  
��
� �!	��
	
� q ��	����	�
�� ����� � �����	 ����������	 
! 	
� ����	�
� ����� ������� ��'� m0�

iMm0 = −4

3
α2Sμνρσ

1 ε1με2νε3ρε4σ �����,�

= −4

3
α2 (ε1 · ε2 ε3 · ε4 + ε1 · ε3 ε2 · ε4 + ε1 · ε4 ε2 · ε3) , �����-�

.



����� εi ��� ��� ��	��
���
�� 
������ �� ��� ���� �������� ��
� ���������� �� ��� ���	
����
��	� �� ��� ��	��
���
�� 
������ ���� ��� �� ��� ������ �������� ����� ���� ��� 
������
����	
�� �� ��� ������� 
�
�	
�� ��	� ���
� 
����� ������
�	 ���� 
������ �����

� �������� 
�
�������
���	 �� (A2)2�� ��� ��� 
�� ���

��

��� �� 
� ��� ����
�	� �� ��������� ���� � ����	
��

� � ����� 
�
��
��� ����

��
� 

�	��
�� �� ����� 
�
��
���� ��� �	�� �������� �������� ����� ��� � ���	�� 
� ��� �� ���
� �����	 ������ 	
��� 
� �
�� !�" ��� ����������� ��� ����	�
�� ���#	��� �
����� ��������� ��
�������� ∼ A2� ���� �


�� ��� ������ � �����

�� ����� �� ��� ��� ��� ����� ����
�� 
� �$� �!�"�!� ��		��� ���� ��� ���	
���� �!�%�&�� ��
��'�� ��� �����
���� ��	��
���
�� 
������ ��� ���� ������� �ε1,2i � �
�� �ε1 �������
��	�� �� ���
�������
�� �	��� ��� �ε2 	�
�� 
� ���� �	���� (� �� ��� 
��	��� ���� ��� 	���
���
��	 ������
��	��
���
���� ������� 
� ��� ������ ������� ����

�� �
�� ������ ���� ��� ���
���� ���
����� ����
��) ����
��� ��� ���	 ���� 
� ����	� �� � �	�
� ��� ��� ����	� �!�"�!� 
� ��	���� ��
��� �����#
�
��
���� 

�	��
�� ���	
���� �!�%�&�� ��� ��� �$� �!�%�&� �� �

� � ���#���� ����	��
���� ��	��
���
�� ���� �� ����������� �� �
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M1111 ∼ 1 + 1 + 1,

M2222 ∼ 1 + cos2 θ + cos2 θ,

M1122 ∼ 1 + 0 + 0,

M1212 ∼ 0 + cos θ + 0,

M1221 ∼ 0 + 0 + cos θ,
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����� ����� �
�� � ��
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� �$����� �

�� 32+(1 + 2 cos2 θ)

2
+2+4 cos2 θ = 4 (3 + 2 cos2 θ + cos4 θ)� ��� ����	��

��������� �� ��� �
��������� ����	� $����� 
� �!�"�!�� �� ����� � ��� �
�� ��� ��	��
���
��� �� ���
'��	 ����� ������� ��� �� �
����� �
�� ��� ��	��
���
��� �� ��� 
�
�
�	 ����� �������� 	���� ��
��� ����� ����
�� �

�� 
� �$� �!�"�!��

(��� ���� ����� 
� ��� ���
� ���������+ ��� �����	�� �!�%�,� ������ �� ���	
�� �� ���
�

������ 
������	� 
� ��� ������ 	
�� �� �!�%�-� 
� D = 4� �
����� ����	��
���
��� �� �� ���� 
�
D �
����
���� ��� ����� �� ����� �� �� ���� 
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Iμν (D) =

ˆ
dDq

q2gμν − 4qμqν

(q2 −m2 + i0)3
. �!�%�1�
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������� �� ��� ���
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�ε± =
1√
2

(
�ε1 ± i�ε2

)
, '��(�)*
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���� ���
���
���� ��
���� �������� ���� ����� 
�� ���� �������� �����
�
���
���
���� ��
���� ��� �� �� ��+����� �� �������� &��� ��� �� ����� ++ 
�� +−� �� ��� �����
����������� ��
������� 
���������� M++++� M+++−� 
�� M++−−� �� �������� $����
����
�� ����� �� ,
������
�  
��
���� s = (k1 + k2)

2 = 4E2 
�� t = (k1 + k3)
2 = −2E2 (1− cos θ)


�� #��

iM++++ =
2α2 (s2 + st+ t2)

15m4
=

8α2ω4 (3 + cos2 θ)

15m4
,

iM+++− = −α2st (s+ t)

315m6
= −16α2 sin2 θω6

315m6
,

iM++−− = −11α2s2

45m4
= −176α2ω4

45m4
. '��(�-.*

�� ���� ��
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�������� M+++−  
������ 
� ��� ��
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����� iM+−+− = −11α2t2

45m4 
�� iM+−−+ = −11α2(s+t)2

45m4
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dσ (γγ → γγ)

dΩ
=

1

256π2ω2
· |M++++|2 + |M++−−|2 + |M+−+−|2 + |M+−−+|2

2
� �!�""�

=
139α4ω6

(180π)2 m8

(
3 + cos2 θ

)2
, � �!�" �
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σ (γγ → γγ) =
973α4ω6

10125πm8
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1

Am1
1 Am2

2

=

ˆ 1

0

dx xm1−1 (1− x)m2−1 Γ (m1 +m2)

Γ (m1) Γ (m2)

1

(xA1 + (1− x)A2)
m1+m2

����� !
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��� λ = 1−x
x
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1

Am1
1 Am2

2

=

ˆ ∞

0

Γ (m1 +m2)

Γ (m1) Γ (m2)

λm2−1

(A1 + λA2)
m1+m2

dλ ������!
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iΠμν
2 (q) = − (ie)2

ˆ
dDk

(2π)D
Tr

[
γμ i (/k +m)

k2 −m2
γν

i
(
/k + /q +m

)
(k + q)2 −m2

]
, ����� !
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1

k2 −m2
=

1

k2

[
1 +

m2

k2
+ . . .

]
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 (



1

(k + q)2 −m2
=

1

(k + q)2

[
1 +

m2

(k + q)2
− . . .

]

Πμν
2a (q) = Πa

(
q2
)(

gμν − qμqν
q2

)
,

m

Πa
(
q2
)
=

α

4π

(
−4

3

q2

ε
− 20

9
q2 +

8

3
ln q q2 − 8m2 +

8m4

q2ε
+

8m4

q2
− 16 ln q

m4

q2

)

k ∼ m � q
k m 1

k2−m2

1

(k + q)2 −m2
=

1

q2

[
1− k2 + 2k · q −m2

q2
+ . . .

]

Πμν
2b (q) = Πb

(
q2
)(

gμν − qμqν
q2

)
,

m

Πb
(
q2
)
=

α

4π

(
−4

m4

q2ε
− 6

m4

q2
+ 8 lnm

m4

q2

)

2

Πμν
2 (q) =

(
Πa
(
q2
)
+ 2Πb

(
q2
))(

gμν − qμqν
q2

)

=
α

4π

[
−4

3

q2

ε
− 4m4

q2
− 20

9
q2 − 8m2 − 8

m4

q2
ln

q2

m2
+

8

3
lnmq2

](
gμν − qμqν

q2

)

= Π2
(
q2
)(

gμν − qμqν
q2

)
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������� ����������

����� �����	
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�� ����� �� �������
��� ��� ���
������ �� ���
��� ��� Π2 (q
2) �� ��� ��

����� �������
����

�����		��� ����

Π2R

(
q2
)
= Π2

(
q2
)− Π2 (0)− q2

(
∂Π2

2 (q
2)

∂q2

)
q2=0

 !�!�"#$

�� ����� �� %�� ��� ��� �����		���	 ��� Π2
2 (0) ��� q2

(
∂Π2

2(q2)
∂q2

)
q2=0

� �� ��� 	���� ���� ���

������
 �������
  !�!�"$ �� Π2 (q
2)� ���� ��� ��� �� � &��
�� �����	��� �� q2� &�� %�	� ���

	����� ����	 ��� '�	� Π2 (0) ��� q2
(

∂Π2
2(q2)
∂q2

)
q2=0

� &��	 ��� �� �����
�� �� ����� � &��
��

�����	��� �� ��� �����������

1

(k + q)2 −m2
=

1

k2 −m2

[
1− 2k · q + q2

k2 −m2
+ . . .

]
,  !�!�""$

����� �����	����	 �� � ��

����� ����
���

&�� ���
����� �������� ����� ���	 �����	��� �	

Π2 μν

(
q2
) � α

4π

(
−4

3

q2

ε
+

8

3
lnmq2

)(
gμν − qμqν

q2

)
 !�!�"($

)���� Π2 (0) = 0� ��� q2
(

∂Π2
2(q2)
∂q2

)
q2=0

= q2α
3πε

�

����� �������

*�������� ��  !�!�+$ ���  !�!�"#$� �� ������ ��� �������
���� ���
�����

Π2R

(
q2
)
=

α

4π

(
−4m4

q2
− 20

9
q2 − 8m2 − 8

m4

q2
ln

q2

m2
+

8

3
ln

q

m
q2
)

� α

3π

(
ln

q2

m2
q2 − 5

3
q2
)

 !�!�"!$
&��������� �� ��
� � %���� ���� �� ��� ���
����� ��� ��� ������ 	�
�,������

Π2 μν (q) = Π2R (q2)
(
gμν − qμqν

q2

)
� α

3π

(
ln q2

m2 q
2 − 5

3
q2
)(

gμν − qμqν
q2

)
��������
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� ��
��� �	�� ��� 
����� �
�� ���� ����� �����
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��� �	� �	���� ����
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���� ��� ��� �� ����� �	� �����
� �����������

�����
��� 
� iΠμν (q2)� �	
�	 ����������� �� 
 �

��
�

�	� Π2 μν (q
2) �� �
������� ����
����� 
� �	� �������� ������������ �����
���
�� �� �	� Πμν (q

2)�
�
�
�
� �� �	
� 	
����� 
� �	� �������� ����� �	� ������ ��������� �� �	� Πμν 	
� �	� ����

Πμν

(
q2
)
= Π

(
q2
)(

gμν − qμqν
q2

)
� � ��!"

�	� �#
�� �	���� ������
�� �����
�� �
� �� ��
���� 
� 
 ���
�� �� Π(q2) 
� �	��� �� �	�
������
�� ��
�	

�	� �
�	� 	
�� �
�� �� �	� 
���� ��
�	 �
� �� �#������� 
� �	� ������
�� �
�

−igμν
q2

$
−igμρ
q2

(
gρσ − qρqσ

q2

)
iΠ
(
q2
) −igσν

q2
+ · · ·

=
−igμν
q2

$
−igμρ
q2

Δρ
ν

Π(q2)

q2
+

−igμρ
q2

Δρ
σΔ

σ
ν

(
Π(q2)

q2

)2

, � � ��%"

�	���

Δρ
ν ≡ gρν −

qρqν
q2

� � ��&"

�
��� Δρ
σΔ

σ
ν = Δρ

ν � �� �
� ��
�� � � ��%" 
��� 
 ���� ����
�� ����

−igμν
q2

+ −igμρ
q2

(
gρν − qρqν

q2

)[
Π(q2)
q2

+

(
Π(q2)
q2

)2

+ · · ·
]

= −i

q2
(
1−Π(q2)

q2

)
(
gμν − qμqν

q2

)
+ −i

q2

(
qμqν
q2

)
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� ��������� �� 
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# ��������
'�����
�� �� �	� (
�� 
����
��� �	� ����
�
�� �� �	� ����
�
��� ���� 
�� ��
��� 
���� �	� �
��
������� 
�� �	� ����� �������
��
� �� qμ 
�� qν � )����� 
� �	� ������
�
�� �� �	� ���
��
#
�������� �� �
� 
�������� 
� 
�����

��� �#�����
�� �� �	� �#
�� �	���� ������
�� �����
��

−igμν
q2(1−Π(q2))

����������
�� �� �	� ������
�� �

��
�

��� ��� �� ��� 	�� �	� ��� ��������� �����
�� α 
� *+, 
� 
������ �� �	� �
���� ���
�
-
�
����
������� �	
� �� ���� �
.� �	� ��
�
�� ����� 
� α �� �
.
�� Π(q2) � Π2 (q

2)� �	�� �	� 
���
����
�� �	� ������� 
� �������
��
� ��

−igμν
q2

e20(
1− Π(q2)

q2

) , � � ��/"

�&
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���� 
�
��� 	�
���� ���� 	
� �� ����������� 
� ��� ���	� �� ����
	��� ���
������
� ��� ����	���� 	����
�� ���� 
� ���	���� α�� (q

2) 
� 
 ���	���� �� q2

α0 → α��

(
q2
)
=

e20/4π

1− Π2
R(q2)

q2

=
α

1− 1
q2

(
Π2 (q2)− Π2 (0)− q2

(
∂Π2(q2)

∂q2

)
q2=0

)

=
α

1− 1
q2

α
3π

(
ln q2

m2 q2 − 5
3
q2
) =

α

1− α
3π

(
ln q2

m2 − 5
3

) , ��������

����� �� �
�� ���� ��� ���������� ��� Π2
R (q2) �� ��� �
��� q �� �� ������!�

����� �����	
� ��� 
�������� ���
����

"���������� ��� ��	��� ����� #$% 
�� #"% 	����	����� �� ��� ��� ����	���� 	����
�� α& ��
��	���� ����� 	� ����� ���� ��� ��������� �
���	���

'
 � (
�� )(�*+ "�
��� Q "���� �
	��� Nc

e ,�-�� −1 �
μ �,. −1 �
τ �//, −1 �
u �,, +2

3
�

d �,, −1
3

�
s !�, −1

3
�

c �--, +2
3

�
b !/,, −1

3
�

�
��� ���0 1�� ���� 	����������� �� ��� ������ ����2�����3

����� ���  
���� �� ��� 4�
�5� 
�� ��� ���	����  
���� ).�+� 6 	�  �� �
���
���3 �����3
�	
�� �� ��� ����  
�� �� Z0 �����& ���	� �� 91GeV� 7� ����� �� 	
�	��
�� 
� α�� �
��� 
� 
�
��
 ���& �� �
5� q2 �4�
�� �� 91GeV& 
�� �� 
�� ����� 	������������� 6		������ �� ��������&
�� ���
�� ��� ���	���� ��� ����	���� 	����
��

α�� (q
2) = α

1− α
3π

∑
f
NcfQ

2
f ln q2

m2
f

≈ α

(
1 + α

3π

∑
f

NcfQ
2
f ln

q2

m2
f

)
�����8,�
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���� �� ���� 
�� 5���� �� �
���	��� ������ �� ��� �
���� 
����� ��� �
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Q2

f 	� �� ��� ��� �
	� ��
� ��� ���� 	����	���� ��� 
 	���
�� �
���	�� �� ����������
� �� Q2
f &
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��� �����3 �� ��� ������ �� �� 91GeV& ���� ��� α�� 
� ���� �����3 ��

α�� (91GeV) =
1

128.9
�����8��
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�� �	��	 �� ���� ��	 �	������ �
����	� �� ���� �� �������
�� ���� ��� ������ �� ��� ��� ��	��
�	�������	� �	� 
����
���� ����� ������ �	� ������� �� m� �� ��	���	 ������ ���� ��� ����
�� ��� 
����
�� ��	�
��� 
� ���� ��	��	 ���� ��� ���� �� ��� ���� ��	�
��� M 
 m� ��� ���
��� ��� ��
�� ��	�
���� �	� ��������� ��
�� ����� �� ��!� p21 = 0 ��� p22 = 0� k 
� ��� ����
��������� �������	��� ��� 
����	��� �� ��
� �
��	�� ��� "� �	
���� ��

D0 ≡ 1

(k2 −m2 + i0)
[
(k + p2)

2 −m2 + i0
] [

(k − p1)
2 −m2 + i0

] #$�
�%&

����	�
�� �� ��	 ������� �
��	��� ��� ���� ���� 
� ��
�� ��� ������� ��	����	
'��
��
#$�(�%&� �� ���"
�� ��� ���� ��� �����	� �� ��� �����
����	

1[
(k + p2)

2 −m2 + i0
] [

(k − p1)
2 −m2 + i0

]
=

ˆ 1

0

dx
1(

x
[
(k + p2)

2 −m2 + i0
]
+ (1− x)

[
(k − p1)

2 −m2 + i0
])2

=

ˆ 1

0

dx
1

(k2 + 2xk · (p2 + p1)− 2k · p1 −m2 + i0)2

���� ��� ����� ���	���
�� ��� "� ��	���	 ��	
!�� �
�� ��� �
� �� ������	 ��	� �� �������
��	�����	� #$�(�(&

D0 =
1

(k2 −m2 + i0)
[
(k + p2)

2 −m2 + i0
] [
(k − p1)

2 −m2 + i0
]

=

ˆ 1

0

dx
1

(k2 −m2 + i0) (k2 + 2xk · (p2 + p1)− 2k · p1 −m2 + i0)2

=
1

B (2, 1)

ˆ 1

0

dx

ˆ 1

0

dy
y

{y [k2 + 2xk · (p2 + p1)− 2k · p1 −m2 + i0] + (1− y) (k2 −m2 + i0)}3

=
1

B (2, 1)

ˆ 1

0

dx

ˆ 1

0

dy
y

(K2 − U2 + i0)3
,

���	� �� ��!� 
��	������ � �	��� �� ��� !�	
�"���

K = k +Q; #$�
�(&

Q = xy (p2 + p1)− yp1; #$�
�$&

U2 = Q2 +m2 = m2 − x (1− x) y2M2. #$�
�
&

%)
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�

I ≡
ˆ

dDk

(2π)D
D0

=
1

B (2, 1)

ˆ
dDk

(2π)D

ˆ 1

0

dx

ˆ 1

0

dy
y

(K2 − U2 + i0)3
�������

= −i
1

B (2, 1)

ˆ
dDk

(2π)D

ˆ 1

0

dx

ˆ 1

0

dy
y

(K2 + U2 − i0)3

= −i
1

B (2, 1)

ˆ 1

0

dx

ˆ 1

0

dy y
1

(4π)D/2

Γ
(
3− D

2

)
Γ (3)

(
1

U2 − i0

)3−D
2

�������

= −i
Γ (1 + ε)

(4π)D/2

ˆ 1

0

dx

ˆ 1

0

dy
y

(m2 − x (1− x) y2M2)1+ε �������

=
−i

(4π)2 m2

ˆ 1

0

dx

ˆ 1

0

dy
y

1− x (1− x) y2M
2

m2 − i0
�������

���
 ��� ��
��

���� �
�� � ����� ������ i0 �� ��� 

��	��
� ��
 �� ��
���
 

�� � ��

�
���
���� ���� � 
��	

��� ���� �� ������

	

1

1− x (1− x) y2M
2

m2 − i0
= PV

1

1− x (1− x) y2M
2

m2

+ iπδ

(
1− x (1− x) y2

M2

m2

)
����� �

����� ��� �	
��
�
� �
���

!� "��� ��
�
��� ��� ���� ���� �� ��� ��������
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 ����� �� �
���
�� ��� ��������
�
� �� ���


������� � 
�� ��� �� ���������� �� ����

	 a = M2

m2 � �
� β = 4m2

M2 = 4
a
� %

�� �� ��� �����

	

M2 
 m2� �� &
�� ���� β ≤ 1 ⇐⇒ a ≥ 4� ���
 ��� 

��	��� �
�� x �
� y ��
 �� ��
���
 

��

´ 1
0
dx
´ 1

0
dy y

1−x(1−x)y2 M2

m2

= 1
2

´ 1

0
dx
´ 1

0
dy2 1

1−ax(1−x)y2

%���

	 z = y2 �� ��� ��
�� ��� 

��	��� ��
´ 1

0
dy2 ��

ˆ 1

0

dy2
1

1− ax (1− x) y2
=

1

ax (x− 1)
ln |ax (1− x) z − 1|1z=0 ,

'�� ��� ��� ��
��

���� �(��� �� )���� �
� ���#� ��� ��������
�

	 �(���
�


ax (1− x)− 1 = 0 �����*+�

��� �����
�
� ��������
�

	 �� ��� ����� ���⎧⎨
⎩ x+ =

1+
√

1− 4
a

2

x− =
1−
√

1− 4
a

2
,

��� 

��	���
�
 

���#�� 
� �
#
��� �� ����� #����� 

�� ����� ��	
�
�� (0, x1)� (x1, x2)� �
�
(x2, 1)� ,
���� 
��
�� 
� x ∈ (0, x1) �� x ∈ (x2, 1)� ���
 ax (1− x) < 1� -�
��� ax (1− x) z − 1

� ������ 
�	��
#�� �
� ����� 
� 
� �����
��
�
 �
 ��� 

��	��� 

���#�� �� dy� ��� 

��	��� ��

�� ����

�� ���
�� ��

´ 1

0
dy2 1

1−ax(1−x)y2
= 1

ax(x−1)
ln [1− ax (1− x)] �����**�

.+
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��� ax (1− x) ≥ 1� �
 �
 ��

���� 
��
 0 < 1
ax(1−x)

≤ z < 1� ���
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��
 
���� �
 � ���� �	 
�� ��
����� ��
� dz = dy2. �� ����� 
� �������
� � ���
� �����
	��� 
��
 ��
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������ � 
���� ����� ������
�� ε 
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 ������
�� ���� �� ��������� �� 
�� 
����
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�� ���
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�� 
�� ������
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� ��
��
 ���� �� ��
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ˆ 1

0

dy2

1− ax (1− x) y2
= lim

ε→0

(ˆ l−ε

0

+

ˆ 1

l+ε

)
dy2

1− ax (1− x) y2

= lim
ε→0

(
1

ax (x− 1)
ln [1− ax (1− x) z]

∣∣∣∣l−ε
z=0 +

1

ax (x− 1)
ln [ax (1− x) z − 1]

∣∣∣∣
1

z=l+ε

)

=
1

ax (x− 1)
ln [ax (1− x) ε] +

1

ax (x− 1)
ln

[
ax (1− x)− 1

ax (1− x) ε

]

=
1

ax (x− 1)
ln [ax (1− x)− 1] � ������ !

����� l = 1
ax(1−x)

�
 
�� ���� �	 
�� ��
����� ��
� dy2� �� 
�� ���� 
�� ������ ��
����� �
 �������
��
�� � 
����
��� ���� ��� 
���� "���


ˆ 1

0

dx

ˆ 1

0

dy
y

1− x (1− x) y2M
2

m2

=
1

2

ˆ 1

0

dx

ˆ 1

0

dy2
1

1− ax (1− x) y2

=
1

2

{(ˆ x1

0

dx+

ˆ 1

x2

dx

)
1

ax (x− 1)
ln [1− ax (1− x)] +

ˆ x2

x1

1

ax (x− 1)
ln [ax (1− x)− 1]

}
�������!
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IR =
−1

(4π)2 m2

−β

2

(
1

4
ln2

[
1−√

1− β

1 +
√
1− β

])
+

7β

48
π2 +

β

16
ln2

[
4

β

(
1−√

1− β

2

)2
]

− β

16
ln2

[
1 +

√
1− β

2

]
− β

16
ln2

[
4

β

1 +
√
1− β

2

]

− β

8

(
Li2

[
1 +

√
1− β

2

]
+ Li2

[
β

2
(
1 +

√
1− β

)
])

=
−1

(4π)2 m2

(
π2β

8
− ln2 4

8
β +

ln 4

8
β2 − β3

32
+

3

64
ln 4β3

+
ln 4

4
β ln β − 1

8
ln ββ2 − 3

64
ln ββ3 − 1

8
β ln2 β + · · ·

)

=
−1

(4π2)M2

[
π2

2
− 1

8

(
2 ln

4

β
− β

)2

+
3

16
β2 ln

4

β
+ · · ·

]

=
−1

2 (4π2)M2

[
π2 − ln2 m2

M2
− 4

m2

M2
ln

m2

M2
− 4

(
m2

M2

)2

+ · · ·
]
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����� ��� iπδ
(
1− x (1− x) y2M

2

m2

)
�	
���
�

�������� �	
 ��

 ����
���
� �	
 ���
���� ���	 �	
 �
��� �������� ��� �
 �����
�

1

(4π)2 m2
iπ

ˆ 1

0

dx

ˆ 1

0

dyδ

(
1− x (1− x) y2

M2

m2

)
y

=
1

(4π)2 m2

iπ

2

ˆ 1

0

dx

ˆ 1

0

dzδ (1− x (1− x) az)

=
iπ

2

1

(4π)2 m2

ˆ 1

0

dx

ˆ 1

0

dz
δ (z − z0)

x (1− x) a
, ��������

�	
�
 z0 =
1

x(1−x)a
� ��� 0 < z0 < 1 ���� �� x ∈ (x1, x2)� �� �	
 ���
���� ����� ��� �� �


−1

(4π)2 m2

iπ

2

ˆ 1

0

dx

ˆ 1

0

dz
δ (z − z0)

x (1− x) a
=

iπ

2

ˆ x2

x1

dx
1

x (1− x) a

=
−1

(4π)2 m2

iπ

a
ln

x2

x1

=
iπβ

4
ln

1 +
√
1− β

1−√
1− β

=
−i

(4π)2 m2

(
βπ

4
ln 4− βπ

4
ln β − β2π

8
− 3β3π

64
+ · · ·

)

=
−i

4π2M2

(
π

4
ln

4

β
− βπ

8
− 3πβ2

64
+ · · ·

)

=
i

(4π)2 M2

(
π ln

m2

M2
+

2πm2

M2
+

3πm4

M4
+ · · ·

)
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�

+	
   ���$��
 ��������� �������� ���� $��� �� ������
�� +	
 ,��� $��� �� �	

 �� �	
 	��	%�
&
�
�������
 ������
� ���	 �� ffxd0� +	
� �	
�
 ��
 ������
� ��
������ �
����
� ��� ��� �����������
���	 �� ffdot4� +	
�
 ��
 ���� �	
 �
�
�
����� ������
�� �	��	 ��
 �	
 ������
� ��� ���������
��
��������� �� ���������	
�� +	
 �	��� $��� �� ������
� ��
 ����
� ���%�
&
� ������
�� ���

-�
��
 �	
 �������	
�� ���������	
� ���������� +	
 ���� $��� �� ������
� ��
 ����
� �������
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�� ��� �������
� �	
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+	
�
 ��
 ��� ���
� �� ��������� �� �	
 
&�������� �� �	
 ������ ����� /�
 ��� �
����
� ��� �	

��������� �	
�
 ��� �	
 ����

�
�� ��
 �
��� �	
 ��	
� ��� �
����
� ��� �	
 �
������
 ���	 ��
 ��

��
 ��
��
- ����

�
��� +	
 ��
%����� �������� ca0 = A0 (m

2) = 1
iπ2

´
dnQ/ (Q2 −m2) �� �

���&��� �������� ���	 ���� ��
 ����

��� 0�$
���
� �	
 ���%����� �������� cb0 = B0 (m
2
a,m

2
b , k

2)
�� � �������� ���	 �	�

 &������
�� '� ��� ����������� �� �	
 ������ ����� �	�� �
 ��
 ���
�
��
�
�� �� �	
 �	�

 ����� �������� cc0 = C0 (m

2
1,m

2
2,m

2
3, p

2
1, p

2
2, p

2
3) .
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 ����� xpi �	���� ������� �	
 ���
���� 
���
� �1���
� �� ��������� �2�� ��� �	
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�

��� �1���
� �� �2�� +	
 
�

���
 xpi(4) = p21 �� �	
 ��
 �
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� xpi(1) = m21 ���
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xpi(2) = m22 � ��� �� �� ���	
��		�� �
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� �
����� �� �
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������ ����� ���� ��� ����
���� �� ���� �� ���	��
�� ��� ��
���
���� �� 	������ ������ �� ���� �������� �� ��
�� ���� �� 	�
	��
�� ��� ����� ���
���� �� ���
�	����
��	 ���
 �������� �� ���� �������� 
���� ��
��������

����� ��� ��	
 	���
�

�
	 
	���	� ���� �� �� ��� �
� ��� 	������� 	������ �� ��� 
	������ ��� 
� ���	� ���� ��� ��	�
	������ ���	� ��� 
	�
�����	 ������
� �	� �
�� ��	��	 ���� ��� ���� m� ����� ����� 
� �� ��
���  ����	 ��
������ ���� m�  �� ������� ��	� ��		��
���� �� ��� ��������� !������ ����	��

"� �	��	 �� ���� �
	 ���
��	����� ��	� ��	�������	��	�� �� ���� ���� 
	����� ��� ����
������� ��
��� ������� ��	� �� ���� 	����� �	�� ��� ���  �� ��	� ����	�� ����
������� ��	 ����	 ��	��
��� �� ������ �������� �� ��������� �
	 ��	������� �� ������� ��	��� "� ��� ��	� 	������ ��
��
��� ��� ��	�� �����	� �� ��� ����������	 ��
�	����� �� ����
���� � �
�� ��
������

1

k2 −m2 + i0
=

1

k2 + i0

[
1 +

m2

k2 + i0
+ · · ·

]
1

(k − p1)
2 −m2 + i0

=
1

(k − p1)
2 + i0

[
1 +

m2

(k − q)2 + i0
+ · · ·

]
1

(k + p2)
2 −m2 + i0

=
1

(k + p2)
2 + i0

[
1 +

m2

(k + p2)
2 + i0

+ · · ·
]
,

 �� ������� ��	� �� ��� �����	��� �� �� ��� ��������� ��	� #�������	��� p21 = p22$%&

Dh =
1

[k2 − 2p1 · k + i0] [k2 + 2p2 · k + i0] [k2 + i0]
#'�(�)&

��� 
���� ��� !������ 
�	�����	 ���� �� ���	��
��� �� #'�*�)&� ��� �	�� ��� �����	� ��� ��
��������

1

[k2 − 2p1 · k + i0] [k2 + 2p2 · k + i0]

=

ˆ 1

0

dx
1

[x (k2 − 2k · p1 + i0) + (1− x) (k2 + 2p2 · k + i0)]

=

ˆ 1

0

dx
1

[k2 − 2xk · p1 + 2 (1− x) p2 · k + i0]2
. #'�(�*&

*+
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� �����
� ���� ���

������� �������

1

[k2 − 2p1 · k + i0] [k2 + 2p2 · k + i0] [k2 + i0]

=

ˆ 1

0

dx
1

[k2 − 2xk · p1 + 2 (1− x) p2 · k + i0]2 [k2 + i0]

= 2

ˆ 1

0

dx

ˆ 1

0

dy y
1

[k2 − 2 (xyp1 − y (1− x) p2) · k + i0]3

= 2

ˆ 1

0

dx

ˆ 1

0

dy y
1

[K2 −Q2 + i0]3
, �������

���
� �� ���� ���
������ � �
��� �� ��� ��
����� 

K = k −Q, �����!�

Q = xyp1 − y (1− x) p2, �����"�

Q2 = −x (1− x) y2M2. �������

	�����
� �� ��� �
��� ��� �����
�� �� ��� ������� ��
� � 

Fh =
´

dDK

(2π)D
2
´ 1

0
dx
´ 1
0
dy y 1

[K2−Q2+i0]3
,

#���� ��� $��% 
������� K0 → iK0� ��� �����
�� � �
�� ��

�� �
�� ��� &��%�� %�  ���� ��
��� '��������  ����(

Fh = i

ˆ
dDK

(2π)D
2

ˆ 1

0

dx

ˆ 1

0

dy y
1

[−K2 −Q2 + i0]3

= −i

ˆ
dDK

(2π)D
2

ˆ 1

0

dx

ˆ 1

0

dy y
1

[K2 +Q2 − i0]3

= −i
1

(4π)D/2
Γ (1 + ε)

ˆ 1

0

dx

ˆ 1

0

dy y
1

[Q2 − i0]1+ε . �����)�

*�
� �� ������ ��� ����������
 �� ��� �����
��� � 1
[Q2−i0]1+ε � +� �� ���� �� ��%� ��� 
��� ��
�

��� �� ��� �
��%�� � ���
� ���� �� � ������, �����
 ���� � ���-������
 ����
� .
 �����
��� �
�
��% ����� �� ���� �� ��  �� ��
� ������ �� ��,�  ������ ��/� $� ��� �������� � �����
�� � 
������ 

Fh = −i
1

(4π)D/2
Γ (1 + ε)

ˆ 1

0

dx

ˆ 1

0

dy y
1

[−x (1− x) y2M2 − i0]1+ε

=
−i

(4π)D/2
Γ (1 + ε)

ˆ 1

0

dx

ˆ 1

0

dy y
1

[x (1− x) y2M2]1+ε

1

[−1− i0]1+ε

=
−i

(4π)D/2
Γ (1 + ε)

(
1

M2

)1+ε
Γ2 (−ε)

Γ (1− 2ε)

(−eiπε
)
, �����/�

���
� �� ���� � �� ��� 
�������

1
[−1−i0]1+ε = (e−iπ)

−1−ε
= −eiπε.

��� 
� ��� ��� �� ��
���
 �
����� � � ���
������ �� ε

Fh =
1

(4π)2 M2

(
1

ε2
+

iπ

ε
− 2π2

3
− 2

ε
lnM − 2πi lnM + 2 ln2 M

)
�����0�

$� ���  �� ���� ��� �����
�� � ����
����� ���
���
�� ��� 
� ��� �
�� ��� ��
� 
����� �����/� � 
��� ��� ����� 
� ���� ��� � ����� � ��� ��
��
 �,��� ��� ���� �� ���� � �� ��
� � ����� ���

�� ��� ��
�� % ������

�"



����� ��� �	
� �
� ��� ����� �	
� ����	


�� ��� ���� ��	 �
��	 ��

���� 	�����
� ��	 
�� 
��
 	������ �� ���� k2 ∼ m2� �� ���� 
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F
(
H2,m,M ;D

)
=

ˆ
dDk

[k2 − 2p1 · k −m2 + i0] [k2 − 2p2 · k −m2 + i0] [k2 −m2 + i0]
!"�#�$%&

'�� �� ��
	����� � �	��� �� ���� �����
��
� k± = k0 ± kz� ��� �������	
� k2 = k+k− − k2
⊥,

���	� k2
⊥ = k2

x + k2
y. (� ��� ����� �� 
�� 
��
 	������ �� ���� k2 ∼ m2� )����� H = (M,0)

��� p1,2 =
(±M

2
, 0, 0,−M

2

)
� 
�� ������� �	��	 
�	� �� 
�� ��
��	�� �


F (s) =

ˆ
dDk

[−2p1 · k + i0] [−2p2 · k + i0] [k2 −m2 + i0]

=

ˆ
dk+dk−dD−2k†

[−k+M + i0] [k−M + i0] [k+k− − k2
⊥ −m2 − i0]

=

ˆ
dk+d

D−2k⊥
[k+ + i0] [−k2

⊥ −m2 − i0]
=

ˆ
dk+
k+

ˆ
dD−2k⊥
k2
⊥ +m2

= 0 !"�#�$$&
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F (us) =

ˆ
dDk

[2p1 · k +m2 − i0] [2p2 · k +m2 +−i0]m2

=
1

m2

ˆ
dk+dk−dD−2k⊥

[k+M +m2 − i0] [k−M +m2 − i0]
= 0 !"�#�$*&
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+
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p1 =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

⎛
⎜⎜⎜⎝

M
2

0

0

−M
2

⎞
⎟⎟⎟⎠ , p2 =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

⎛
⎜⎜⎜⎝

M
2

0

0
M
2

⎞
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1

[k2 − 2p1 · k −m2 + i0] [k2 + 2p2 · k −m2 + i0] [k2 −m2 + i0]
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k⊥ ∼ m;

k+ ∼ m2

M
;

k− ∼ M. ������$�
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(k− p1)
2 −m2

(k + p1)
2 −m2 = k+k− − k2

⊥ +Mk+ −m2 ��������

����� k+k− ∼ m2� k2
⊥ ∼ m2� Mk+ ∼ m2� ���
� �
 �� ���� �� �� � !��
��� �� ���
 ��
��

k2

k2 = k+k− − k2
⊥ ������'�

����� k+k− ∼ m2� k2
⊥ ∼ m2� �	���� ���
� �
 �� ���� ��
 � !��
����

(k+ p2)
2 −m2 "��
 ��
� ��� �� �
����� �


(k + p2)
2 −m2 = k+k− − k2

⊥ +Mk− −m2

which leads to → Mk− = 2p2 · k ∼ M2 ������(�

)���� 1
(k+p2)

2−m2 
����� �� � !����� ���� 1
2p2·k �

������� ��� 
����� 	��
��

�� ��� 
����� 
�	���� �� 
����� ��� �����
 �� k+��� k−�� ��� #

� 
�	��� ��� ������

k⊥ ∼ m;

k+ ∼ M ;

k− ∼ m2

M
.
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(k− p1)
2 −m2 ��� ���� �	
��� 
	� 
� ������� ����

(k − p1)
2 −m2 = k+k− − k2

⊥ −Mk+ −m2 ��������

���
� k+k− ∼ m2� k2
⊥ ∼ m2� Mk+ ∼ M2� �� ���� ���	�� ���� �	
��� ���� 1

2p1·k �� ���� �������

k2 ��� ��
��� �	
��� 
	� 
� ������� ����

k2 = k+k− − k2
⊥ ��������

���
� k+k− ∼ m2� k2
⊥ ∼ m2� ����� �� ���� ��� ���	������

(k+ p2)
2 −m2 ��� ����� �	
��� 
	� 
� ������� ����

(k + p2)
2 −m2 = k+k− − k2

⊥ +Mk− −m2

→ Mk− = 2p2 · k ∼ m2 ��������

����� �� �� ���� ��� ���	����� �� ���� �	
��� �� ��� ��
��� �������  ��� �� !��� ���
� �	
���
����� �� 
� ���	���� �� �	
� ������� "���#��� �� ��$�� �� �� ������% ��� ������	� �� ��� ���
�������� 
��� �� ���% ��$�� 
�����
$�� 	 ��#�����
� ��	� 	�� ��� ��%������	��& ���$�	��'���
(� ����� �� ��� ��� �� ����� ��#�����
��� �� 
������� ��� ������ �� ��� ���� ��� ����	�	����
�� 
� 1 + δ1 	�� 1 + δ2� ���� δ1 �= δ2 	�� 
��� δ1, δ2 � ε� ���� �� 
	���� ��������� �����	�


��������
�	���� �� ��� �����	� ������	�� �	� ��� ��������� ���%

1

[k2 − 2p1 · k −m2 + i0]1+δ1 [k2 + 2p2 · k −m2 + i0]1+δ2 [k2 −m2 + i0]
. ��������

)�	� �� ���� �� ���� �� 
	�
$�	���� ��� ��� ������� ���	�	���&� ���� 	����� ���% $�� 	�� �������
δ1 	�� δ2 ���� �� '����

����� ��� �� 	� �
� ��
�������

(� ����� �� �� ��� ������	����� �� �	
� �� ��� 
������	� �������� �� ���� ���� �� !��� ��� ��
���	�� ��� ����	�	�����  ���
� ��	� ��� ����� �� ��� ����	�	��� &�� �� 
� ���	���� �� ���*
�������� "��
�� �� 
	���� $�� ��� $�$	� �	&��� ���	����� ���%$�	� (����	�� �� %	& ���	��
����� �	
���� ���� ��� 	�� �� +	%%	 �$�
������ ,	���
$�	��&� ��� ��� ���� ������� �� ���� ��
���	�� ��� ����	�	���

1[
(k + p2)

2 −m2
]1+δ2

=
1

[2p2 · k − (m2 − k2) + i0]1+δ2

=
1

(2k · p2 + i0)1+δ2

∞∑
n=0

Γ (1 + δ2 + n)

Γ (1 + δ2)n!

(
m2 − k2

2p2 · k + i0

)n

=
∞∑
n=0

Γ (1 + δ2 + n)

Γ (1 + δ2)n!

(m2 − k2)
n

(−2p2 · k)n+1+δ2

1

(−1− i0)n+1+δ2
, ��������

����� �� �	#� 	��$%�� ��� ���	���� 2p2 · k > 0� 	�� �� 
	� �	!� ��� −2p2 · k �$� ��	#��� ���
���� �� i0 
�	���� �� ���	��#�

1

(2p2 · k + i0)n+1+δ2
→ 1

(−2p2 · k)n+1+δ2 (−1− i0)n+1+δ2
. ������-�

�.



��� �� ���	� 
� 
� ��� ��
� ���� ���� ����� �� �� ����
����� ���� �� ������ 
� ���	
��� ����
����
��� ���������� ��� �� ��
���� 
� ����� �� k+� k−� ��� k⊥ �� ��

��
��

1

(k+k− − k2
⊥ − k+M −m2 + i0) (k−M + i0) (k+k− − k2

⊥ −m2 + i0)
. ��������

 � �� �� ��� 
������
 �
�� k� �� ��	�

F c1 =

ˆ
ddk

(k+k− − k2
⊥ − k+M −m2 + i0) (k−M + i0) (k+k− − k2

⊥ −m2 + i0)
��������

!��
�� ���� ���
���� �� k+
k2
⊥ +m2 − i0

k− −M
,
k2
⊥ +m2 − i0

k−
������"�

���
� �� 
� ��� ����� ��
�#�
��� �� ��� ����
�$ 	��
��
� k+ 
� k− < 0�  � ��
� ����� �� ���
�
����
� � %��� F c1 �� �����
�� ��� ������� 
� ��� 
���� ��
�#�
���� &��������� ��
� 
� ���
�
����
�� �� 0 < k− < M � �� ��	� ��� ��
�� 
� ���� ��� ����� ��� ��� 
���� ��
�#�
���� ��� �
����#%��� �����
���
�� �


 �� ����
���� '
��� 2p2 · k = k−M � �� ��	� ���	�� ��� �������
���
'
�

��
�� �� ��� ���	� ���� 2p1 · k = k+M < 0� ��� �� ��� �$����
�� 
� ��� ������ ��


����
���
�� ��

1[
(k − p1)

2 −m2 + i0
]1+δ1

=
1

[−2p1 · k − (m2 − k2) + i0]1+δ1

=
1

(−2k · p2 + i0)1+δ1

∞∑
n=0

Γ (1 + δ1 + n)

Γ (1 + δ1)n!

(
m2 − k2

−2p1 · k + i0

)n

=
∞∑
n=0

Γ (1 + δ1 + n)

Γ (1 + δ1)n!

(m2 − k2)
n

(2p1 · k)n+1+δ1

1

(−1− i0)n+1+δ1
, ������(�

����� ����	
� ��
� �� ��� ��� 
��	�
�

)�

��
�� ��� ����� ��������� ���	�� �� ��� ��
��
��� ��� 
���
�� ���� �����
���
��� �� ���
��� ���
����  � ��� *��� ���
��� �� ��	� ��� 
���
�� ����

i

(4π)D/2

(
1

m

)δ1+ε(
1

M2

)1+δ2 Γ (δ1 + ε) Γ (δ1 − δ2)

Γ (1 + δ1) Γ (1 + δ1 − δ2)

(
eiπδ2e−iπδ1e−iπδ2

)
, ������+�

 � ��� ������ ���
��� �� ��	� ��� 
���
�� ����

i

(4π)D/2

(
1

m

)δ2+ε(
1

M2

)1+δ1 Γ (δ2 + ε) Γ (δ2 − δ1)

Γ (1 + δ2) Γ (1 + δ2 − δ1)

(
eiπδ1e−iπδ1e−iπδ2

)
. ������,�

-� ���
�� ��� ����
�� ���� ��� ��� ���
���� ��� 
���
�� δ1, δ2 → 0 ������ �� 
�� ε �� �� %����
�� *�� ��� 
���
�� ����� �����
���
�� ���� ��� ��


���� ���
��� &�� �$�����
�� 
� ��
���� �� �
��
����
�
 �� ε

1

(4π)2 M2

(
− 1

ε2
− iπ

ε
+

π2

6
+

2

ε
lnM + 2πi lnm+ 2 ln2 m− 4 lnM lnm

)
. ������.�
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	 ��� ��
�� �
����
� 
�� ����
����� �� ��� �
���
���� ��� ������ 
��
���� 	�
� ���
���
� �� ����
�� �� ��������� �� �
��� ����

��
� �
�� ��
���
�� �
��

��
�� �
����
� −1
2(4π)2M2

(
π2 − ln2 m2

M2

)
i

(4π)2M2π ln m2

M2

�
��� ���� ��
� 
�� ��
���
�� �
��� 
	 ��� ��
�� �
����
�

������� 	�
� ������
� �� ����
��

�
�� ����
� 1
(4π)2M2

(
1
ε2
+ iπ

ε
− 2π2

3
− 2

ε
lnM − 2πi lnM + 2 ln2 M

)
�
�����
� ����
� 1

(4π)2M2

(
− 1

ε2
− iπ

ε
+ π2

6
+ 2

ε
lnM + 2πi lnm+ 2 ln2 m− 4 lnM lnm

)
�� �
�
� −1

2(4π)2M2

(
π2 − ln2 m2

M2 − 2iπ ln m2

M2

)
�
��� ���� ������� 
��
���� 	�
� ���
���
� �� ����
��
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� ������
� �� ����
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��
����
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��� �
$� ��� 	
��
� ��
� !� ���
������� �� ��� &��� �
�����
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�
	
� ��
����

1

(−2p1 · k + i0)n+1+δ1
=

1

(2p1 · k)n+1+δ1 (−1− i0)n+1+δ1
(for 2p1 · k < 0) '��(�)*

!���� !� �
#� 	
��
��� 
�� 2p1 · k% !���� �� ���
��#��  � �
! ��
���� ��� ���
�� 	
��
�
(−1− i0)−n−1−δ1 = (−1− i0)−n−1 (−1− i0)−δ1 '��(��*

��� &��� 	
��
� �
� �� �#
��
��� ��

���� �� ����
������ ��� ����� #
��� (−1)−n−1� �
!�#��%
��� ���
�� 	
��
� �� 
�����
�� ���
��� 
	 ��� �
�+������� ���
���� δ1� ��� ���
��#� ���� ��
	�
�� 
	 i0 �������� ��
� !� �
� �
$� ��� ����
������

−1− i0 = e−iπ, '��(��*

�����	
��% !� ���
���� �� ε% !� �
#�

(−1− i0)−δ1 = eiπδ1 . '��(�,*

-����
��� 	
� ��� 
���� �
��
−1 + i0 = eiπ, '��(�.*


�� �����
(−1 + i0)δ2 = eiπδ2 . '��(�/*
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M =
e2g

(4π)2 MW

F (k1 · k2gμν − kμ
2k

ν
1) εμ (k1) εν (k2) 1#�%�%3

����� ��� 	������� F �� �������� �	 
�� ���

���
���� 	
�� � ��� 	�
���� ������

F = FW (βW ) +
∑
f

NcQ
2
fFf (βf ) , �������

��� Nc = 3 �� 
�� ����
 	��
�
 	�
 
�� 
�� ���
�� ����
�
 ���
�� �
� ����������� ��� 	���
��� FW

��� Ff �
� 
�� � ����� ��� 	�
���� ���� 	�
� 	��
�
� ��

������������ ���  �
������ �� 
��

�
����
� �	 Ff �
� ��!��� �� βW =
4M2

W

M2
H
� ��� βf =

4M2
f

M2
H
� ��� � ����� ��� 	�
���� ���� 	�
�

	��
�
� �� � 
�� 	����"��� �#�
�������

FW (β) = 2 + 3β + 3β (2− β) f (β) �����$�

Ff (β) = −2β [1 + (1− β) f (β)] , �������
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�� f (β) 
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f (β) =

⎧⎨
⎩

arcsin2
(
β− 1

2

)
for β ≥ 1

−1
4

[
ln 1+

√
1−β

1−√
1−β

− iπ
]2

for β ≤ 1

�
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)
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√
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#��� �� ���$ �� ��� �� �! �� %���� ������� ��� " ����� ����� &��� �� ����� ��� ������
��������� '������� �� ��� ������ ���� ��� �������� ������ �� ��� ���(���� "  �����������
�� ��� �� �! �� ������ ��� � �� ���� ��� ������! ��� �� ������� ������� )*� 
+� &��! ������� ��
�� ��� ��� �� ����������� ��������,����� ����  ����� ��� ��������� �� ��� �� ������� ��������
-���� �� ��� ������� ��� �! ������� �� ��� ).
+ ���� ��� �� ������� �� �������� �� �� ������ ���
��� �� �! ������� " ����� ���� �� ��� mW → 0 ������ ��� ��� �������� ������ ��  ���� �� /�
���� �� ����� �� ��� ��� 0��$��$! ����� ��� 12 ��  �� ����� ��� �� �! ������� " ������ �� ��
 �� ����� ��� �������� �� ���� ���� �� �� �� �������� �� ��� ���� �  �� �������� 3!  ��������
��� ������ ���� ��� �������� ������ ��� ��� ������ ����� �! '������� �� ���� ��  �� ���� �����
�������� ��  ���� ��

/� ���  ��� �� ��� %���� �� �! ������� " ����� ����� �� ���� ��� �!��� �� ��������� &�� ����
�!�� �� ����� ��� ���������� ���� �������� ���� ��� ������� ����� ������ ��$� �� ���  ��� ��
��� ��� ����� /�� 4�!���� ������� ���� ��� �������� ���������� �� ��� ���� ������� �� �����
������� /� ����� ��  �� ����� ��� ��������� ���� ��� ���� �� �������� �� ��! ������ ��� ����
������� ���������! �� ��������� �� ��� ��������� ��������
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dy
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˛
|y|=Λ2

dy
F (y)

y (y − q2)
	
�*���

����� ��� �� ��� �������� �������� �� ����  ���

q2
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�����	� 	
 ��� ������ �� ��� -8 
���� ��� ���� �	
�	 ��� ���������	� $�%"� �%!&� 7� 	�� ���������	� 	
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H =
N∑
i=1

H̃
(0)
i +

∑
i>j

Uij "#�$��%

�
��� H̃
(0)
i =

p2
i

2mi
− p4

i

8m3
i c

2 �
 �
� ���� �����	�� ����������� ��� �
� i�
 �����	��& pi �
 �
� '()

�������� �� �
� i�
 �����	��� Uij �
 �
� ������	���� ������� �����	��
 i ��� j� *� �
 	����
��
�� ��� ����
+

Uij = U
(0)
ij + U

(1)
ij "#�$�$%

�
��� �
� !�
� ����
U

(0)
ij =

eiej
rij

"#�$�,%

�
 �
� -������ ������	���� ������� �����	��
 i ��� j� �
� 
�	��� ���� 	�� �� ������� �


U
(1)
ij ≡ U (pi,pj, rij) = − eiej

2mimjc2

{
pi · pj

rij
+

rij · (rij · pi)pj

r3ij

− 2

r3ij
(rij × pi) · si + 2

r3ij
(rij × pi) · sj

− mi

mjr3ij
(rij × pj) · sj + mj

mir3ij
(rij × pi) · si

+π

(
mi

mj

+
mj

mi

)
δ3 (rij)

− 2

r3ij

[
si · sj − 3 (si · rij) · (sj · rij)

r2ij

]
+

16π

3
si · sjδ3 (rij)

}
"#�$�.%
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� /����0)���� ������	�����

�
� ����������� ��	������ �� ������	���� ���
 �� �1������ ���	����������	 !��� 
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H̃
(0)
i → H̃i ≡ H̃

(0)
i

(
pi − ei

c
Ai

)
− ei

mic
si ·B+

ep2
i (si ·B)

2m3
i c

3
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��� �
� ��
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 ,& ��� ��� m1 = m2 = m3 ≡ m �� �
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H =
3∑

i<j=1

U
(0)
ij +

3∑
i<j=1

U (1) (Πi,Πj, rij) +
3∑

i=1

H̃i (Πi) "#�$��%
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2
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Πi = pi − ei
c
Ai = pi − ei
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H =
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n=0

Hn �����%�

&���
���' �� �����(� ������ ����)�� ��� ��
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H0 =
Π2

1

2m
+

Π2
2

2m
+

Π2
3

2m
+

e2

r12
− e2

r13
− e2

r23
�����*�

H1 = − Π4
1

8m3c2
− Π4

2

8m3c2
− Π4

3

8m3c2
�����"#�

H3 = − e2

2m2c2
s3 · r23 ×Π3

r323
− e2

2m2c2
s3 · r13 ×Π3

r313
�����""�

H4 =
e2

m2c2
s3 · r13 ×Π1

r313
+

e2

m2c2
s3 · r23 ×Π2

r323
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H5 = − e

mc
s3 ·B

(
1− Π2

3

2m2c2

)
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H6 =
e2

2m2c2

[
Π1 ·Π3

r13
+

r13 · (r13 ·Π1)Π3
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]
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2m2c2

[
Π1 ·Π2
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r12 · (r12 ·Π1)Π2
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]

+
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[
Π2 ·Π3
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+

r23 · (r23 ·Π2)Π3
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]
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HM = −μ ·B = −μB (gll+ gss) ·B
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Ψ = ψ (P,R,S)φ (πi,ρi,σi) i = 1, 2 . . . N �������
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H =

√
(P−QA/c)2 c2 + h2 − QS ·Bc

h

=
√

(P 2 −QP ·A/c−QA ·P/c+Q2A2/c2) c2 + h2 − QS ·Bc

h

�
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H =
√
P 2
extc

2 +M2c4 + h(0)2 + 2Mh(0)c2 − QS ·B
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1 +
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+ · · ·

)
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1 +

P 2
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2 + h(0)2
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+
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P 2
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+ · · ·
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ri = ρi +R− 1

2c2

[
ρi ·P
M

[
πi

m
+

P

2M

]
+H.c.

]
− 1

2c2

∑
j

[
π2
jρj

2mM
+H.c.

]
+
∑
j

(
ρj × πj

)
2M2c2

×P

− σi ×P

2mMc2
+
∑
j

σj × πj

2mMc2
+
∑
j

σj ×P

2M2c2
− 1

M
W(1) − i

M

[ˆ P

0

dp ·W(1),ρi

]
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m

M
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[
π2
i

2m
− m

M

∑
j

π2
j
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+

πi ·P
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]
P
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M
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0
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]
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2mMc2
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M

[ˆ P

0
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]
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��	� 	�� 
�� ��� 	�� �� ������ ��� 	�� ������� ����� 	���� �� 	�� ������	��� �� � ���	��
��	��� �� �%	����� ����	�������	�� ����� *� ��	��� 	��	 	�� �����	��� �� 	�� 
���	��� �� �
���	��� 
��	���� ��� �� ��	 ������� 	�� �%	����� ����� (�� 	���������	��� �� 	�� 
�� ���������
	� 	�� �� ��������� ��� �� ���� ������� 	�� ��	������ ��������� ��"� �����	 �� 
���	���� ���
�
��� � 	 ��	 	�� �%	����� 
�����	�� ��"� 	�� �����	�� ����� +	�������� �� ��� ���	���� ��,�'
	�� �%	����� �����	�� ����� 	�� ������� ��������� ��"� 	�� �����	 �� 
���	���� ��� 	�� �
��
�����	 � ������ ������� 	�� �- �������� �� ��������	�� �%
������ �� 	�� #$ ����	���� ���� ��
���"��� (� � �� � � ���� ��	��� �� 	�� �����	�� �����	 �� 	�� 
���	���� � ��� ���	��� 	��
�%	����� �����	�� ���� ���� ��	 �'��	 	�� #$ 	���������	����

� ��������

!�� ��	  � ���" �	 	�� �
���	�� V �� 	�� 
�� �������� ��
�����	�	��� �� �- �	���� ./�01 ��
23456� (�� 
�� ������� �� 	�� �������� ��� 
 ����� �� �- �	���� ./�/1 �� 	�� ���� 
�
��� ��- ����
	�� ��������� �����	���� 	� �� ��	�����

[U,P] = [U,J] = 0

[Ji, Vj] = iεijkVk

[Vi, Pj] = iδijU/c
2[

Vi,
∑
μ

Kj
μ

]
− (i ←→ j) + [Vi, Vj] = 0 .7�0�81

(�� ���	 ����	��� ��� �� ������� �� ��	����� 	��	 U �� � ������ � ��	��� �� 	�� �� ��������	���
*� ��� � �	��� ������ 	��	 	�� ��������� �����	��� �� V ��	����� ����� ���	���	���� ���������	��

U (0) =
1

2c2

N∑
i,j=1

uij(0)

V =
1

2c2

N∑
i,j=1

Riju
ij(0) =

V (1)

c2
.7�0�71

����� Rij = (miri +mjrj) / (mi +mj) = (ri + rj) /2 �� ���	�� ���
���� �� 
��	����� ��	�
�- �� ������� ��� uij(0) = u(0) (|ri − rj|)� (�� ������ ����	��� �� .7�0�81 ��� �� ������� ��
��	����� V �� � ���	��� (�� 	���� ����	��� ��� �� ������� �� � ��	�	 	��� 	�� �����	��� .7�0�71
��	� 	�� ���� 	�	��� ���  ���� 	�� �����	��� P =

∑N
i=1 pi� (�� ���	� ����	��� ��� �� 
����� ��

��	����� 	�� ���	 [ri, pj] = [rj, pi]� ��� [Vi, Vj] = 0� &� 	�� ������	��� �� 	�� #$ 	���������	����
�� �
���	�� W (1) �� ��	��� ��� �� 	�� ��������� ���

V (1) =
1

2

(
RU (0) + U (0)R

)
+W (1) .7�0�91

(� �  ���� 	�� � ����	 ������ �� 	�� V (1)� ��� ��� ������ ������ �	� �%
������� 23456

W (1) = V (1) − 1

2

(
RU (0) + U (0)R

)
=

1

2

N∑
i,j=1

ρ+
iju

ij(0) .7�0�:1
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����� ρ+
ij =

(
ρi + ρj

)
/2� �� ��	 
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� W (1) = 0� ����� �
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e = me = � = 1

c =
1

α

�	�
 ��� ������
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� � ���
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�
�	 �	 �"
� '(�)�* (�)�+,-� 
	�� H0,3,4,5 �
	 
������� �
 ��� 
���� α2� !�� $
 ��
� �
	���	
 
	�� ��� ������
	 i = 1 �	� ��� �

���
	 i = 3�


 ��� ����
 ����� ��� ����� i = 2 ������
 ��	 �� 	��������� .	 ��� 
���� ��	�� �	 H3,4,5� ��
���� �
 ���
�	� �
� ��� 
��	 
� ��� ������
	 '	
� �	������ �	 '(�)�++ (�)�+,- �	 �	��������
	 
�
��	�������
	
 �	 $
−� ��� �
 ��� 
������� 
� ��
 ���� ��	���
	-� !��
 �
 �������� �� �������	�
s3 → s3 − s1�

�� 
�� e3 = −e1 = e �	� π3 = −π1 = π� /�������	� ����
 �
	���	�	� R �	� P � �� %	� ����
�	 ��� ���	
�
�����
	 0&#→��� �"� '(�,�,-� ��� 
	�� ���� ������	� �
� ��� $
 ��
� �


ri → ρi +
∑
j

σj × πj

2mMc2
= ρi +

(σ3 − σ1)× π

4m2c2
, '(�1�+-

����� ��� �
��	��� �	� 
��	 ���	
�
�� ���������� pi → πi �	� si → σi�

2�	�� ��� ���	
�
�����
	 '(�1�+- ���
 � ���� 
�����

�� �� 1/c2� �� 
	�� 	��� �
 ����� �� �
 ���
�
��
� 
���� ���� H0� ����� �� �3���
 ��� ����
� �
��	���� �	 ��� ��	���� ����� !�� ��
����	�
�
	�������
	 �
 ��� ���	���� �
��	� �
 '���� �	� ���
� �� ������� 
��� ��� �������
	
 
�
�

���
	 �	� �
��	���� 
�	�� �� ��� �	����
��� �	 ��� 2 ���� ��
�	� 
����-�

Π2
1 =
(
p1 − e1

c
A1

)2
→ −

{
π,

e

2c
B× (σ3 − σ1)× π

4m2c2

}
→ e

6m2c3
(σ3 − σ1) ·Bπ2. '(�1�)-

!�� 
��� �3��� ���
�
 ��
� ��� ��	���� �	���� 
� ��� �

���
	� 4	 �
����

Π2
1 +Π2

3

2m
→ e

6m3c3
(σ3 − σ1) ·Bπ2. '(�1�,-

1*



��� ���� ��		���
��� �	� ��
	����� �� 
��
�
�� �
�	���	� �� e±� �� ����� ����	 ��� �	�����	���
�
�� �� ��� r1 → ρ1 ≡ −r

2
� r3 → ρ3 ≡ +r

2
� ��� r13 → −r� ��� ��� �� ��	�� � ��� � 
� ���

���
����
��� ����  !�"�##�!�"�#"$� %
��� ��� ��%���
� 
���	���
��

H3 +H4 → e2

2m2c2
(σ3 − σ1) ·

r × ( e
4
B × r

)
r3

→ e3

12m2c2r
(σ3 − σ1) ·B.  !����$

&
������ H5 %
���

H5 → − e

mc
(σ3 − σ1) ·B

(
1− π2

2m2c2

)
.  !���!$

��� ����� ��%���
� ������ 
���	���
�� 
� ��� ��� ��  !�����!���!$� '�� ��
�����
�� ����� (
��
��� %	���� ����� �
��
�� 
�	� �� ��� (��� �����
�� %
���

− e

mc
(σ3 − σ1) ·B

〈
1− π2

6m2c2
− π2

2m2c2
− e2

12mcr

〉
= − e

mc
(σ3 − σ1) ·B

(
1− 5α2

24

)
,

 !���)$
���*	�
�% ��� (��� +��(� 	����� ,#-!� #-.� ##-/� ��� 	�����
�% 
���	���
�� ���� ��� ����
�
�%���� �������� ��
���	 
� �

� �
�%��� ��	 �	

��� ������ �� 0�� ��(���	� 
� �
��� ��� m = 0
����� �� ��� �	

��� (
�� ��� �
�%���� �����	������ �� ��� 	�����
�% �
�
��
�% ����% ��� �0�
������ ����	�
�� ��� ��
�	*�� �
�
��
�% �� 
��
�	��
���

����� ����	
��

'� ���	�%�� ���	� �	� ��	���	 �
�
�
*���
���� �
��� ��� �

������	 �	�
� ��	� H4 ���� ���
����	
���� 
� ��� ����
�% �	��	� ��� �� ��� ��

	���
�� �� ��� 
	���� ����� 1���� ���	� 
� ��
�
2�	���� ���(��� ��� 314 ��� ��� �� �	����� 
� ��� ����
�% �	��	 
� 1/M � ���� ���� H5

��� ��� �

���	�
� ��	� H3 ����	
����  (� 	�
���� s3 → s ��� r13 → r$�

H3 → e2

2m2c2
s · r × ( e

2c
B × r

)
r3

→ e3

6m2c3r
s ·B

H5 → e

mc
s ·B

(
1− π2

2m2c2

)

��� ��� ����� ��%���
� ������ 
���	���
�� 
� ��� %	���� ����� �� � �������

e

mc
s ·B

〈
1− π2

2m2c2
+

e2

6mc2r

〉
=

e

mc
s ·B

(
1− α2

3

)
,  !���5$
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��
�% �� � ������� (
�� ���	%� Ze ��� � �
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�� −e�
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7
��� (� ���� ��	���� ������
���� (�
�� ��	�� �	� 	������� �� ��� �	��	 (� ����� (� ��� c = 1
�	�� ��( ��� ��� 	������� ��	�� �� ��� 8& �	�����	���
�� ������� ��
�% r ≡ re − rp� m ��	
��� ���� �� ��� �����	�� ���� ���� 
� ��
� ����
��� M ��	 ��� ���� �� ��� �������� ��	 ���
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���������	 
��� �
�� �����

re → R+
M

M +m
r +

se × pe

2m(M +m)
,

rp → R− m

M +m
r +

se × pe

2m(M +m)
. �������

���� �	������
� ��
 ���	 �	�
������	 �	�� ��
 ��	
��� 
	
��� �
�� H0�

H0 =
Π2

e

2m
+

Π2
p

2M
→ − es ·B

6(M +m)

(
1

m2
+

Z

mM

)〈
π2
〉
, ����� �

�	� �	 ��
 ����	� ����
 〈π2〉 = Z2α2μ2 
�
�
 μ = Mm
M+m

�� ��
 �
���
� �����

!� ��
 	��"
�� ���� �� ���
	 �� #	��
� ��
 ���	$��%�� �	� ���	$���
� ��%�� �
��� %
���


H3+H4 → α

2m2r3
s ·r×Πe− α

mMr3
s ·r×Πp → eZ2α2μ

6m2M(M +m)
s ·B (M2 − 2Zm2

)
. ��������

&�	�""�� ��
 "��� ����
����	 ���
� ���� H5�

H5 → es ·B
m

(
1− Z2α2μ2

2m2

)
. ��������
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 ��� �� ����� � ������� ������� ��'
� ��
 ����" ���	
��� ���
	� �	�
������	 �	 ��
 ��	�

es ·B
m

(
1− Z2α2M

2(3m+ 2M) + Zm2(3M + 2m)

6(M +m)3

)
, ������(�

�	 ���

�
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��� )*� ��+� �	 ������ ,
 	��
 ���� ��
 ����
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M 
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��"� �����/�. �	� �	 ��
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	 �� ��
 2
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� �� 1/c ��

Rij −R =
r
(0)
i + r

(0)
j

2
−R

=

(
r
(0)
i −R

)
+
(
r
(0)
j −R

)
2

=
ρi + ρj

2
= ρ+

ij �������

��	�
 �	 ��� ����
� mi ≡ m (i = 1, 2, 3)� ���� 
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W (1) =
1

2

∑
ij

ρ+
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(0)
ij �����(�
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Πi = πi − ei
2c

B× ri

= πi − ei
2c

B×
{
ρi −

1

2c2

3∑
j=1

[
π2
jρj

2mM
+H.c.

]
+

3∑
j=1

σj × πj

2mMc2
− 1

M
W (1)

}

= πi + Fi +Gi �������

�	
�


Fi = − ei
2c

B×
[
ρi −

1

12m2c2

N∑
j=1

[
π2
jρj +H.c.

]− 1

6mc2

∑
jk

ρ+
jku

(0)
jk

]
�������

Gi = − ei
2c

B×
∑
j

σj × πj

6m2c2
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H3 +H4 =⇒ e3

4m2c3ρ313
[σ3zB (ρ13 · ρ12)− (σ3 · ρ12) ρ13zB]

+
e3

4m2c3ρ323
[σ3zB (ρ23 · ρ21)− (σ3 · ρ21) ρ23zB] �����%�
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 ������������ ���� H5 ��

H5 ⇒ − e
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3
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)
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H0 =⇒
∑
i

Π2
i

2m
→
∑
i

πi ·Gi +Gi · πi

2m

= − 1

12m3c3

∑
i=1,2

ei [(πi · σ3) π3zB − (πi · π3) σ3zB] �����,�
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�� ���	 O
(

1
m
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Π4
i = (πi + Fi +Gi)

2 (πi + Fi +Gi)
2

→ −ei
c
π2
i [πi · (B× ρi) + (B× ρi) · πi] ∝ B · (ρi × πi − πi × ρi)

⇒ 0 �����-.�
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� �	
 
$�
��
���� "
��
 �� (ρi × πi − πi × ρi) �
��

� ������
��
�
� �� 0
��� !	�� H1 ��
� ��� ���������
� '�� ��
������ �	
 12 �������� ��
�
���� ����
�
�
��"
 ����
��
�� �
 	
"


R =
1

3
(r1 + r2 + r3)

r12 = r2 − r1

r13 = r3 − r1 �����--�

�)



����������	�
��
 ��� �����	��� ������� ��� 
���	���� �� ��� ��� �����	���� ������� ���

∇1 =
1

3
∇R −∇12 −∇13

∇2 =
1

3
∇R +∇12

∇3 =
1

3
∇R +∇13 ��������

���� π2
3 	� ����������� 	��� −∇2

13� � ����	
��������� ��������	�� ����� ��
 ����� 	� �� �����	 
���	�� �� ��� ��
���	� ������ �� ��� ����� �� 1/c3 ���� ��� ���� !��	����	�� ��������� H6

����� ��� "# �����������	��� #	�����
 �� ����	�
 ��� �����	���	��� ���� H0 �� H5
 �� ����	�
��� ���������� 	� ��� !��	����	��
 ���� 	� �	���� 	� σ3 ��� B�

HZ = σ3zB

[
− e

m
− 11e

18m3
∇2

13

]
+ σ3zB

e3

6m2

[
ρ13 · ρ12

ρ313
+

ρ23 · ρ21

ρ323

]
������$�

!��� �	��� �� �� ��� ���� �� ����� ��� ����� �� 1/c �������
 ������ �� 1/c ���� ���� ��	����
�� ����	�
 c = 1� ��� %����� �&��� 	� ���������� �� ��'	�
 ��� �(������	�� �� HZ 	� ��� 
�����
����� |n = 1,J = L+ S = S = σ3, S3z = σ3z =

1
2
〉 �� ��� ���	����	�� 	�� ������〈

1, 2S 1
2
, S3z =

1

2
|HZ | 1, 2S 1

2
, S3z =

1

2

〉

= μBg

〈
1, 2S 1

2
, S3z =

1

2
|S3 ·B| 1, 2S 1

2
, S3z =

1

2

〉
������)�

����������	�
��
 ��� g ������ ����	�


g = 2

[
1− 11α2

18

〈
π2
13

〉− α2

6

(〈
ρ13 · ρ12

ρ313

〉
+

〈
ρ23 · ρ21

ρ323

〉)]
. ��
�
���

���� �� ��� ������� ��� �
 ��� ��������� �� ��� α2 ���	� ���
 ��� �� �������� �� �����������
��� ����������� ���� ����� ��������


����� ������	
���� �
�����
�

�� ��� �
��� ��� 
�	� ����� ���� �������� �
 �
�� �� ��� 
���� �� ��� �� ��
�������	 	�������
!���"
 #� ����������

φ =
N∑
i=1

ci exp

[
−
∑
a<b

wi
abρ

2
ab

]
��
�
�$�

����� ρjk ��� ��� ����� ����� �������� 
���������

 %�
�& �� �
� HC �� ������ ��� ��� ��������
���
'����	� (�	��������

HC =
3∑

i=1

p2
i

2m
+
∑
i<j

eiej
ρij

��
�
�)�

*�� ����	�+����� ��������� �
�� �� �����	��� ��� ����� ����	����
 wi
ab �� ���� �� ��� N ���� 

����
 �� ��
�
�$� �
 ��
�� �� ���� �
�� �� !���"
 *��
 �����

 �����
 �� �
��� ,- ����	��
�����
��� �����
� ��������� �� .�� ��� ���������� �� HC �����
������� �� � ����������� ����� ��	��
�� ��� ����� 
���� ������ �� ��� 
�
��	
 *��������� ����	����
 	���	�+��� ��� ������ ���
����� �� �
��� /�����0
 	�����
 #� ����������& ����� ����	����
 �� � ��
�
 ���� �������� ���
�������& ��� ������� ,- ����	��
����� �
 ������� �����������& ��� �����
� ��������� ���� ����

��� ������ �� ������
 /�����0
 	����� .��
 ��� ����	����
 ���� ���� ��� �����
� ������
� ��

�1



������ ��� ��	
 ��� �� �
��� 
���������� �
� ����� �������� ��� 	�	��� �
����
 �� �
�� ������
����� 	��������	� �� ���	
�� ��� � 
����	���� ����� �� N � �� �
�� 
���� ���� ����� ��������
	�� �� ����� ��� �
� ����� 
��	����� ��
������ ����� �
� ���� ���	���� �������� �� �
��

��	������ ��� ���������� �
� ��
�	������ ����� �� ������� ��� !���

gPs− = gfree +Δgbound,

Δgbound = −0.51(1)α2. ������" 

#��� gfree = 2
[
1 + α

2π
− 0.328

(
α
π

)2
+ . . .

]
�� �
� g$��	��� �� � ���� ���	���� %&�'� �
� ����� ��

������" ������ 
�������� ���� 
��
��$����� ������� 	����	������ ������ �
� �	�
� �� �
�� 
�
���
(��� �
�� �
� ������� 	����	���� ������" ��	���� �
� ���� ����� �)�	�� O (α2)� �� gfree� �����
�� ������ *�� !��� 
����	���� ��� �
� �����������	 ��	��� �� �
� 
���������� ��� ��

gPs− = 2.00461(1). ������& 

+� ��� �
�� �
� 	����	���� ������" �� ������� �� ��������� �
�� �� 
�������� ,-� ���.�/ �
�
��� �� �� −0.67α2� ��� ������ �
�� �� �
� 
���������� ����� ,-� ���.�/ � −0.42α2� 0������
�
�� 	��!��� �
� ����� ��
�	������ �
�� �
� ����� �
���� �� �� ������� �
��� ��� ��� 	�����
�� 
����������� �
� ������ �������	 ������ �� �
� �
���$���� ��� 	�� �� �
���
� �� �� �����
��� �� �
� �������	 ������ �� �
� 
�������� �
��� �����������	 ����� g �� ����!�� �� �
�
������� �� �
� ��� ���	������ 0� �
� ��� ���	����� ��� 	��������� �� � 1��� �� � ��	���� �� �
���
!��� �
� g ��	��� �� �
� 
������� �� ����!��� �� �� 
������ �
�� �� �
� 
���������� ����� ���
��	
 ���
��� �
�� �� 
��������

��� �����	
���

+� ��������� �
� �����������	 ��	��� �� �
� 
���������� ���� � �
���$���� ������ 	��������� ��
��� ���	����� ��� � 
�������� ��	������ !��� �����������	 	����	������ +� !�� �
�� �
� g$��	���
�� ����!�� �� � ���� −0.51(1)α2� ��	������ �� ����� �
� α2 	����	���� ��� � ���� ���	�����
+� 	��
��� �
�� �)�	� ���
 ��������� ������� ����� 
��������� �� �����	 
���������� ��� ��

�������$��1� ����� 2�� �
�� -������� �� ��������3 �
� ���� 	
������� �� �
� ���� �
���
�������� �� �
� ���� ���� ���� ����� ������ �
�� �
�� �� �
� �����	 
���
����������� �� �����

��� � ������	���� +��
 �� ������� ���� ��� � ������ �������� �������	 !���� � 
�������
�	������ �� � ����������� 	���� �� �� �������� �� ��� ���
 � 1���� ������� 
�����4����� 	����
�� ���5�	��� �� �
� �������	 !���� �
��� ��� 
�����4����� ��
� ����	���� �� �
� 
������� �
�� 
����� 
��	���� �
� ����
������� 
��	��� �		��� 
������������ ���
�� � �
��$������� ���	����$

������� 
���� �� �
�� �
� ����� �
�� ����	���� �� �
� ��� �� 
�������� �� �
� ��������� ���	�����
��� 	�� �� ����	���� 6�	
 � ������������ �� 
��	��� �����
 �� ����	� �
� ������� �)�	��
�������� �� �
�� ������ ����� 
������ � �������� �����
� ���� �
� ����� ����	���� �� �
�� �����	
�������

�.
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 ������
�������	 ���	�

� μ → eν̄eνμ� ���
� ���������
 	
� �� ��������	
��� �����	��� ���� ���� ����
���	�
���� ��

�������
 �� ��
 �������� ���� 
�� ��
���������
 �� ��� �
������ ���	���� �� � �!� �"�
��������� ����
����
� �
�
�����
 �� ��� #�
��
�� ����� 
�� ����� ��
 �$���
���
�

#��	� ����
 �����	�� �� ��	
�
 �� ����
 
�� ���
��%��� ��� 
���� θ ������� ��� ���� 
���
����	���� 
�� ��� �
������ ���	���� �������� 	
� �� ��
������ ��� ���	���� ��
��������� ��

�
	� �


dΓ (μ− → e−ν̄eνμ)
d cos θ

=
Γ + Γ0A cos θ

2
, &"����'

����� A �
 ��� 

������� 
�� Γ0 = G2
Fm

5
μ/(192π

3) �
 ��� ���� ��	
� �
�� �� ��� �


��


���	���� ������ 
�� ������� �
��
���� 	����	����
� GF �
 ��� (���� 	��
�
���

��� ��	
� �
�� �� 
� �����
��%�� ���� ��	
�� ����� �� ��� Γ)���� �� *+� &"����'� �

 ����
�$���
����� 
������ ���� ��������	
��� 
�� �$��������
���� �� �

 ��� ,�
� ��	
� ���	�

 �� 

	�
���� �
���	�� �� ���	� ���)���� ���-� 
��� ���� ��	
��
 �
���� ���)���� ����� 	����	����
 ����
	�������� �������� ���� ��� ��	��� ��

������� ��� �� ���
� ��
���
 ���� ��� ��
� �
��� ��
��� (���� 	��
�
�� GF � ��� �� ��� ����
�
 �� ���	�
� ���	�����
. 
�����
� /����	����
 �� ����
��0������
� +�
������
 
�	� 

 ��� ������ 
��	���� �� ���	����
� ���� 	��
������ �� 1��
� ���!�
��"� ��2� ��3��

��� A)���� �� *+�&"����' �
 ��

 ���� 
������� 
�� �
 ��� 
��4�	� �� ��� ���
��� �
���� #��	�
cos θ ∼ �s · �pe� �� ����
��
 �
���� 
��� 

 
�	�� �� �

 	����
� �� �
�
���
���� ��� 
���	���� �� ���
���	�����
. �����
	����� ������� ��� ��� �$��������
 ���5� �-6� ��
� 	��,���� �
�
�� 7�8

��
	����� �� ��� �
���� ���)	��
���
���� ��-��� ��
����� ��� 
����
� 

������� �� ��� ��
�����
��
��������� �� ��� 
������� ��	
��

9����� �� ��
	���� ��� 	
�	��
���� �� ���
��� �� ������ ��
	�

 ��� ������ �� ��� 
�����	��� ��
*+� &"����'� �����	���� ��� ���	���� �


 
�� �
��
���� 	����	����
� ���
 
����� ��	
� �
�����
�
 ��� �� ��� 
��� �:- �� ��� ����� �� �� �� ��� ��
���� ��������
 ��� ��� ���
��%
���� �� ���
�
������ ���	����� ��� ���	����
 �� ��� ���	���� ������ ����� ��
	���� ��� ��	
� ��
����������
���� 
�� ��� ����
������ 
��������
 M± �� ��� ���	���� ���

��� 
���� ��� ���� 
���� 
�� ��
��� ����
��� ����	�����

������� ��� ����
������ 
�������� ��� ��� ���

��� �� ��� ���	���� �� 
������ ����	����� ��
	�����
�� 
�����	
� 	������
��
 θ 
�� φ ���� ��
��	� �� ��� ���� 
���� ������
 ���� ��� 
��� �:-



���������

M (θ, φ) = cos
θ

2
M+ + i sin

θ

2
eiφM−. �	
�
�


����� ��� �������� �� �������� ������������ ��� ��������� M+ ��������� ��� ��������� ����
��� �������� ���� ������ ������� ��� ���� ����� ����� ��� ���������� �� ��� ������� ��������
������� �� ��������� �� ��� �������� �������� ������ �� ����� ���� ��
  ��
 	
�
 !��� ��
���� �� ������� ���� ��� ��������� ��� "���� ���#�������#� ����� ��� ���������� �� νμ ��� ν̄e
��� ��������� �� ������� ���� ��� ��������� ����� ���� �� ��� ������ ��� ��� ��� ��������
������
  �� ��� ��������� �� ��� ������� ������� M+ $�������
 %��$������� M− ��������� ���
���&�������� ���� ��� �������� ��� ��� ���� ���� ���������� �� ��� ����� ��� ��� ����������
�� ��� ���������' ������� �������� �� ��� �������� ��������� �� ������ $�������
 !��� ��$����
���&��������� ���� ���� ��������� ����� �� ��� ���� ���������
 (�����$� �� M−� ��� ���������
M+ �������� � ������

√
2 (1− x) ����� ��� )�����* ����� �� ��� ������*����� $����� �� ���

νν̄ ����� ������� �� � �������� �������� �� ���� mνν =
√
1− xmμ ����� x = 2Ee/mμ

 M+

��������� $������� ��� x = 1
 +� � ������� ����� �� � ������ $�������� ��������� �� ��� ��������
������������ ���� ������� �� ��� ���� ����� ��$������ ��� ���������� �� ���� ������ ���������
�� ��� ��������� ������� �� ��� ���� ����
 ����� ��� ���� ����� �� ���������� �� ����� ��������
��������� ��� ��������� �$������ �$�� �������� �������� �� ������$�


,������ ������� �� ������� �-���� �� ��� ���� ����� ������ ��� �� �� ����������� ��� ����
�.�������� ��� ������
 /����������� �� ������� ������������� ��$� ���� ��������� �$�� �����
��� ���������� ����� 0���1 ��������� ��� �����$��� �� ������ $��������
 !�� ������� ��� �������
��������� �� ����� �� ��� ������� �� ��� ������ �� ��� ���� ������*����� P ��� ξ� ��� �� ��� ���
������ /������2��������������� ���������� 0��31� ������� �� ��� ����� ��������� �� A = Pξ/3�
�� �� ���� �������� ���� �-����
 !�� ������� ���� $���� ��

|Pξ| = 1.00084+0.00029+0.00165
−0.00029−0.00063; �	
�
3


��� &��� ����� �� ����������� ��� ��� ������ ����������


����� α/π ∼ 2 · 10−3� ����� α �� ��� &�� ��������� ��������� ��� ����������� ���������� ��� ���
��������� ������ �� ��� $��� ����� ������� �������� 456 �����������
 7������������� ��������
���� �$�������� ���� ����������� ��� ����
 +������� ��� �������� ��������� ��� �������� ��
�89: 0��;1� ��� ���������� �� ��� �������� ���� ��� ���������� ���� �� �<<� 0��91� ��� �����

��	�� 	
� 	��
���� ����	� ���� ��	����� ��� 	
� ����	��� 


+� �� ���� ���� ��� �������� ����������� �� ��� ��������� ��� ������������ ���������� �� �����
���� �� ��� ��.�������.������������ ����� �==)>
 �-����� ��� �������� ���� �� ���� �����
 ?�
���� ���� ����� �� �� ��������� ��������� �� ��&���� ��� ������*����� ��������� �� �$���� ����
���������� ����������������� ����� ���� ������ �� ==)> ��� ��� &��� ����
 !��� ��������� �����
�� ��� ��������� ����������� �� ��� ==)> 456 ����������� �� (α/π)2 lnm2

μ/m
2
e� �� ���� �����

�� ������ ���� ��� ���$� �������� ��������
 %������ ��&������ �� ��� ��������� �� ������ �� ��
��� ��� �������� �������� �����.�������
 ?� ������� ���� �� ������ �� ������� 	
3


!�� ��������� �� ��� ����� �� ������*�� �� �������
 7� ��� ��.� ������� �� ������� ���������
������� �� ��� �����������
 7� ������� 	
3 �� ������� �������������� &��� ������ ��� ��������
��� ��������� ���� ��&������ �� ��� ���������
 7� ������� 	
; �� ���$��� ��������� ������� ���
��� ��������� ��� ������� ����� �����&����� ��� ��� �������������� �� ������������
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e
z +1 e νν̄

A
P = 1

A =
dΓ

d cos θ

∣∣∣∣
cos θ=+1

− dΓ

d cos θ

∣∣∣∣
cos θ=−1

.

dΓ

Aλ(�n)
�n λ

Aλ2,�n2 =
∑
λ1=±

Aλ1,�n1 ρλ2,�n2;λ1,�n1 ,

ρλ2,�n2;λ1,�n1

�ni = (sin θi cosϕi, sin θi sinϕi, cos θi)

ρ+,�n2,+,�n1 = c2c1 + s2s1e
iϕ21 ,

ρ+,�n2,−,�n1 = −c2s1 + s2s1e
iϕ21 ,

ρ−,�n2,+,�n1 = −ρ∗+,�n2,−,�n1
eiϕ21 ,

ρ−,�n2,−,�n1 = ρ∗+,�n2,+,�n1
eiϕ21 ,



����� ci ≡ cos θi/2� si ≡ sin θi/2� ��� ϕ21 ≡ ϕ2 − ϕ1	 
� ��� 
�	 ��	�	�� �� ��������� �������
��� �������� ���������� ��� ����� ����� ��� ���� ���� ������������ ���� �� �������� ��� ���
����������� �� ��� ���������	

��� �����	
�
���
� ���� ����
�

 � ���� ��� ������� ��� ��� ����!��!������� ����� �� α� ���� ������ ������ �� � "��� �����
���� � ������ ��������	 #�� �� $$%&� ��� "��� ����� ��� ��'� �� ���������� ��������!��������
���� μ− → e−e−e+ν̄eνμ	 (� ��� ������������� ���� �������� ���� �� ���������� ���� ������� ��
��� ���������� ���������!���� ����� � ��������� e+e− ���� �� ����������������� ���� � ������	

)����'��� �����!�������� "��� ������ ���� � ������� ��� ��� ����������� �� ��� ���������*
����� �� ��� ��������� ������ ��"�� ��� ���� ������������ ����+ ,�� ��������� ������ ��
�����!��� ��� ��������� ���� �� ������ ��� ������������ �� ������������� �� ��� "��� ������	

-������ �� ������ �� ������ ��� ��������� �� ��� ������� �������� �� ��� ����������� �� ���
���������	 ,��� ������ ������� �� ������� �� ���� �������� �� �������� �� ��� ���� μ → eν̄ν
����������	 .���'��� �� ��� ������� �������� ���������� ���� ��� ������ ��������� ���� � ���������
e+e− ����� ��� �� ��� �������� �� ���/�� �� �� ��� ��������� �� ������� ��� ���������� ���
�������!���� ��� ���� ��������� ���� ��'� ��� ������ �������� �� ��� ��������� ��������� ���
��� ���������	 ,��� �������!���� ���� ��������� ��� ������ ���� ��� ��'������� �� ��� '������
���������� ����� ����� �� 0��� ��� �������� �� ��� "��� ����� �� ���� ��� ��������� �� �������������
��/�� �� ��� ������������ ���� ��� ��� ���� ����	

.����� ��� ����� �� ��� ��"������ �� ��� ���� ��������� �� ������	 .���'��� �� �� ������� ��
�����!��� �������� ����������� �� ��� ������� �� ��� ����/ 0��� �������!���/���� ���������
�� ����������'� 123 45657	  ���� �������� ������� �� ������������ �������� ��������� ���
��������� ��� ������� ��� ������������� ��"���	 8������������� ���� �������� ��� ���������� �
���������� �� �����!�������� "��� ������� ��� ������ �� 9��	 45�67	

,� ������� ���� ����� �� � ��� ���� �� ������������� ����� ��� ��� � ��������� �� ��/� � �������
���� ����������� �� ������� �� ��"�� ��� ���� ��������� �� ����� �� �����!��� ��� ���������!
���� ��0����� ������� ������� ������� �� ��� �������!���/���� ��������� �� ����������'� 123
456�7	 ,� ���� ���� ��� ���� ���� ����� �'��� ���� �� ��������� "��� ������ �� ���� ��"�� � ���
�� �������� ��� ������ 0���� ��� ���� ��� ��� ����	
� ����� ��� ������������� 	�	����� 
	�
 ��
��� ��������� �� ��������� ��� ���������	 ,��� �� ���������� ������� 
�	 ��	5	5� ������� '����
�� �� ��������� ��� ����� θ ����� �� ��� ��������� �� ��� �������� 0�� ������ ���� ��� ��������� ��
��� �������� ������	

,�� ������ �� �� �����!��� ���� ��"������ �� 0�� ���������� �� � ���� ��'������ �� 123 ����
�	�	 9��	 45667 ��� � ��'����	 .���'��� ����������� 0�� ���������� ��� :�'��!����� ����� ��
������������ ��� �� ����� �� ���� ����!��"��� ;��������< 0���	 ,�� �������� ����"������ ���
���/�� ��� �� 456=7 ��� �� ������ � �������� 0�� ��������� ���� ���� ���/	 ,�� 3����� 0��
���������� ���� ������ ����/��� ��� 0�� ;:�'��<� �� ��"��� �� ��� �������� ������� ���� �� ��/�
�� ��

y
(F )
ij =

2(1− cos θij)

m2
μ

×
{

max(E2
i , E

2
j ), ������ �� i, j �� :�'������

min(E2
i , E

2
j ), ������ �� i, j �� :�'��������

��	6	5�

��� �� ��� ���������� ��������� ���� �� ��/� �� �� � ������ �������� �� ��� ����!������� ��
������� ���� ��� ��!�������� �� � 0��	 
��� ��� ������� �� 
�	 ��	6	5� �� ������� �� �� �'���

>?



�� ��� ���� 	�
��
 ��� ����� �� � ������ �� ������	 �� ��� ���
���
 
����� ��	 ��� ����� �� � ���
�� ����� �� ��� ��� �� ������ �� ��� ����� ��� ���
�	��� �� ���������� ������� ��� ���
������	
���� � ������� �� � 	�����
� y

(F )
ij ��� ��� ���� �� ������� ���� ���� 
����� ����� y ��	 ���

��������� 
�������� ����� �� ������� ���
����������� ��� ���������

!��� ���� ��	�"
�����
 ��� ��������� �� 
��
�����	  ��� �����
� �� ��� 	���
���� �� ��� ���	���
�� ��� ���
���� ����
 �� ���� ���� ��� ��� ��
������
��	 �� ��� ��� ���������
 ��  ��� �����
�
�� ��� 	���
���� �� ��� 	���������
���� ��� �� ���� ���
����� ��	 �� �� � ������ ���� #� ��� �����

 ��� ��� ��� ���������� ��������� ��������
 y → 0
 ��� ����	�"��	 ������ 
���������� �� ���
��������� �����	 �� ��
�����	� ���� ����� ����
 �� ��	�� α2
 ��� ��������� 
������� α2 ln y
������

�� 
����� ��� ��� ���������� ��������� y �� � ��������  ��
  � ���� ���� � ����������� ���
����
���	��������� ����� ������� �� � 
��� �� ��� ��$� θ ∼ me/Ee �����	 ��� 	���
����� !� �������
���� ����� ������� �����	 �� ������	 �� ���� �� ��� ���
���� ���
  ���� ������� ������	 �� ������
������ �����	 �� 	�������������� �%������������� &��
�
 � �����
����������	 
���
� �� ��� ���
���������� ��������� ��

y ∼ θ2E2

m2
μ

∼ m2
e

m2
μ

∼ 2× 10−5 '(�)�*+

,��� ����
 ��� ���� 
���
� �� ��� ���������� ���������
 ��� �������	� �� α2 ln y �� ������� ��
���� �� α2 ln(m2

μ/m
2
e)  ��
�  ���	 ���� �������	
 ��	 ��� ���� �� ��� ���
���� ���� �������	�

�������� ln(10−5) ∼ 12 
 1
 � ����������� �� α2 ln y 
����
����� �� ��� ���	�	 ��
���� ���
-./ 
������� 
������� �� �����
 �� α2 ln y � 1
 ��	 ���� ��
���� ��� 
����������� �� ������
���
���� ������ '��� ���� ���
�  ���� ��
� �����
�	 
����
����� ������+ �� ��� ��������� ��
���������� ������

��� �����	� 
�� �
�����
��

0������� ��� ��� ���������� ��������� y = 10−5
  � "�	 ��� ���������

A(y = 10−5) = A0

[
1− 2.95 a+ 11.2(1) a2

]
, '(�1�2+

 ���� A0 = −1/3
 a = ᾱ/π ��	 ᾱ �� ��� MS -./ 
������� ���������$�	 �� ��� �
��� μ = mμ�
#� �� �������� ������ ���� ��� 
�����
�� "�� ����
���� 
�������
 ᾱ = 1/135.90� ��� ��
��	 ��	��

����
���� �� ��� ��������� ��������� �� 0.6 × 10−4� ���� �� ��
� ������� ���� ��� 
������
�%���������� ���
����� �� 2.9 · 10−4 '��������
��+ ��	 ∼ 10−3 '���������
+�

!� ���� ���� ��� 	����	��
� �� ��� ��������� �� ��� ��� ���������� ��������� �� ��
������
��� ���	��� ��	�� ��������� A0 �� ��	����	��� �� y� ��� ,�3 
��4
���� �%������ � ������
	����	��
� �� y ��� ����� y� ��� 	����	��
� �� ��� ,,�3 
����
���� �� ��� ��������� ��
��� ��� ���������� ��������� ��� ����� y 
�� �� �����%�����	 �� 9.5(1) ln y− 0.14(1)
 �� ��� �
�� 5��� (�*� ���� 5����� ��� � ���� � 
����� �� ��� ��� ���������� ��������� ���� 10−5 �� 10−2


������ ��� ��
��	 ��	�� 
����
���� �� ��� ��������� �� 10 ���
���� ��  � �����	� ����
�	

� 
���
� �� y ��
 �� ���� �����
 ���������� �� ��	������	��� � 
��������	��
� ��� ��� ���
����������� ����� 62*)7 ��	 ��� ��������
�� 
��
������� �������	 ����� #� ����� � ���� 5��� (�*
���� ���� ����� ��
���� ��������  ��� ��� ���
����� �� ��� ��������� ����������� ��
����

��������� �� 0.6× 10−5
 ��� ���� ��� 
������ ������

!� ���� ���� ��� �

�����
� �� ��� �!#8� �%�������� �� ������ 
�����
���	9 ���
����� ���
�

����	 �� �����
���� ������� ��	 ������ �������� #� �� ��������� ����������� �� ��	������	
 ��� �%���� ��� ��������� 	����	� �� ��� ���
���� ������ ����� ����
��	 �� ��� �%����������
��������� �� "�	 ���
  � 
������	 ���� ������ �� ��� ��������� ���� 	�:�� �� ��� 
�� ��

;<



 9.8

 10

 10.2

 10.4

 10.6

 10.8

 11

 11.2

 11.4

 1e-05  0.0001  0.001  0.01

a 2

y

Numerical result
Logarithmic fit

������ ��	
 ����
��
�� �� ��� ����
� ����� �������� ���������
 �� ��� ��������� �
 ��� ���
���������
 ��������� y� ��� ����� ��
� �� ��� �� �� ��� ��
����
 c1 + c2 ln y� ���� c1 = 9.5(1)
�
� c2 = −0.14(1)�

��� ��
���� �
���� �� ��� �������
 ��� Emin < Ejet� �� ��
����� ���� ������ �� ��� ��
���� ���
�
���� ���� Emin = 10, 20, 30, 40 MeV� ��� ������� ��� ����
 �
 �� �� ��! ��� ��� ������ �� ���
��� ���������
 ���������� "� �� ������
� ���� ���� �� �� ���� ���������
� ����
��� ����
� �
 ���
����� �� y �
� �
 ��� ��� �
���� �
������� ���� �� ��� ��
��#��
�� �� ��� ���� ���� �������
 �
����
�� 
�� � �����
���$���� � ����� �� �
 me → 0 ������ �� ���� %%&' ���������
� �� �������
 �
����
�������� ��
���
� ln2 y$�
��
��� ������ (
������� ����������� ���������
� �� ��� ���������
�� %%&' α2 ln2,1 mμ/me ���� �������� �
 )���� *!!+� !!,-� (� ������� ���� �� �� ��!� ./�
���������
� ��� ������������ ����� �
 ���� �� y = 10−5� ���������� �
 ��� ����� ���
 ��� ��� �
 ���
��
���� �������
 ��� �
���� ���������� ��� 0�
������  ��
���� mμ/2� ����� ������� ����
���
������� ���� ��� ��������� �� � ����
� ��
����
 �� ��� �������
 1�� �������
 ���2 �
����� ����
������� ���� ������ ��� �
�����������
 �� ������� �� �������� ��������� ���������
��  �����
������ ��� �
���� ��� ��������� ��
  � ������������� �������� �
�����
� ��� �3������
���
����� 4�
�� ���
 ����� �3������
�� �� 
�� ��� ��� ��
���� �� �����
 ����� ����� ��5���
����
����������
� ���� ������� �������
� ���  � 
������ ���� �����
� �
 �
�������
� ������
�� ���
��� �������

"� �� �
�������
� �� ������� ���������
� �� ��� ��������� �
� ��� ���������
� �� ��� ����� �����
6��������
� �� ��� ����� �������� �
 )��� *!!7-� ����

Γ = Γ0

[
1− 1.81 a+ 6.74 a2

]
. 1��8�	2

4�
�� ��� ����� ���� Γ �� �
���$��� �
���� /#� 1��8�	2 �� �
����
��
� �� y� 6������
� /#� 1��8�	2
�
� /#� 1��8�!2� �� �
� ���� ���������
� �� ��� ��������� ��� ������� 9������� ��� ��������
��:� �� �� ��#��
� ���;���
�� �
 ��� ������ ����� ������ �� ������� �� �
  ��� ������

(
����� ������ �� ���������
� �� ��� ��������� �
� �� ��� ����� ���� ��� ��� �������
 ���� �5����
O(me/mμ) �
� �� �� �
�������
� �� ������� ���� ���� ��� ��:� �� %%&' ./� ���������
�� ���
 ��� ��� ����� ���� �
� ��� ���������� ��� ���������
 �� ����� O (α2) �� ��� ����� ����� �����
�� ���� �������
� ���
 ��� �5��� �� ��� �������
 ���� �
 ��� ������ ����� ����� ����� "
 ���� ��

�<



a(0) a(1) a(2) δNLO,% δNNLO,%
Emin 10−5 10−2 10−5 10−2 10−5 10−2 10−5 10−2 10−5 10−2

10 MeV 1.01 1.01 −4.01 −3.25 12.6 11.7 −0.9 −0.8 6.9 · 10−3 6.4 · 10−3

20 MeV 1.05 1.05 −5.96 −3.73 21.1 13.8 −1.3 −0.8 1.1 · 10−2 7.2 · 10−3

30 MeV 1.05 1.05 −9.24 −4.19 49.3 15.9 −2.1 −0.9 2.6 · 10−2 8.3 · 10−3

40 MeV 0.87 0.87 −11.78 −3.79 98.4 14.1 −3.2 −1.0 6.2 · 10−2 8.9 · 10−3

����� ���	 
��
 ��������� �� � ��
����
 �� ��� ��
���� ��� �
���� ���� ��� ��������� ��
������
 �� A = −1/3 (a0 + a1ā+ a2ā

2)� ��� �������
�� a0,1,2 ��� ����
 ����� ��� ��� ������
�� ��� ��� ��� ��������� y = 10−5 �
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 ���� �"��� �� ���������� �� �������
�� ��� ������ �� me/mμ �
�
���� �� ����������� 
��������� #�$%&� ����! ��� ��� ���������! ��� ��������� ���������
� ��� ����
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� ���
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 �	
����
 ����
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	� 
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�� ��� ������	� �� �� �������� ���	���������
	 )*+, ����� ��� &( �����������
�� -./01 �
���
���� �� #� �������� 2�� ���� ����
���������� ��� ���� ��� 	��� 
��� ��� �
�� 
� �� 
������	�
��� �������� *+ ������
�� �� ��� �������� �� � 3+ #� 4+
�
��� $�#���	�
��5

p → p
′
= p− q

c
A (r). )6�.�.,

����� q 
� ��� 	����� �� ��� ����
	��� 
		���
����� ��� ����� �������� �� � ������ 	�������
�� N ����
	��� 
� ��� ������
�� �� ��� ����������� �������

P → P
′ ≡

N∑
a=1

p
′
a = P−

N∑
a=1

qa
c
A (ra) , )6�.�7,

2�� 
������� �����
 � �������� ����� ��� �� #�

πa → π
′
a ≡ pa − ma

M
P

′
= πa − qa

c
A (ra) +

ma

M

N∑
b=1

qb
c
A (rb) )6�.�8,

9��� �� �� � ��� ��
�	��� ����� ���������� {p,P, π} �����	�� #�
{
p

′
,P

′
, π

′}
� 2�� ���#���

	���� ���� ��  ��
�� ��� �
� ����#�� �� ��� ��
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�������� �� 	
��
� ���� ��� �
��	��� 
� � �����
�� �
�� 	
� 

����� ���� ������ �	��
��[
p
′i
a , p

′j
b

]
=
[
pia −

qa
c
Ai (ra) , p

j
b −

qb
c
Aj (rb)

]
= −δab

qa
c

{[
pia, A

j (rb)
]
+
[
Ai (ra) , p

j
b

]}
�������

��	������� ��� ��
�� ��������
	 �
�� 	
� ����� �
 ���
�  ��� 
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�	 �� ����
���� ��
��
 ��������� !	 ��� "��� �������� �� ������ A = {0, A}� ����� A = 1

2
B× r�  ���� �� ����

��� ����� �	 ��� ���
#��� 
� �������[
pi, Aj(r)

]
+
[
Ai(r), pj

]
=

1

2

{[
pi, (B× r)j

]
+
[
(B× r)i , pj

]}
=

1

2

{[
pi, εkljB

krl
]
+
[
εmniB

mrn, pj
]}

=
1

2

[−iεkljB
kδli + iεmniB

mδnj
]

= −iεijkB
k �= 0 �����$�

 �� ��

	� ������� �� � ���	� ���� ���
��
��%	���
 �&�
��	���� Aμ = εμf (n · r)� �����
f (n · r) = − B√

2
(n · r)� εμ �� ��� �
��������
	 ��
�
� 
� ��� �
��	����� 	 �� ��� ��
��%���
	

��
�
�� !	 ���� 
��� ��� �
��
��	% ������
	� ��� �����"��

ε·	'( �����)�

n · n = 0 �������

ε · ε = −1 �����*�

 �� ��� 
� ��� 

������
�� ���	� 
�� �
 ��[
pi, Aj(r)

]
+
[
Ai(r), pj

]
= − B√

2

{[
pi, εjnkrk

]
+
[
εinkrk, p

j
]}

= − B√
2

{
εjnk (−iδik) + εink (−iδkj)

}
=

iB√
2

(
εjni − εinj

) �= 0 �����+�

 �����
�� 
	� 
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� ��� ���� ��� 
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	�	�� 
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��	��� 
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′
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�# �	� /
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P
′ ≡

N∑
a=1

p
′
a ������(�

��� 
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	�	�� 
� P
′
�
 	
� 

����� ���� ��
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���� ������� 0�	
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��� ��� 1�� ��%����
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V (A) 8�<$9

G → V (A)GV −1 (A)

= G+ [V (A) , G]V −1 (A) ��������
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 �	
� �� ��� �	��
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������ �	 ���� ���� ��	 �	�	��
 ���	��� �������������� �� � ���� �	
��� 
�� �	 	���	��	� ��[
ct

′

r
′

]
=

[
γ −γβ�

−γβ I + (γ − 1) ββ�/β2

] [
ct
r

]
, !"�#�#$%

��	�	 β = v/c� γ = 1√
1−β2

= (1− β2)
− 1

2 � &�����	 �	 ���	 �� 	
	
�������	��
 �
��	 ���	

���
� ����	
� �
��� ��	 � ���� �� ��	 
��������' ����	 �� ��	�� ��	 �	
��������
 ��������� τ =
n · r = ct− x� ��	�	 n = (1,n) , ��� x = (ct, r)� � �� 
�

	� ��	 ����������� ���	
����� �� ����

��	� ��	 �	
�� �� ��	 �
��	 ���	 ��	 ���
����� �� τ � �� 
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�� �
��'� ���
� ���	��� �������������� M� ���
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 �	
�� ���
�	�	�(

ϕ
′

A
′

)
≡ M

(
ϕ
A

)
=

(
ϕ− ∂λ

∂t

A+ ∂λ
∂r

)
!"�#�#(%

��	�	 λ �� � ���
���� �� ���
	 ��� ���	� �� ���	� �� ��� ��	 �������������� M� �	 
������
�
�� ���� � ��	
��
 ���	��� �������� L )#(*+ ���� �� ��������' �������������� �	
�
��' β� ��
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�' � ���	 �������� R �� ���
	� ���� �������������� ��� �� ��	�	��	 ��	 ���	
���� �� ��	 ���
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M
(

ϕ
A

)
= RL

(
ϕ
A

)
= R

(
γ (ϕ− β ·A)

A+ (γ − 1) (β ·A) β−2β − γϕβ

)
!"�#�#,%

�	 ��' 
����	 β �� ��	 (x, y) �
��	� ��� 
	� α �	 ��	 ���
	 �	��		� n ��� β� &��
	 ��	 ���	���
�������������� M ���� �	 ��	 
������ ��� ����
� �
�� �	 � ����	 ��������������� ��	 ����� 
������ ���	
���� n �� ��	 �
��	 ���	 �	
� ��

 ��� �	 �����	� �' ��	 ���	��� ���������������
-	�
	����� ��	 �������� R ����
� �	 �� ��	 (n, β) �
��	� ���
� �� ������ ��	 � ����� &� M 
��
�	 �����	� ��

M = R (ψ)L (β, α) =

⎛
⎜⎜⎝

1
cosψ − sinψ
sinψ cosψ

1

⎞
⎟⎟⎠

×

⎛
⎜⎜⎝

γ −γβ cosα −γβ sinα 0
−γβ cosα 1 + (γ − 1) cos2 α (γ − 1) sinα cosα 0
−γβ sinα (γ − 1) sinα cosα 1 + (γ − 1) sin2 α 0

0 0 0 1

⎞
⎟⎟⎠ !"�#�#.%

��	 M ���� �	 ��	 
������ ��� ��	� ��� �
�	� ��	 	
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 �	
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���	����
� ϕ� A� ϕ

′
� A

′
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���� λ ��	 ���
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��	 ��

����� �	
������

∂λ

∂t
+

∂λ

∂x
= 0

∂λ

∂y
=

∂λ

∂z
= 0 !"�#�#*%
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[sinψ + (γ − 1) cosα sin (α + ψ)− γβ sin (α + ψ)]ϕ+

+ [cosψ − 1 + (γ − 1) sinα sin (α + ψ)]Ay = 0, ��������

[cosψ + (γ − 1) cosα cos (α + ψ) + γβ cosα− γβ cos (α + ψ)− γ]ϕ+

+ [− sinψ + (γ − 1) sinα cos (α + ψ) + γβ sinα]Ay = 0 ������"�

��	���� ���
� �!�
����
� �� ���
�� ��� 
��	�


α = arccos
γ − 1

γβ
= arccos

γβ

γ + 1
⇔ 1− β cosα =

1

γ

ψ = π − 2α ������#�
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M (γ) =

⎛
⎜⎜⎜⎝

γ − (γ − 1) − [2 (γ − 1)]
1
2 0

(γ − 1) (2− γ) − [2 (γ − 1)]
1
2 0

[2 (γ − 1)]
1
2 [2 (γ − 1)]

1
2 1 0

0 0 0 1
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E (τ) = m
(
1− ν2 (τ)

)− 1
2 ≈ m

(
1 +

ν2 (τ)

2

)
�����'��

P (τ) = mν (τ) j+
1

2
mν2 (τ)n �����''�

����� ν (τ) = e
m
(−AμAμ)

1
2 �
 
 ��&��
���	�

 �
�
&����� -��� �� ��		 
��� ��
� ��� &�&��.
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+
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�
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M (γ) ��
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 �!���
	��� �� 
 �
��� ��
�
 ��&
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M (γ)

(
E (τ)
P (τ)

)
=

(
m
0

)
�����'��
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 M (γ) 
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γ (τ) = 1 +
ν2 (τ)

2
, �����'/�

0���� ���� ��� %������ ��
�
 ��&
���� �
� �� ������� 



M (γ) =

⎛
⎜⎜⎝

1 + ν2

2
−ν2

2
−ν 0

ν2

2
1− ν2

2
−ν 0

ν ν 1 0
0 0 0 1

⎞
⎟⎟⎠ �����'��
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	���� ���(
E (τ)
P (τ)

)
= M−1 (ν)

(
m
0

)
= M (−ν)

(
m
0

)
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�
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� "	��
�) ���
� 	��
	$����	�� ��  �
���	
� 	 ν

R (ν (τ)) =

⎛
⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0

0 1−ν2/4
1+ν2/4

− ν
1+ν2/4

0

0 ν
1+ν2/4

1−ν2/4
1+ν2/4

0

0 0 0 1

⎞
⎟⎟⎟⎠ ��
�
���

L (ν (τ)) =

⎛
⎜⎜⎜⎝

1 + ν2

2
−ν2

2
−ν 0

−ν2

2
1 + ν4

8(1+ν2/4)
ν3

4(1+ν2/4)
0

−ν ν3

4(1+ν2/4)
1 + ν2

2(1+ν2/4)
0

0 0 0 1

⎞
⎟⎟⎟⎠ ��
�
�*�

+� ��	��� ,��$ �
 ��
� ���� ��� ��� ���
� 	�����	
� ���� �� ��� ���,�
� ��	�� ��� 	$�����	

�
 ���  	��-����	� �$���
 ��� �		�� ���	���� β �� ��	��
 �	 �� �
 ��� (x, y) $��
�
 .
 ���

�/� ��������	
# �� ���� ������ ��� "	��
�) ���
� 	�����	
 ���� β �
 �
 ��������� �������	


0	��	���# �� ���� ��� ���� ��� �����
�� 	 ��� ���
� 	�����	
 ��
�	�� ��
 �� ������
 �
�	 �	��
�	�$���  	���


����� ����	
� 
��	
�����
��	 ���	� �	 ����
���� �����
��	

��� �		�� ���	���� β ��� �� ��	��
 �
 �
 ��������� �������	

 +� 
	�� � ��� �
��� ������

β⊥�
� ��� � �/�� �� θ# ����� β⊥�� ��� $�	1����	
 	 β 	
 ��� (y, z) $��
�
 ���
# ��� "	��
�)
���
� 	�����	
 L �
� ��� �	����	
 R ��
 �� 	����
�� �
 ���  	��	��
� ��� 2���3

L (ν, θ) = P (θ)L (ν, θ = 0)P−1 (θ) , R (ν, θ) = P (θ)R (ν, θ = 0)P−1 (θ) , ��
�
�&�

����� P (θ) �� � �	����	
 �����/ 	 �
��� θ ��	�
� ��� / �/��
 ��� �	����	
 R �� ��	�
� ���
�
�� ����	�

u =
n× β√
(n× β)2

��
�
�4�

���� �
 �
���

α = π − 2 cos−1
{
β−1
[
1− (1− β2

)1/2]}
, ��
�
���

����� n �� ��� $�	$�����	
 �
�� ����	� 	 ��� $��
� ����
 +��
 n �� ��	��
 �	 �� ��	
� ��� /
�/�� �� �� ��� �� 	��# �� ���� 2���3

L (ν, θ) =

⎛
⎜⎜⎜⎝

1 + ν2

2
−ν2

2
−ν cos θ −ν sin θ

−ν2

2
1 + ν4

8(1+ν2/4)
ν3 cos θ

4(1+ν2/4)
ν3 sin θ

4(1+ν2/4)

−ν cos θ ν3 cos θ
4(1+ν2/4)

1 + ν2 cos2 θ
2(1+ν2/4)

ν2 sin 2θ
4(1+ν2/4)

−ν sin θ ν3 sin θ
4(1+ν2/4)

ν2 sin 2θ
4(1+ν2/4)

1 + ν2 sin2 θ
2(1+ν2/4)

⎞
⎟⎟⎟⎠ ��
�
���

��



R (ν, θ) =

⎛
⎜⎜⎜⎝

1 + ν2

4
0 0 0

0 1− ν2

4
−ν cos θ −ν sin θ

0 ν cos θ 1− ν2

4
cos 2θ −ν2

4
sin 2θ

0 ν sin θ −ν2

4
sin 2θ 1 + ν2

4
cos 2θ

⎞
⎟⎟⎟⎠
(
1 +

ν2

4

)−1

��������

��	
��
�	���� ��� ����� ����	�� ���	
��������	 ��	 �� ������	 �	 ��� �������	� ����

M (ν, θ) = R (ν, θ)L (ν, θ) =

⎛
⎜⎜⎝

1 + ν2

2
−ν2

2
−ν cos θ −ν sin θ

ν2

2
1− ν2

2
−ν cos θ −ν sin θ

−ν cos θ ν cos θ 1 0
−ν sin θ ν sin θ 0 1

⎞
⎟⎟⎠

�� ��� 
������� ��� ��� � �!���

��	
 �� �	���"
��	� � 
�� �� 
	�� ��
�# �����


f =

(
1 +

ν2

4

)− 1
2

⎛
⎜⎜⎝

0
1
2
ν

cos θ
sin θ

⎞
⎟⎟⎠ , h =

(
1 +

ν2

4

)− 1
2

⎛
⎜⎜⎝

0
−1

1
2
ν cos θ

1
2
ν sin θ

⎞
⎟⎟⎠ ������$�

k =

⎛
⎜⎜⎝

1
0
0
0

⎞
⎟⎟⎠ , l =

⎛
⎜⎜⎝

0
−1

− sin θ
cos θ

⎞
⎟⎟⎠ ������%�

&	� ��	 �� ��
���  ����� ���� k2 = −f 2 = −h2 = −l2 = 1� �	" f · h = k · f = f · l = h · k =
h · l = k · l = 0� '�� ����� ��� ��
�# �����
 ���� �� ���� 	��" ���

a =

(
0
a

)
=

⎛
⎜⎜⎝

0
0

cos θ
sin θ

⎞
⎟⎟⎠ ; j = n+ a =

⎛
⎜⎜⎝

1
1

cos θ
sin θ

⎞
⎟⎟⎠ ������(�

)��� �� 	����� ���� j2 = a2 = −1 �	" j · n = a · n = 0� *��� ��� �����	�	�
 �� ���
���	
��������	 �������
 ��	 �� ������	 �
 �
	����	
 �� ���
�  �����


Lσ
ρ (ν, θ) =

(
1 +

1

2
ν2

)
δσρ +

1

2
ν2hσhρ +

1

2
ν2lσlρ

+

(
1 +

ν2

4

)1/2

νgσωεωραβh
αlβ

Rμ
σ (ν, θ) =

(
1 +

ν2

4

)−1 [(
1− ν2

4

)
δμσ +

1

2
ν2kμkσ − 1

2
ν2lμlσ − νgμωεωσαβk

αlβ
]

��������

Mμ
ρ (ν, j) = Rμ

σLσ
ρ

= δμρ + ν (nμjρ − jμnρ) +
1

2
ν2nμnρ ������+�

����� ����	
� ����

�� �	 ���	�� ��
��

&
� ��� � "�
�


��	 �
 ��� ���
� ,	"�	� ��� ����	�� �������� �	 ��� ��
�# ����� 
����#����

����� '�� �������� �
 

���
�" �� �� ��
� ���	� �� � ��
�� ���	
��������	 �	 � ����������	����
,��" ��
�#����	����� -	 ��� ��
� �� �
�	�
� �����	��
� �� ��	"�� �� ����� �
 

�� .�	" ��
����	�� �������� ����	� �	 � 
��	��� /��
����� ���
 ���� �	"��" ��	 �� ����� �"� &	� ��	 ,	"

(�



�� ������	�� �
������ V �� � 

	� 1
2

���	���� ���� ����
����
 � �	��� 
����	�� ϕ �� ��� ���������

�	��� �����	�� 	��� ψ = Vϕ� ��	�� 	
 ��� 
����	�� �� ��� �����

���	�� �	�	����
���������
�	��� �����	��� ���� 	
 �� 
��� ϕ ��� ψ ��� 
����	��
 �� ��� ������	�� �����	��
 �����

���	����

[iγμ∂
μ −m]ϕ = 0

[γμ (i∂
μ − qAμ (τ))−m]ψ = 0 ����� !"

��� 
����	�� �� �����	�� ����� !" 	
 ������ #��$�� 
����	�� %� &� ''(

ψp = Tp (τ) exp [−ieλp (τ)]ϕp �����)*"

�����

Tp (τ) = exp

[
− q

2 (n · p)γ · Aγ · n
]
= 1− q

2 (n · p)γ · Aγ · n

λp (τ) = − 1

(n · p)
ˆ τ

−∞

[
p · A

(
τ

′
)
− q

2
A2
(
τ

′
)]

dτ
′

�����)�"

+	���
/a/b = a · b− 2iaμbνs

μν , �����),"

���	�	�� ��� ������ n · ε ���� ����
 �� n · A = 0� �� ��� ��	�� ��� �
������ Tp (τ) �


Tp (τ) = exp

[
− q

2 (n · p)γ · Aγ · n
]
= exp

[
−i

q

2 (n · p)Gμνs
μν

]
�����) "

����� sμν = i
4
[γμ, γν ]� ��� Gμν = kμAν − kνAμ� -��� ��� ��� �� �	�� ���	�� (n · p) �
 np�

��������� Tp (τ) = exp
[
−i q

2np
Gμνs

μν
]
�

.��� ��� �
 ���	�� ��� ������	�� �
������ V � /� �

��� ���� ��� �
������ M ���� �� ���
���$	�� ��� ��
���
 �� ��� �������� �� ��� 
���	���� ��� 
���	��� 	
 ��� ��������� 	� � 
���

���� �� ��� �	��� �������� p� ��� 0�����1 �
������ M ��� ��
��� �� t� r� ��� ��� �����
�������� p� ��� ���������� 	� ������� 	� ���
 ��� ������� �	�� p ��� A� 2� ����� �� �
�
��� �����	�	
�	� 	����	���� �� ��� �	��� �����	��� �� 	�������� ���	�	���� ����	�	��
[

∂ρ,Mμ
ρ

]
= 0[

Aρ,Mμ
ρ

]
= 0

/� ��
� 	�������� ��� �������	1�� ����� ����
������	��


Aμ → Aμ + [∂μ, λ] , ψ → exp (ieλ)ψ �����))"

����� λ 
��	
��


[λ,Aμ] = 0

[λ, [∂μ, λ]] = 0

3�� ��� ���	�� ���� M� λ� ��� [∂μ, λ] = nμ [∂/∂τ, λ] ������� �	�� ���� ������ 4
	�� ���
�����	�	
�	� 	����	���� �� ��� �	��� �����	��� ��� ��� ���� ���� M 
����� �� �� ��� 0�����1
��
�� 3�� ��� ����	�� ��� ��������� �	��� �����	�� �
 %� �((

γρMρ
μMμ

αi∂
α −m

)
ϕ = 0 �����)'"

5&



������� T �� �	� ���
�� �������� 
�������
��
� �� �	� ����
�� �������� M� �� �	�� 	��� �	�
�������
� �������
�

Mρ
μγρ = T−1γμT

T−1 = γ0T †γ0

�	�
� �	� �������
 �������� 
�
  � ��������
 �
��

(γμMμ
αi∂

α −m)Tϕ = iγμ
[
Mμ

ρ ∂
ρ, T
]
ϕ ������!�

������
� ���" �	� �������
 �����#$��  % ���
� �	� ��
�������� ����� ���
����"����
� �� 	���
�	� �������
 [

γμ

(
i∂μ − qAμ (τ)− qnμ

[
∂

∂τ
, λ

])
−m

]
exp [ieλ]ψ = 0 ��������

�	� � ��� ��� �������
� ��� �������� ��  � ���
��
��� �	������� �� "��� 	��� �	� �������
�
�������
�

Mμ
αi∂

α = i∂μ − qAμ (τ)− qnμ

[
∂

∂τ
, λ

]

γμ

[
i∂μ − qAμ (τ)− qnμ

[
∂

∂τ
, λ

]
, T

]
= 0 ������&�

'% �����
� �	��� �������
�� �� � ���
 �	� λ

λ = − (n · ∂)−1

[
Z (τ) · ∂ +

i

2
qB (τ)

]
, ������$�

�	���

Zμ (τ) =

ˆ τ

−∞
Aμ
(
τ

′
)
dτ

′

B (τ) =

ˆ τ

−∞
A2
(
τ

′
)
dτ

′
.

�	� ��	�� �������
 � ���
�� ���" ������&� ��

Mμ
αi∂

α = i∂μ − qAμ (τ) + nμ

[
qA (τ) · ∂ +

i

2
q2A2 (τ)

]
(n · ∂)−1 ������(�

�	� �������� (n · ∂)−1 �� ���� ��)
�� �
 � ���
� ���� �������
 ϕp� *� 	��� (n · ∂)−1 →
i (n · p)−1 = in−1

p � np �= 0 ��� � "������ �����
��� +��
� ������(� �� )
� 	�� �	� �������� M
���
����" �	� ���
���"��
���
 ����
����

Mσ
ρA

ρ (τ) = Aσ (τ) + [∂σ, χ] , ��������

�	���
χ = −i (n · ∂)−1 qB (τ) ������,�

-�

� �	� ����
�� �������� M �� �
���� � ��
�������� ����� ���
����"����
� '% 
�" �
�
�
�������
� �����#&� �
� ������(�� �
� � ���
�

ν = −iq (n · ∂)−1 [−A2 (τ)
]1/2

jμ (τ) =
[−A2 (τ)

]−1/2
Aμ (τ)

!$



���� �� ���� �� 	��� 
�� �
� ������
 �������� M ��������� � ������� ������ ����� M
�� �������� �� �������� L ��� R� �
� ������ �������� ������������� �� M ��� �� ����� ��
������� �
� ������ �������� ������������� �� L ��� R ������������� �� ��� 
���� �� �� 	���
�
�� �
� ��������� ������ �������� �  !

S (L) = cosh

(
1

2
tanh−1 β

)
− γ0 (γ · β) β−1 sinh

(
1

2
tanh−1 β

)
"#�$� %&

����������� �� � ������
 �������������� ���
 �������� β� �� �
� ��
�� 
���� �
� ������ ��������
������������� �� � �������� �� ����� α ������ � ���� ������ u ��

S (R) = cos

(
1

2
α

)
+ iΣ · u sin

(
1

2
α

)
, "#�$� '&

�
��� Σ = i
2
γ × γ� (
� ���������� �������� β ��� �� �������� �
����
 �
� ��������

L
(

1
0

)
=
(
1− β2

)−1/2
(

1
−β

)
"#�$�  &

)���� ����� �������� ��� "#�$�$*&� �� 
��� β =
(
1 + 1

2
ν2
)−1 (

νa+ 1
2
ν2n
)
� (
� �+��������� �� α

��� � ��� ����� �� "#�$�%,& ��� "#�$�%$&� -� .����� ������ �
� ������ �������� T �������������
�� �
� �������������� M = RL

T = S (R)S (L) = 1 +
1

2
νγ · nγ · j "#�$� /&

(
�� �+�������� ������ ���
 0��	��1� ������ �� ϕ �� �� ���������� �� i∂� ������� �� ϕ = ϕp�

2� ��������� �
� ��������� "#�$�'/& ��� "#�$�'#& �� .�� �
�� ψp = Tp (τ) exp [−ieλp (τ)]ϕp�
(
���

V = Tp (τ) exp [−ieλp (τ)] "#�$� #&

�� �
� ��������� �������� �
�� �� 
��� ���� ���	��� ���� 3� ���������� �
� �������� �� �
�
.���4���� 5���� �������� ���� �
� �������� �� �
� 5���� �������� ���
 �
� �������� ��������
������� ���������� �� � ����� ���� ��������������� .���� )���� �
�� ��������������� �
�
���������� �� �
� 6������7 ����� ��������� �� �$% !

pμ → p
′
μ (A) = pμ + kμ

q

2np

(
qA2 − 2AP − /F

)
, "#�$� 8&

rμ → r
′
μ (A) = rμ − q

2np

[
rμ,

ˆ
dτ

′
(
qA2

(
τ

′
)
− 2A

(
τ

′
)
· p
)
− /G

]
, "#�$� *&

�
��� /F ≡ Fμνs
μν ��� /G ≡ Gμνs

μν �

��������	�
��� �� 
�
 �����������
� 
��
��
�

�

9��� �� ���� ������ ��������� �
�� �
� �������������� �� ������ �� �
� '4���������� ������(
ϕ
χ

)
� ��� ��� ������������ �� �
� ������������ ������� ��� ����� �� �
� ����������� ϕSch ��

�
� ��
�:;<������ ��������� ���� ��� �� .��� ���	 �� 
�� �
� �������������� V ��� �� �
�
����� ��������� ϕ �� � ������� -� 	��� �
��(

ϕ
′

χ
′

)
= exp

[
− iq

2np

Gμνs
μν

]
exp

[ −i

2np

ˆ τ

−∞

[
2qp · A

(
τ

′
)
− q2A2

(
τ

′
)]

dτ
′
](

ϕ
χ

)
, "#�$�/,&

#,



�����

(
ϕ
χ

)
�� � ��	
���� �
 ��� ��	��
��� ����� ��
������ ��� �������� sμν �� ���	 ���������

������ ���� ��� 
�		����� �����������

s0i =
i

4

[
γ0, γi

]
=

−i

2

(
σi 0
0 −σi

)
����� �!

sij =
i

4

[
γi, γj

]
=

1

2
εijk
(

σk 0
0 σk

)
����� "!

#���� 
�� ��� 
���� ��������� ϕ �
 � ������$ ��� �����
�������� ��� %� ������� �� ��� 
�		�����
���

ϕ
′
= exp

[
− iq

2np

Gμνα
μν

]
exp

[ −i

2np

ˆ τ

−∞

[
2qp · A

(
τ

′
)
− q2A2

(
τ

′
)]

dτ
′
]
ϕ, ����� &!

�����

α0i =
−i

2
σi = −iSi

αij =
1

2
εijkσk = εijkSk

Si �� ��� ���� �������� 
�� ����� 1
2
������	�� '���� ��� ��	����� ���� �� ��������� �� �(���")! �


��� *������� (

ϕSch =

(
1 +

p2

8m2c2

)
ϕ

ϕ =

(
1− p2

8m2c2

)
ϕSch ����� +!

��� ��
����� ����� &! ��� %� ��������� ����

[(
1− p2

8m2c2

)
ϕSch

]′
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′
Sch −

(
p2

8m2c2
ϕSch

)′

= exp

[
− iq

2np

Gμνα
μν

]
exp

[ −i

2np

ˆ τ

−∞

[
2qp · A

(
τ

′
)
− q2A2

(
τ

′
)]

dτ
′
](

1− p2

8m2c2

)
ϕSch
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ϕ
′
Sch = exp
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− iq

2np

Gμνα
μν

]
exp

[ −i

2np

ˆ τ

−∞

[
2qp · A

(
τ

′
)
− q2A2

(
τ

′
)]

dτ
′
]
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 ��� ������ �� 1/c

ξ = I +
∑
n=0

ξ(2n+1)

c2n+1
+
∑
n=1

ξ(2n)

c2n

�k = �k(0) +
∑
n=0

�k(2n+1)

c2n+1
+
∑
n=1

�k(2n)

c2n

�k = �k(0) +
∑
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�k(n)

c2n
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�k(0) = �k(0)(
1 +

ξ(1)

c

)(
k(0) +

�k(1)

c

)
=

(
�k(0) +

�k(1)

c

)(
1 +

ξ(1)

c

)
(
1 +

ξ(1)

c
+

ξ(2)

c2

)(
k(0) +

�k(1)

c
+

�k(2)
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)
=

(
�k(0) +

�k(1)
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)(
1 +
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+

ξ(2)
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)
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ξ(1)k(0) + �k(1) = �k(0)ξ(1) + �k(1)

�k(2) + ξ(2)k(0) + ξ(1)�k(1) = �k(2) + �k(1)ξ(1) + �k(0)ξ(2)
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�k(1) = �k(1) +
[
k(0), ξ(1)

]
�k(2) = �k(2) +
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[
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]
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[
k(0), ξ(1)

]
��� ��� ����� 

 ��� ���� ����� �� 1/c ���� ���� ��� �������
�
 �� ��� �����
�� ����� ���! ��� ��
�� ��
����� ������
 ��� �
��� �� ��� �( ��
�
�� 8��� �� ��� ����� �� ��� ����
� ����� �� 1/c
��� ���� ��� ��
	

�� ���

�
�
� �
� ��� ���� �� ���� ���� ���� ��� �����
�� ���� �������
�
�
���! ��
 �� ��������� 

�� ��� �( ��
�
�� 7

�� ������

	 �� ��������� ��� ��� ����� ���� ����
��� �����
�� ���� �������
�
 ��
��

 ��� ���� ����� �� A/c� ���! � �� �� �( �� �
 ���� �
���
�� ��� �( ��
�
�� ��������� ��� 

���� �

	 �� ��� �����
�� ���� �� �� 
�� �$��� ��� ���
�
�!
�� ��� ��
	

�� ����)���� �( ��
�
�� �
� ��
������� ��� +. �����
�
� �
�� 
�� �� ��������

����� ����	
��	
�� 	�� ��
���
� ����
�	�
� ��
 ���	�� �
	�
� �� ���

	�
��� ����

� ���� ����
	��������� ��! �� ���-

	 �� ��� ������� �� ��� �����
�� ���� �$��� 
� ��
��� ��

	
��� 8�

���9 	�� � 	�
������� �
�����!� �
� ���
�� ��� �����

���� ���
�������
�
 �����
�
� �
��

�*



������� ��	 
��	
�� �����	� �� ���� ��������	 �� �������� ����������� ���� ��� �������� ���	
��� �� �����	���	 �� ��� ���������� ������� ��� �������� ������� !�� � ��� �! ���������� �! �
������ ��������� "�#$ #� #���	 ���� �� #��� ��� ��� ���������� �! � �
���� �������	 �! ��������
���������� %� ��� ���� �! � &'( ����	������ �
����$ ��� ���������� ��� �� ����������	 �� ���
���� #�
 �� �� �� �� ��� ���	)!��� ����� *��� ��

�P =
∑
a

p
′
a �����+, 

�J =
∑
a

(
r
′
a × p

′
a + s

′
a

)
������- 

�K =
∑
a

�K
′
a + βV

′
������� 

�Ka =
1

2c2

(
r
′
aH

′
a +H

′
ar

′
a

)
− s

′
a × p

′
a

H ′
a +mac2

− tp
′
a ������. 

H =
∑
a

H
′
a + βU

′
, H

′
a =
(
p
′2
a c

2 +m2
ac

4
)1/2

������/ 

#���� ��� ����� ��	������ ��� �������� ��� ���� 	
��������
 �����!����	� �� ������ ���� ���
��� ����������� ��������� !�� ��� !���)�������� ��� ��������	[

r
′i
a , r

′j
b

]
=
[
p
′i
a , p

′j
b

]
=
[
s
′i
a , r

′j
b

]
=
[
s
′i
a , p

′j
b

]
= 0[

r
′i
a , p

′j
b

]
= iδabδij,[

s
′i
a , s

′j
b

]
= iδabεijks

′k
b ������0 

�!��� �����	����� ��� �������� ���	 �
 1*� 2����!���� ��� &�� ������� �! ��� 3������4 ����� ��
��������	 #��� ����� �����!����	 �����������

*� 	���� V ���� ����������
$ ��� �� ���� �� ��� �����!�������� �! U � (���� ��� �����������
���#��� ��� ���������$ �� �� �! ���������� ��������� %� ��	�� �� ��������� ���� ��� �����������
��������� ���#��� U $ �P ��	 �J ��� ��������	$ �� ���� ��� &�� ������� �! ��� 3������4 ����� ��
��������	 �!��� 1*$ #� ������ U �����!���� �� ��� !����#��� #�


U → V UV −1 ������5 

%� ��� �
����$ ��� ������������ ���#��� ��� ��������� ��� 6������ ���������$ ����� #� ����

U ∝
∑
a>b

1

|ra − rb| ������+ 

%� �� ���
 �� ����!
 ���� V (r) 1
r
V −1 (r) = (V (r) rV −1 (r))

−1
� 7���� ��� !��� ���� V (ra) ���)

����� #��� rb �! a �= b$ #� ������

1

|ra − rb| → V (ra)V (rb)
1

|ra − rb|V
−1 (rb)V

−1 (ra) ������� 

*����!��� #� ��
 	���� ��� ��������� �������� �! ��� �
���� �! N ��������� ��

V =
N∏
a=1

V (ra) ������8 
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′
a ��	 r

′
a $ ���� ����
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����� �������� *��
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������� �� ��� �� ���
���	���� �� 	��������� ���� ��	�� ��� 
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	����� !"�"# �� $%&'( �� �
��
� �� 1/c� )� *��� ��	� ��� ��	���� �
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��	�����
	
� �������	� �� ��� +���,�
�� �	��� -�� ��� 
� ���* 	� ��� ��� +
�� �
��
 
��	����� ���* ��*�[

P (1)
i ,H(0)

]
+
[
P (0)

i ,H(1)
]
= 0[

J (1)
i ,H(0)

]
+
[
J (0)

i ,H(1)
]
= 0[

P (1)
i ,P (0)

j

]
+
[
P (0)

i ,P (1)
j

]
= 0[

J (1)
i ,J (0)

j

]
+
[
J (0)

i ,J (1)
j

]
= iεijkJ (1)

k[
J (1)

i ,P (0)
j

]
+
[
J (0)

i ,P (1)
j

]
= iεijkP (1)

k[
J (1)

i ,K(0)
j

]
+
[
J (0)

i ,K(1)
j

]
= iεijkK(1)

k[
H(0),K(1)

j

]
+
[
H(1),K(0)

j

]
= iP (1)

j[
K(0)

i ,K(1)
j

]
+
[
K(1)

i ,K(0)
j

]
= 0[

P (0)
i ,K(1)

j

]
+
[
P (1)

i ,K(0)
j

]
= 0 !.�%�./#

)� *��� ��	�

K(0)
j = MR

(0)
j − tP

(0)
j

P (0)
i =

∑
a

p
(0)
i, a

P (1)
i =

∑
a

p
(1)
i, a !.�%�'&#

���
� p
(1)
a = − nq

2cnp

(
2Aa · p(0)

a − /F a

)
= − nq

2cnp

{
2 [A (R) +A (ρa)] · p(0)

a − /F a

}
� 0� ���� ���
��,
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�	���� �� ��� 1	����	� �
	����
�	����� 2����	
��� ��� ��������
���
	��
� �� /F a �	� 	��� 3� 1	����	� �
	����
��� �� ��� �� �
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Mμν = rμpν − rνpμ + sμν

Jij ≡ Mij = ripj − rjpi + sij = εijkJ k

Ki =
M0i

c
=

1

c
(r0pi − rip0 + s0i) ≡ 1

c
(l0i + s0i) ��������


�	�	

l0i = r0pi − rip0 ������ �

sμν = i
4
[γμ, γν ] ������!�

��� �	�
	�����

sij =
i

4
[γi, γj] =

1

2
εijk

(
σk

σk

)
������"�

s0i =
i

4
[γ0, γ0] = − i

2

(
σi

−σi

)
������#�

�� �� 	��� �� �	���� ���� ��	 $�	 ���	��� �� ��	%���
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[Ki,Kj] = −iεijkJ k/c2 ������)�
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��������� 
�� �	 
����	� ����

[Ki,Kj] =
1

c2
[l0i + s0i, l0j + s0j]

=
1

c2
([l0i, l0j] + [s0i, s0j]) ��������


�	�	

[l0i, l0j] = [r0pi − rip0, r0pj − rjp0]

= − [r0pi, rjp0]− [rip0, r0pj]

= i (δijEt+ rjpi)− i (δjiEt+ ripj)

= −i (ripj − rjpi) = −ilij ��������

���

[s0i, s0j] = −1

4

[(
σi

−σi

)
,

(
σj

−σj

)]

= − i

2
εijk

(
σk

σk

)
= −isij ������+�
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[Ki,Kj] = − i

c2
(lij + sij) = − i

c2
Jij = − i

c2
εijkJ k �����+-�
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 !� ��	��� ��� "�� �� 	���� ����� ��#$�% ���
 ��&��� 	��	 ��'� �� 	�� �����	���� �������
��� ����
 ���� 	� ����	���	 V �� ��	����
 ����������	 ��� �����	  � �'�		�� �� 	�� ������	���(
�� ������� ��� ����
 ���% )� 	��� �� ���	���( �� ���� ���� ��	� 	��� ��&�'��	% *� 
��( 	��
����	���� 	��	 !� ��	��� ��� "�� ����'�� 	�  � ����������	 ��	����
 ���  � ������� ���' �	���
�����	���� 	��	 ������� ��� ����
 ���� 	� ����	���	 V %

+�������& 	� 	�� ,�� ��&� �� �� 	�� -������. &����( 	�� ��������& ��''�	�	��� ����	����(

[Pi,Pj] = 0, /0%1%�2

[Ji,Jj] = iεijkJk, [Ji,Pj] = iεijkPk, /0%1%12

[Ji,Kj] = iεijkKk, /0%1%#2

[Ki,Pj] = iδij
H

c2
, [Ki,Kj] = −iεijk

Jk
c2
, /0%1%32

���

[Pi,H] = [Ji,H] = 0

[Ki,H] = iPi /0%1%42

���� 	�  � ��	��
��% ��� &�����	��� '�
  � �5������� �� ����	���� �� 	�� ��'����	� ����� ���
��

�P =
∑
a

pa

�J =
∑
a

(ra × pa + sa)

�K =
∑
a

�Ka + βV

�Ka =
1

2c2
(raHa +Hara)− sa × pa

Ha +mac2
− tpa

H =
∑
a

Ha + βU, Ha =
(
p2ac

2 +m2
ac

4
)1/2

/0%1%62

����� U (0) �� 	�� 	�	�� ��	����� ��	����	���( ��� V = V (1)

c2
�� 	�� ������������& ��	����	���  ���	

�� �� �	�	��  ����� �� 7���	�� 4% ������� ��� ����
 ����� ����	�� ��	 	��	 	�� ���	 	����
��''�	�	��� �� /0%1%42 ��� ��	 ����������	( 	��
 ���  � ������� ���' 	�� ����	���� �� /0%1%12%
��� ��	����	��� ��������	  ���	 �����	�� V (1)( ��������& 	� 	�� ����	���� �� /0%1%12( ��� 	�
��	���
 	�� ����	���� [

Ji, V
(1)
j

]
= iεijkV

(1)
k[

V
(1)
i ,Pj

]
= iδij

U

c2[
V

(1)
i ,
∑
a

Kj
a

]
− (i ←→ j) + β

[
V

(1)
i , V

(1)
j

]
= 0

!� ��	��� ��� "�� ��#$� ��&��� 	��	 	�� ��''�	�	��� ����	���� �� /0%1%42 �� ����������	 ��
	�� ����	���� �� /0%1%12( �5���	 	� 	�� ������& ����� �� 1/c2% ���
 ����	�� ��	 	��	 	� 	��
��&��� ����� �� 1/c2( �� ����� 	� � 	��� 	�� ������ ��	����	���  ���	 �����	���( ��� ��''�	�	���
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��������	 ��
�����
 ��� ��������	 �� ������� ���� �� �� 
��	������ �� ��� 	��� ����� �� 1/c2�
���	� ������� ��	���
���� 
����
 ��� �� ��� ��������	 �� ������� ��	 �������
��� ���
� ����	 ���
������������� �� ��� ���
���� W (1) ���� ���� �������	���� �� ����� ���� �� ����� ��� ����
���� ���	 �	 ����
�		���� ��� 
���������� ��������	 
���� ��  ���	���� ��� !�� �� ��� "�����
��� ��� #�	� ����� �� 1/c2 ���[

Ji,K(0)
j

]
= iεijkK(0)

k ,

[Ki,Pj] = iδijM[
K(0)

i ,K(0)
j

]
= 0[

Ji,K(1)
j

]
= iεijkK(1)

k

[Ki,Pj] = iδij
H(0)

c2[
K(1)

i ,K(0)
j

]
+
[
K(0)

i ,K(1)
j

]
= −iεijkJk/c

2 �������

��� [Pi,H(1)
]
=
[Ji,H(1)

]
= 0[

K(1)
i ,H(0)

]
+
[
K(0)

i ,H(1)
]
= 0 �����$�

 ���	���� ��� !�� ��
�� ���� �����$� 
����� �� ������� ���� �������� %��� �� ����� ���� ��
����� ��� ���� ��� �&������	 ������� ��� �����$� ���� ���� �	�� �� ����� ��
����� ��� ��� ����
��#���� ��� 	��� �� ���� ��� ����
� ��� 
����
� �'���		���	 �� 
���������� ��������	 ������
������� 
�� �� ������� ���� ��� 
����
� �'���		���	 �� 
���������� ��������	 �� ������� �� ���
#�	� ����� �� 1/c2� �� �
����� ���	� �� 	����� #�	� ����
� ���� ��� ���� ��� 
��������	 K� ���
H 
�� �� �'������ ���� 1/c2� ��� ��	� ��� 
��������	 P ��� J 	����� ��	� �� �'������ ����
1/c2

P = P (0) +
∑∞

i=1
P(i)

c2i
�����(�

J = J (0) +
∑∞

i=1
J (i)

c2i
�����)*�

��� ����� ����
 ���� �	 ����� �� �� ����
�� �	+ ������ ��� ����� 
��������	� ��� ����� �� 1/c2

��� � 
������ ���� �� ��� �'���	��� �� H �	 ��,����� ���� ��	 ����� ����'� -�� �'������ ����
�� �����

H = H(0) +
∞∑
i=1

H(i)

c2i
�����))�

��� #�	� ���� H(0) = Mc2 ∝ (1/c2)
−1
� ��� 	�
��� ���� H(1) ∝ (1/c2)

0
��
�� .��� ��� �	 ���� ��

��� 
���������� ��������	 ����
 
��
������

[Ji,H] = 0 �� ��� ����� �� 1/c2

�� 	���� ���� ��� 
��������� [Ji,H] = 0 �� ��� #�	� ����� �� 1/c2� -��� ��� /�
��� ���������	�
�� ���� ���� [

P (1)
l ,
[
J (0)

i ,K(0)
j

]]
+
[
J (0)

i ,
[
K(0)

j ,P (1)
l

]]
+
[
K(0)

j ,
[
P (1)

l ,J (0)
i

]]
= 0[

P (0)
l ,
[
J (0)

i ,K(1)
j

]]
+
[
J (0)

i ,
[
K(1)

j ,P (0)
l

]]
+
[
K(1)

j ,
[
P (0)

l ,J (0)
i

]]
= 0[

P (0)
l ,
[
J (1)

i ,K(0)
j

]]
+
[
J (1)

i ,
[
K(0)

j ,P (0)
l

]]
+
[
K(0)

j ,
[
P (0)

l ,J (1)
i

]]
= 0 �����)��

��



�� ��� ����� ���	
 �� ��� ��
��� ������ ��� ��������� ��������
 ���� �������[
J (0)

i ,K(0)
j

]
= iεijkK(0)

k ;
[
J (0)

i ,K(1)
j

]
+
[
J (1)

i ,K(0)
j

]
= iεijkK(1)

k , ��������[
P (0)

l ,J (0)
i

]
= −iεilkP (0)

k ;
[
K(0)

j ,P (1)
l

]
+
[
K(1)

j ,P (0)
l

]
= iδjl

H(1)

c2
, ��������[

K(0)
j ,P (0)

l

]
= iδjl

H(0)

c2
. ��������

�� �
��� ��� � ��������
 ��	 ��������� ��� �!������
 �� ��������
 �� ������

0 =
[
P (0)

l , iεijkK(1)
k

]
+
[
P (1)

l , iεijkK(0)
k

]
������"�

+
[
J (0)

i , iδjlH(1)/c2
]
+
[
J (1)

i , iδjlH(0)/c2
]

��������

+
[
K(0)

j ,−iεilkP (1)
k

]
+
[
K(1)

j ,−iεilkP (0)
k

]
������#�

��� $�
� ���� ��	 ��� ��
� ���� ������ ���� �����
 ��� ��� �
 ��� 
����	 ����[
J (0)

i , iδjlH(1)/c2
]
+
[
J (1)

i , iδjlH(0)/c2
]
= 0 ������%�

&���� ���
 �!������ �
  ���	 ��� ��� 
�� �� i
 j
 ��	 l
 �� ���
 	��� �[
J (0)

i ,H(1)
]
+
[
J (1)

i ,H(0)
]
= 0 ������'�

(�������� ��� ����������� �������� [Ji,H] = 0 �
 ������� �� ��� $�
� ��	�� �� 1/c2� &��������

��� ��� )�� � [Ki,H] = iPi ��	 [Pi,H] = 0 �� ��� $�
� ��	�� �� 1/c2� *� �� � )�� �	 ����
���
� ����������
 ��	��	 ��� �� 	��� �	 ���� �������
 ��	 ���������� ��� ��� ��	�)��	����

�#



������� �

	���
��
 �� �����������
 �������

���� �����	�
 �� ������
������ �� ��� 	��������� �� ��� ������������ �����
� �� ��������
��������� �� ��� ���� ������� �� ���� �����	�
� �� ������� ��� 	�������� �� ��� g ������ ��
��������� ��	 ��� ���	��� ��	�� ������ ��� �����	 ������� �� ���� �����	�
 ����� 
��� 	������ ��
��� ��
������ ����������� �� ��� ����������
 ��� �����
� �� ���������� ���� �� ����!� 	����� ��
��� ��
������ ���������� �� ��� ���������� �� ��� ����������
 ��� �����
 �� ������ "� �����	���
��
� ������ 
����
 �
��������� �� ��� ����������� �� ��� 
������� 
�
��� �� ����������
 ���
�� ����#� "� ���� ��� ��� ����� 
�
����
 ��	 �������� �� ��� ����������
 ��� �����
 �� ��
$��� �� !�%� � &��� �� ���������� ����'� �� ���� (������ ���� �����
����

��� �����	�
 ���
 g �
���	

��� ������ �������� ������� � 
������� 
�
��� ��	 ��� ���������	��� ������� 
�
����
 ���
�� ������� ��

μ =
qg

2m
j = γ j )�� � *

�� ���
�� ������ γ �� �����	 ����
������� ������ ��	 g �� �����	 � ������� ��� ���� +���� � ������
)�� ����
������� ����� * ��� �� �������	 �������� �� �� �� ��� ���� ��	�� �� 1/c �����
�
������
"� ���� ���� ��� �� ��������� ���� ����� �� ���� �����	�
� ��� 	��������� ���� �� �������	
���
 ,��	�� - ,������$.� ��
� ���+ /!!0� �� ��� ���1������������ ��
��� ��� ��� ��
������� χ ��

��� �������� ψ =

(
φ
χ

)
�� 
��� �
����� ���� ��� ����� ��
������ φ� "� ��
 �� ������ ��

�2������ ���� ��� ��� ��
������ φ� �� � ���
�� �
������� �� ��� ���� �������� �� ������ ��
1/c � ��� 3���� �2������ �� �� �������� �� �� �
������ ���	 ��� �� ������� ��

i�
∂ψ

∂t
=
{
cα ·

(
p− e

c
A
)
+ βmc2 + eΦ

}
ψ. )�� ��*

�� ��	�� �� �
���	� ��� ���� ������ mc2� �� �����	��� � ��� ���� �������� ψ
′

ψ = ψ
′
e−imc2t/�. )�� �%*

��� ���������	��� �2������ ��� ��� ��� �������� ψ
′
��(

i�
∂

∂t
+mc2

)
ψ

′
=
{
cα ·

(
p− e

c
A
)
+ βmc2 + eΦ

}
ψ

′
. )�� �4*

��� ��� �������� ���� �� ��� �����	����� �� ����� � ��������� ψ
′
=

(
φ

′

χ
′

)
� 5� ������������ ����

�
�������� ���� ��� ����� �2������� �� ���� ������ ��� �2������� ��� ���� ��
������� �� ���



������ {(
i� ∂

∂t
− eΦ

)
φ

′
= cσ · (p− e

c
A
)
χ

′(
i� ∂

∂t
− eΦ + 2mc2

)
χ

′
= cσ · (p− e

c
A
)
φ

′ ��	
	��


� ��� ������� ����� �������������� ���� ��� ���� 2mc2χ
′
�� �������� �� ��� ��������� ���� ��

��� ������ ��������	 ������� ���������� �� ��� ������� ��� ������ ��� ����� �� ����

χ =
1

2mc
σ ·
(
p− e

c
A
)
φ. ��	
	 �

!�"��������� ���� ���������� ���� ��� #��� �������� �� ��	
	��� �� ��$�(
i�

∂

∂t
− eΦ

)
φ =

1

2m

(
σ ·
(
p− e

c
A
))2

φ ��	
	%�

!���� ��� ��� &���� ��������� ����� ��� ��������� ���������

(σ · a) (σ · b) = a · b+ iσ · (a× b) ��	
	��

���

[(
p− e

c
A
)
×
(
p− e

c
A
)]

φ =
ie�

c
{A×∇+∇×A}φ

=
ie�

c
(∇×A)φ ��	
	'�

��� �����#��� �� �"���� ��� ���������� �� ��� ����

(
σ ·
(
p− e

c
A
))2

=
(
p− e

c
A
)2

− e�

c
σ ·H, ��	
	
(�

����� H = curlA �� ��� �������� #���	 )��������� �� �"���� ��� �������� �� φ

i�
∂φ

∂t
= Hφ =

[
1

2m

(
p− e

c
A
)2

+ eΦ− e�

2mc
σ ·H

]
φ ��	
	

�

)��� �������� �� ������ &����*� ��������	 
�� +���������� ��,��� ���� ��� ����������$����� +�����
������ "� ��� ���� ���� �� ��� ����� ���� ���� �� ��� ��������	 )��� ���� ���� �� ���� ��� ����
����� ������ ������ �� ��� �������� #���	 )���� ��� �������� ������ ��� ��� �������� ��������
��

μ =
e�

mc
s =

e

m
s (in natural units) ��	
	
-�

)�� g ������ �� �� �������� �������� �� -� ����� �� ��� $���� �� � �������� ������ ��� �� ��"����
������	 )��� ������ ��� #��� ����$�� "� .���� �� 
'-� / 0	

����� �����	
 ���	
�
	�
����

)�� ���������$����� ����� $���� �� ��� � ������ ��� ���� "� �"������ "� ����������� ��� ���������
��� �������� ���������� ���� �� �������� ��������������� #���

ΔHint =

ˆ
d3x eAcl

μ j
μ, ��	
	
1�

�(



����� jμ(x) = ψ̄(x)γμψ(x) �� ��� ������	
��
���� �����
�� �
� Acl
μ �� � ���� ��������� �	��
�����

�
 ��� �����
� 	����� ��� ��
����� ���
�
� ��

iM(2π)δ(p0
′ − p0) = −ieū(p

′
)γμu(p) · Acl

μ (p
′ − p), ��������

����� Acl
μ (p

′ − p) �� ��� �	����� ���
��	�
���	
 	� Acl
μ (x)�  �� �� ��� Acl

μ (x) =
(
0,Acl(x)

)
�

��
���	��� ��� �
������� �	� ��������
� ��	
 ���� ���� ��

M = e
[
ū(p

′
)γiu(p)

]
Acl

μ (q). ������!�

"	�� ���� �� ��
� �	 �	 �� ��������
� � �	
���#���	
 ��
��� �
 qi ��	
 ���� �
�������� �
 	����
�	 ���	
����� ���� �	��� �� ��$� � 
	
������%����� ����
��	
 	� ��� ���
	�� u(p)� &����
� ���
�
�	 ��� ���� 	���� �
 
	
�
��� �� ��%�

u(p) =

( √
p · σξ√
p · σ̄ξ

)
≈ √

m

(
(1− p · σ/2m) ξ
(1 + p · σ/2m) ξ

)
. ������'�

(�
�� ��� ���
 �����
 ��� #���$��� ��
 #� ������
 ��

ū(p
′
)γiu(p) = 2mξ

′†
(
p

′ · σ
2m

σi + σip · σ
2m

)
ξ. ������)�

*��
� ��� ���
���+ 	� ,���� 
����� σiσj = δij + iεijkσk� ��� �#	%� �-����	
 ���
� 	�� �	 #�

ū(p
′
)γiu(p) = 2mξ

′†
((

pi
′
+ pi

)
2m

+
iεijk

(
pj − p

′j
)
σk

2m

)
ξ, ��������

����� ��� ���� ���
 �
 #���$��� �� ���
 �
����
��
�� �� �	
�� ��	
 ��� ���
���� $�
����
�
���+ ���
 	� 
	
������%����� -��
��
 
����
���� .�� ���	
� ���
 �� ��� 
��
���� 
	
�
�
�
�������	
� ���� �� ��� �		$�
� �	�� (�
�� �� 
�+ $��� 	
�+ ��� ���	
� ���
 	� ��� ��������	
�
�
� 	#���


ū(p
′
)γiu(p) = 2mξ

′†
(−iεijkqjσk

2m

)
ξ. ������/�

.���� ��� �
������� ��� ��� ��������	
 	�

M = − (2m) · eξ′†
(−1

2m
σk

)
ξBk(q), �����01�

����� Bk(q) = −iεijkqiAj
cl(q)� �� �� ���+ �	 ��	%� ���� Bk(q) �� ��� $�� �	
�	
�
� 	� ���

�	����� ���
��	�
 	� ��� 
��
���� ���� ��	����� #+ Acl(x)� *��
� ��� �	��	��
� ������	


M = − (2m) · ξ′†V (q)ξ, �����0��

�� ��%�
V (q) = − e

2m
σkBk(q). �����00�

��� �	����� ���
��	�
���	
 ��
V (x) = −μ ·B(x), �����02�

����� ��� 
��
���� 
	
�
� ��

μ =
e

m

σ

2
. �����0��

(�
�� �� 	#���
 ��� %���� 	� ��� g ����	� g = 2� 3#	%� ����%���	
 ��
 #� �	�
� �
 ,��$�
4�
#		$ 5)26�

��



����� ����	
� ���
����� �� ��
 ���

�	� �
��

����� ��� �	
����� ���
 �	� �� ��� ���� �� ��� �	
����� �������	�

B (x) = ∇×A (x) ��������

�� �	�� ��� ��������
 ����������

B (q) =

ˆ
e−iq·rB (x) d3r

=

ˆ
eiq

srs∇×A(x)d3r =

ˆ
eiq

srsεijk∂iAjd
3r

= −iqiεijkekAj(q) ��������

��� �����	�
��� ��
 �
����

�� ������� ���� 
��	��� �� ��� �������	� �	����	���� �� ��� ����������� ��� � ���� �� ����
�������� !�� 
����	���� ��������
 ���� �� �	�
�� "������
 ���� #	��$� ������%�&'(� !�� �����)
"�
 � ���� ���������
 �� ��� ��������� 	�
 	 �������� �� �	���
 ����������� ���� �������*
�	������ � 	�
 � 	�� ���������* �	������ + �� 	 ��������* ��� ,	�������	� ��� ���� � ���� ��

H = −1

2

[∇2A1 +∇2A2 +∇2A3

]
+

[
1

r12
− 1

r13
− 1

r23

]
�������

-� ���� "� ���� ���������� ��� �� �� 
�	� ���� ��� �����)�	������ 
���	���� �	���� ��	� ���
	"������ 
����	������� �� 	"��� ������	� �� ����� �����
��� ��� ���	���� ����
��	��� �� ���
������ �� �	�� ��	��

R =
1

3
(A1 +A2 +A3) , �������

r12 = A1 −A2, r13 = A1 −A3. �����+�

!�������� ��� 
�	
����� �� ��� ��� ����
��	�� � ����� �	�� ���	����� 	�

∇A1 =
1

3
∇R +∇r12 +∇r13

∇A2 =
1

3
∇R −∇r12

∇A3 =
1

3
∇R −∇r13 .

!�� .������ ����
 ����	��� ���� ����� ��� �� "�

T = − [∇2
r12

+∇2
r13

+∇r12 · ∇r13

]
, �����&�

���� �� �	�� ������
 ��� ���� ����	����
 ∇2
R ���������
��
 �� ��� .������ ����
 �� ��� ������)

�� �	�� �� ��� � ����* ����� �	� �� �/��� �� ��� ������	� 
 �	���� ��	� �� 	�� ���������
 ���
!�� ����� ,	�������	� �� ���� �����)�	������ ����
��	�� � ���� �	� "� ������� 	�

H = − [∇2
r12

+∇2
r13

+∇r12 · ∇r13

]
+

[
1

r12
− 1

r13
− 1

r23

]
�������

��



����� ��� �	
�� 
����
��

�� ������ ��	��
�� �

� �	���
��� �� ��� ����
�� ���� �� �	� ��
�� �	���
��

φ12
i = exp

{−air
2
12 − bir

2
13 − dir

2
23

}
�������

��� �������� ��
� 
� 
� ��
���
����� ������ ����� �� ���� ��� ��
� �	���
��

χ =
1√
2
(↑1↓2 − ↓1↑2) . �������

� ��!"
�
�� ����� �	���
���� �� �"��
� �	� "��
� "	
�#
�� "���
 ��� �	� ��
�� �	���
���

fi = χφ12
i �������

$
��� ��� �������� ��
� ��� �� "� ���
�� !!���
%�#� �� 
����#	�� ��� ������
�� ���!	���
��
��������

A = (1− P12) �����&�

� ���
�� ��
� �������� �� ��� "��
� �	���
��� �� �"��
� ��� ����� �	���
��

|ψi〉 = Afi = χ
(
φ12
i + φ21

i

)
�����'(�

����� ���	�
���� ��

� ���	���� 
�	 �����
�� �����	���

)
���� ��� 	� ����
#�� ��� ������� 
�������

〈ψ12
i |ψ12

j 〉 =
ˆ

d3A1d
3A2d

3A3 e
−ar212−br213−dr223 = I (a, b, d) , �����''�

����� a = ai + aj� b = bi + bj� ��# d = di + dj� *�� 	� !��� �� ����������!��� ����#
����� Ri�
#�+��# " 

Ai = R+Ri (i = 1, 2) , �����'��

����� R = 1
3
(A1 +A2 +A3) . ��� ,���"
�� ��� ��
� ��������!��
�� 
� ��� �� ��!�	��

∂ (A1,A2,A3)

∂ (R1,R2,R)
= 33. �����'-�

��� ���	!� ���!��� 
� ����������!��� ����#
����� ���� �	��� �	� �� "� 33d3R1d
3R2� $
���

��� ��
�� �	���
�� 
� 
�#����#��� �� R� ��# ��� ���	��
�� #
������� 
������� ��� "� �������#
" ���!��
%��
��� �� ���� �!
���# 
�������
�� ���� d3R� ��� ��.� ���� 
� �� !��� ���! ���
#
���� ����#
����� �� �����
�� ����#
����� " 
����#	�
�� ��� ���
�"��� r12 = R1 − R2��#
r13 = R1 −R3, ��� ���������#
�� ,���"
�� �� ��
� ��������!��
�� 
�

∂ (R1,R2)

∂ (r12, r13)
= 3−3. �����'/�

��	�� ��� ������� 
������� ��� "� ��
���� ��

I (a, b, d) =

ˆ
d3r12d

3r13 e
−ar212−br213−dr223 . �����'0�

�-



�� ������� �	
� 
���
���� �� ���� �
�
����
�� �	� ��
����� �� �	� ��������
��� �	
� ��� ��
��	
���� �� �	
��
�
 �	� �����
����� ��

r12 = x+my,

r13 = y,

r23 = r13 − r12 = −x+ (1−m)y,

�	� ����������
�
 �����
�� 
� �� �	��� �	� ��
����� ��� �� ����������� 
��� � �
����� ����
��

−ar212 − br213 − dr223 ≡ −αxx
2 − αyy

2, ������ !

�	���

αx = a+ d,

αy =
ab+ ad+ bd

a+ d
.

�	��� �	� ������� 
���
��� 
� ���� �� ���������

I (a, b, d) =
π3

(αxαy)
3/2

=
π3

(ab+ ad+ bd)3/2
.

����� ����	
 ���
����

"� ��� #��� ���$ ��� �	� ����
#� ���� �� �	� $
���
� ����� %
��� ������� �	� 
���
���� �� �	�
��
�� �����
�� |ψ12

i 〉 �
�	 ������� �� r12 ��� r13

∇r12 |ψ〉 = [−2 (a+ d) r12 + 2dr13] |ψ〉,
∇r13 |ψ〉 = [2dr12 − 2 (b+ d) r13] |ψ〉.

%���	�� ��������
�� 

��� �� �	� ������ 
���
��� ����� ��

∇2
r12

|ψ〉 = [−6 (a+ d) + 4
[
(a+ d)2 r212 + d2r213 − 2d (a+ d) r12 · r13

]] |ψ〉
∇2

r13
|ψ〉 = [−6 (b+ d) + 4

[
d2r212 + (b+ d)2 r213 − 2d (b+ d) r12 · r13

]] |ψ〉
∇r12 ·∇r13 |ψ〉 =

[
6d+ 4

[−d (a+ d) r212 − d (b+ d) r213 +
(
d2 + (a+ d) (b+ d)

)
r12 · r13

]] |ψ〉,
�	��� �� 	��� ��������
�� ��
���� ��� �	� ���� �����
�� ��� ��������� 
��
���� &���� ��
����
� �	� �	��� �������
�� ��� �	� $
���
� �������� T ���
�
 �� � ��
�� �����

T |ψ〉 =
[
6 (a+ b+ d)− 2

(
2a2 + ab+ ad− bd

)
r212

− 2
(
2b2 + ab+ bd− ad

)
r213

− 2
(
2d2 + ad+ bd− ab

)
r223

]
|ψ〉. ������'!

�(
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 ���
	
���� �� �� ��� ��
� �� ��� ��� ��
 ���
��

�
�
��� ���� �
 �

� ��
 ��
 ��
�������� ������������ �� ���� �
 ���
 �������
� �� ����
����
������ ��
 ��

��� �

� ��

〈φi|φj〉 = π3

[(ai + aj) (bi + bj) + (ai + aj) (di + dj) + (bi + bj) (di + dj)]
3/2

. ������� 

!


 φi ��� �
 ��
 ����
 ���� ��� �
�

 �� ��
����
 � ��� �� ����
 ��
 ���� ��"


��
 �
��

�
φ12
i ��� φ21

i �� ��
 �
�

 �� ��
 ��
#��
��� �� �
��� �� 
��� ��
����
�� $
 ��� ��
% ��� ��� ��

���

 ���
�� 
�
�
��� �� �������	 ��
 ���
 ���
�����
� ����
� �� �� ����
 �

�������� !
��

�
 	
� ��
 ���
����� �

�〈

φi

∣∣∣∣ 1r12 − 1

r13
− 1

r23

∣∣∣∣φj

〉
=

2π5/2

(ab+ ad+ bd)
×
[

1√
b+ d

− 1√
a+ b

− 1√
a+ d

]
, ������& 

��


 a = ai + aj� b = bi + bj� ��� d = di + dj� � �

���� �

� ������ ��
 %��
��� �

��� T13 ��


�����
� ��

T13 (a, b, d) ≡
ˆ

d3r12d
3r13

(
r213
)
e−ar212−br213−dr223

=

ˆ
d3xd3y

(
y2
)
e−αxx2−αyy2

=
3π3

2αy (αxαy)
3/2

=
3π3 (a+ d)

2 (ab+ ad+ bd)5/2
. ������' 

����
���	 �� ������( � �
 %��� ���� ��
 	
�

�� ��
� �� ��
 %��
��� �

� ��

〈φi|T |φj〉 = 6 (aj + bj + dj) 〈φi|φj〉
−2
(
2a2j + ajbj + ajdj − bjdj

) 〈φi|r212|φj〉
−2
(
2b2j + ajbj + bjdj − ajdj

) 〈φi|r213|φj〉
−2
(
2d2j + ajdj + bjdj − ajbj

) 〈φi|r223|φj〉. ������� 

��


 ��
 �

�� ���

 ���� T13 ��� �
 ����� �
�� ������' �� �

�����	 ��
 ��
��
�

�� )���	
��
�
 
��

������ ��� �� �

�����	 ��
 ��
��
�

�� �
 ��� 	
� ��
 
��

����� ��
 ��
 ����

*�

��� ��� !���������� ���
�� 
�
�
����

����� �����	
��
	��� �� �
�� ����	����

+�
 ���
�� 
�
�
�� ��
 ��� ����,���
�
��
�� ��

���
 O� ����� �� ����
�
���� ���

 ��

�

�������� �� ��
������ ��
����
 ���
�����
� ��� �
 �
���
� ��

〈Aχfi |O|Aχfj〉 = 〈χfi
∣∣A†OA

∣∣χfj〉. ������� 

-���
 [A,O] = 0, and A† = A� ��
 ��� �
�.
���
 A� �
 ���
 AA = A� !
��
 �
 ������

〈χfi |O|Aχfj〉 = 〈φ12
i |O|φ12

j 〉+ 〈φ12
i |O|φ21

j 〉. ������/ 
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����� ���� ����� ��	
�� ���
 ��	��� ����� ������

��� �� ����������
��� �� ������������
��� �� ������������

��� � !��" #�$���%� ���� �� &	� ��� 
	����	���$ �	� �������

����� �����	
���

� 
� ��� 	���
� ���	����

'��� 
� ����(� ���%���� �	
 ��� 	
����	�� �� )*� +������, ��� �-� ����� ����� ��� -������	�� 
$���	�� .� �/
��� ��� ���� 
�-� &��%��	� �� �� �/
 �%�� � %	��� ���� �������� �����0 &	  	
���
��� ���
� ���%����� �� � ����� 	& ��� ���
	����	���$ $	 �%� � 1���2 +������,0 
���� ρab ��� ���
����� ������
����% � ��
�����	�� ��� N �� ��� ���� 	& ��� �����3 
� ��� N = 200� ��� 
���$�����
wi

ab ��� 	
��$���� ����� ��� ��� �	���� ���-����% 4	� 	$� '�$� �	����

HC =
3∑

a=1

p2
a

2ma

+
∑
a<b

eaeb
ρab

. +!�����,

��� ������
����% � -�%�	�� ��� �� ���� (ρ12 + ρ23 − ρ13 = 0) �	 	�� 	& ���$ %�� �� � �$������
�� ��� �-� ����	� 	& �/
�%����	� -� ���� ��� ���� ���� ���������� ��-� �� �/
	������ 
�	��
����$��� �� 	& ��%	�� 	���� �� �
	 	& ��� ������
����% � ������%���

��� ��
 	
����	� ���� ��� �	 �� �-� ����� �� ��� ��%	�� ���$ �� +������,� .� ��
���� �� ��

ρ13 · ρ12

ρ313
=

1

2

(
1

ρ13
− ρ223 − ρ212

ρ313

)
, +!�����,

��� 5��0 ����� wij
ab ≡ wi

ab + wj
ab0〈

φi

∣∣∣∣ 1ρ13
∣∣∣∣φj

〉
=

2π5/2[ ∑
a �=b<c

wij
abw

ij
ac

]√
wij

12 + wij
23〈

φi

∣∣∣∣ρ223 − ρ212
ρ313

∣∣∣∣φj

〉
=

[
d

dwij
12

− d

dwij
23

]〈
φi

∣∣∣∣ 1ρ313
∣∣∣∣φj

〉

=

ˆ
d3x d3y

1

y3

[
d

dwij
12

− d

dwij
23

]
exp
{−αxx

2 − αyy
2
}

+!�����,

= −
〈
φi

∣∣∣∣ 1ρ13
∣∣∣∣φj

〉[
d

dwij
12

− d

dwij
23

]
αy +!�����,

=
2π5/2

(
wij

12 − wij
23

)[ ∑
a �=b<c

wij
abw

ij
ac

] (
wij

12 + wij
23

)3/2 +!����!,


���� αx ≡ wij
12 + wij

23 ��� αxαy ≡
∑

a �=b<c
wij

abw
ij
ac� 6� �	��� &�	$  ��� +!�����, �	 +!�����, 
� ���[

d

dwij
12

− d

dwij
23

]
exp {−αxx

2} = 0�

����� ������������ 
� ��� �������� ���
�����

6� 	�� %� %� ���	� ��	-�0 
� ��-� ��� ��� �	�� $	$����$ P ��� ��� 
	����	� R 	& ��� �����$ �	
�� ���	� 6� 	���� �	 7����&� ���� ��$
 �5%���	�0  �� �� 
���� �	
� ��� �/�%� &	�$� � 	& ��� �/����� 

!�



���� ����	
��� ��
 �������	� 	�� �����	�	
�� ����� �� 	�� 	���� ��������
 �
	� 	�� ��	�����
���� ����	
��� �����
�� 	�� ��	����� �����	
� ���
 B 
� ����� 	�� z 

���	
��� 	�������� 	��
����	�������	
� ��	��	
�� A = 1

2
B × r = 1

2
(−By,Bx, 0)� �	��	
�� �
	� 	�� ���
�	��
�� �
	�

	�� �
�
��� �����
�� 	� 	�� ��	����� ����	�������	
� ���
� 	�� ���
�	��
�� �� � ���	�� �
	�
������ e� ��
 ��
� S ��� �� ��
		�� ��

H =
1

2M
(Px + eBy/c)2 +

1

2M
(Py − eBx/c)2 +

1

2M
P 2
z − 2μBSzB ������ !

����� M 
� 	�� 	�	�� ���� �� 	�� ���	��� "�
� ���
�	��
�� ��� �� ���	��� ��
		�� 
�	�

H =
P 2
z

2M
+Hxy − 2μBSzB �����#$!

����� Hxy = 1
2M

(
P 2
x + P 2

y

)
+

Mω2
L

2
(x2 + y2) − ωLlz� lz = xPy − yPx = −i ∂

∂ϕ
� ��
 ωL = eB

2Mc
�

"��������

H =
P 2
z

2M
+

1

2M
P 2
xy +

Mω2
L

2
ρ2 + iωL

∂

∂ϕ
− 2μBSzB �����#%!

����� 	�� ���
����� ��� �� ������	�
 
�	� 	���� ������ {x, y}� {z}� ��
 {ϕ}� "�� ��	�����
���� ����	
�� ��� �� ��
		�� �����

���� 
�	�

ψ (P,R) = R (ρ) eimlϕf (z)χ (S,ms) ,ml = l, l − 1, . . . ,−l. ms = S, . . .− S �����#�!

����� ρ = x2 + y2� χ (S,ms) 
� 	�� ��
� ��������	 �� 	�� ���� ����	
��� f (z) 
� � ����	
��

�� z 	��	 ��� ���� ������
&�
� '	 ��� �� ������ �� e−iPzz ��� � ����� ����� �� 1

(2πλ)1/4
e−

z2

4λ ���

� ���� ���(�	 �� � �	�	
� ���	��� ml 
� 	�� �
�������� �� lz� )�� ��	 �� ����� 	�� �*��	
�� ��
R (ρ) [

− 1

2M

(
∂2

∂ρ2
+

1

ρ

∂

∂ρ

)
+

Mω2
L

2
ρ

]
R (ρ) = [E + (ml + 2ms)ωL]R (ρ)

= [E +mωL]R (ρ) (m ≡ ml + 2ms = l + 2S, l + 2S − 1, . . . ,−l − 2S)
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� � 	�� 

����
���� ������
� ���
���	�� ��	��	
�� �*��	
��� "�� ����	
�� �� 	�
� �*��	
��

�

E = (N + 1)ωL

N = (2nρ + |m|+m) = 0, 2, 4, . . . , nρ = 0, 1, 2, . . .

��
 	�� ���������

�� ���� ����	
��

Rnρ|m| (ρ) = ρ|m|F
(−nρ, |m|+ 1, α2

Mρ2
)
e−α2

Mρ2/2 �����##!

����� F 
� ���+���	 ����������	�
� ����	
��� ��
 αM =
√
MωL =

√
eB/2c� "�� �����


�	�	� 
� Rnρ0 (ρ) = e−eBρ2/4c = e−eB(x2+y2)/4c� ,�	 �� ���( �	 	�� 	���� ���	�
�
�� ������ ��
	�� 	�	�� �����	�� P� ��
 ���
�� 	�� ��	��	
�� 	� ���	�
��	� 	� 	�� �����	
� �����	� "��
�����	�	
�� ������ �� 	�� 	���� �
	� �

 ����� �� Pi 
� &���� ������� 	�� ���� ����	
�� 
�
���� 
� Pi� ��
 	�� 
�	����� �� �

 ����� �� Pi �
��� &���� '	 
� 	�� 	���� �
	� ���� ����� ��
Pi ������� ��� -� ���	 �������	� 	�� �����	�	
�� �� P 2

x ��
 P 2
y �
	� 	�� �����
 �	�	� ����

����	
�� ψground (P,R)� ��
 ��	�
�

〈P 2
x 〉 = N2

0

ˆ
e−eBx2/4c

(
−←−
∂x · −→∂x

)
e−eBx2/4c =

eB

4c
�����#.!

�/



���

〈P 2
y 〉 = N2

0

ˆ
e−eBy2/4c

(
−←−
∂y · −→∂y

)
e−eBy2/4c =

eB

4c
������	
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 N0 �� ��
 ������������� ������� ��
 ��
���
��� �� ��
 ����������� 
�
�
��� ����������
P 2
i ��
 ������������ �� 1/c3� ��� ��
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������� �
 ��������
 � �!
 ������ ��
� �����
� ���
�

�� 1/c� ���� ���� ����� �� !�
�� ��
" ��
 �
����� �
� #
�� ��
� �� �� ��������
 ��
 
��
�������
!���
 �� P 2

z � �� ���
� �� �� ����� �
 $��� �����
 ��
 z ������
�� ��!
 �������� ��  


f (z) =
1

(2πλ)1/4
e−

z2

4λ ������%


��� ��
 
��
������� !���


〈P 2
z 〉 =

1

(2πλ)1/2

ˆ
e−

z2

4λ

(−∂2
z

)
e−

z2

4λ =
1

4λ2

λ→∞−→ 0 ������&


��
 ��!
 �������� �� ��$���
�" �
�
�
���
 ����� z ���
������ ��� ��
 ���
���� Pz ���  
 ����
−∞ �� ∞� ���� �
��� ����
 ��
�
 �� �� ���������� �� ��
 ����������� ����� z ���
������ ��

�� ��

 �� �����
 ��
 �"��
� ��  
 ���
����� �� ��$���" ����� z ���
������  " �
����� λ → ∞�
'���
���������"� ��
 
��
������� 〈P 2

z 〉 → 0� ���� �� 
�����" ���� (
 ������ ��� �� ��� ������������
)� ��
 ���
� ����� �� λ �� ������� �
 �� ��
 �!
���
 !���
 �� ��
 ���
���� �������
 〈ρ〉� ��
 ��
��
 ���
������" ��������
� �
 � ����

〈P 2
z 〉 ∼

1

4

〈
1

ρ

〉2

=
〈π〉2
4

↪→ |Vz| ∼ |v|
2N

��
�
 N �� ��
 ��� 
� �� �������
� �� ��
 �"��
�� �
��
 ��
 ��

� �� ��
 ����
 �"��
� ����  

���� ������� �
 �� ��
 �!
���
 ��

� �� ��
 *+, �������
 ������ ��
 �"��
�� ���� �������" ��
��� ��
 ���
 �� �� 
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���
��� ���� �
 ��� ���
�" ����� (
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���
�� �� � ���".
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� ���� �� ������� �� �!
���� �����
�
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�
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 ��� �� ��������
�� ����������� ��� ������ �� ��� 
������ ��� ��
�������� �� ��
����� �� ��� ��	���  �� !	��
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��
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�	�
 ��� &����'(�)��)���� 	��)������  ��� ������*)� ���� �� ����)���� �� ��� ������ �������
�� ���� $������%�

��� ����� 	
������
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���� ����	���� ��� ����	������ �� ��� �	 
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������ ���� 1/2 ��	������
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Mfi = e2 (ū1γ
μu1)Dμν(q)

(
ū

′
2γ

νu2

)
�������

q = p′
1 − p1 = p2 − p′

2 �������

����� �� 
�� 
�����	� ��� �
������� �
�� ��� �
�	���
� ��
��� e�

����� ��� ��	
 ����
����
�
�

�	 ��
�� �� �������� ��� �
����
���	� �� ������ �� ���� ���� ��� ������� �
���� �	 ��� �������
�
���� ��� �����	 ����
�
���� 
��

D00 = −4π

q2
, D0i = 0, Dik =

4π

q2 − ω2/c2 − i0

(
δik − qiqk

q2

)
. ����� �

!�	�� ��� 
������
� �
	 �� ������	 �	��

Mfi = e2
{(

ū′
1γ

0u1

) (
ū′
2γ

0u2

)
D00 +

(
ū′
1γ

iu1

) (
ū′
2γ

ku2

)
Dik

}
�����"�

	�������	� ��� 1/c ������ #�� ����	
 ���� �	 ���� ������
 �� �	 
 ������ ��
�� �� 1/c2 ���
����
�� ��� $��� �	�� #�������� ��� ����	
 ���� �
	 �� 	�������
 �	 ���� 
����
���	�

����� %

#�� 
������
�� �
�� ��� �������	� �����

up =

( √
(E +m)ω√

E −m (n · σ)ω
)
, u−p =

( √
E −m (n · σ)ω′√

(E +m)ω′

)
. �����&�

#�� �
��
 �
������ ��
� �� 
�� ���	� �
	 �� �����	 
�

γ0 ≡ β =

(
1 0
0 −1

)
,γ =

(
0 σ

−σ 0

)
;

α =

(
0 σ
σ 0

)
,γ0γi = αi, γ0γ0 = I

�'
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ū
′
1γ

0u1ū
′
2γ

0u2 =
[(
E +mc2

)
ω

′†
1 ω1 +

(
E −mc2

)
ω

′†
1 ω1

] [(
E +mc2

)
ω

′†
2 ω2 +

(
E −mc2

)
ω

′†
2 ω2

]
=
(
2Eω

′†
1 ω1

)(
2Eω

′†
2 ω2

)
∝ E2 ∝ c4 �������

�� 	�� �	��� ����� 	�� ������ 	��
 ��	��
�� 	�� ��������� ����	����

ū
′
1γ

iu1ū
′
2γ

ku2 = 2
√
E2 −m2C4ω

′†
1 σi (n · σ)ω1

× 2
√
E2 −m2C4ω

′†
2 σk (n · σ)ω2 ∝

(
E2 −m2C4

)
= q2c2 ∝ c2 �������

����� 	�� ������ 	��
 �� �� ����� ������ �� 1/c2 ��
����� 	� 	�� 
��	 	��
� ��� �� ������

����	�	�	��� 	�� � ��������� �� ���	�� �������	��� ��	� �����!�� ��� ���"��� ����� 	�� 
��	#
����� ����� �
�	���� �� ��$� 	�� ���		����� �
���	��� ���		�� ��

Mfi = −2m1 · 2m2

(
w

′†
1 w1

)(
w

′†
2 w2

)
U (q) , �����%�

����� 	�� ����	���
U (q) = 4πe2/q2. �������

w
(0)
1 , w

(0)
2 ��������	 	�� ������ �
���	���� �� 	�� ���#����	�$��	�� ����� ��$��� ��� ����	���

U (q) �� 	�� &������ 	�������
�	��� �� 	�� '����
� ��	��	��� U (r) = e2/r�

����� �����	
��

�� �

� ������
 
� ���

(� ����	� 	�� ����)*+������ ��$� ����	��� �� 	�� ���� ���	���� �� φSch� ,	 ���-� 	�� ���������
�.��	���

H(0)φSch =
(
E −mc2

)
φSch, ������/�

����� 	�� �����-

E =
√

m2c4 + q2c2 = mc2
(
1 +

q2

m2c2

)1/2

= mc2 +
q2

2m
− q4

8m3c2
��������

�� 	�� 
��	 ����� �� 1/c2� 	�� 0�
��	����� ��� �� ���		�� ��

H(0) =
p2

2m
− p4

8m3c2
, p = −i∇, ������1�

,� ����� 	� ����$� 	�� ����#����	�$��	�� ����� �
�	���� ��� 
�- � ����� 	�� ���	 �����- mc2 �-
��	�������� � ��� ��$� ����	���

ψ = ψ
′
e−imc2t/� ������2�

����� 	�� 3���� �.��	��� �� 	��� ��� ��$� ����	��� 	���� ��	 	� ��((
i�

∂

∂t
+mc2

))
ψ

′
=
{
cα ·

(
p− e

c
A
)
+ βmc2 + eΦ

}
ψ

′
������!�

����	�	�	��� ψ
′
=

(
φ
χ

)
��	� 	��� �.��	���� �� ��$� � ����� �� �.��	����

(
i�

∂

∂t
− eΦ

)
φ = cσ ·

(
p− e

c
A
)
χ ������4�(

i�
∂

∂t
− eΦ + 2mc2

)
χ = cσ ·

(
p− e

c
A
)
φ ��������

��
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χ =
1

2mc
σ ·
(
p− e

c
A
)
φ. ��������

�� 	�� ���
� ��� 
������ 	� ��� �
��	� ��� ��  ������ ��

ρ = |φ|2 + |χ|2 = |φ|2 + �
2

4m2c2
|σ ·∇φ|2 ������!�

�� ��� 	���� ���
�  � ���  ���� ��� 
������ �� ����� 	� ���  ��� ������	� �	����
	�
��� �	 �
"���#$%
����� ������	� ρ = φ∗

SchφSch� &�����	���  � ����ˆ
φ∗
SchφSchd

3r =

ˆ [
φ∗φ+

�
2

4m2c2
(∇φ∗ · σ) (σ ·∇φ)

]
d3r

=

ˆ [
φ∗φ− �

2

8m2c2
(φ∗Δφ+ φΔφ∗)

]
d3r ��������

'	�
����� ��� � 	 ��
�����	�� 	� ��� 
������ ������!� ��
 ���������  � 	����� ��� ��(���	��

φSch =

(
1 +

p2

8m2c2

)
φ �����)*�

φ =

(
1− p2

8m2c2

)
φSch �����)��

�	 ��� ���� 	�
�� �� 1/c2.

�� ��� ���� ���
�  �  ��� �	  ���� ��� ���������� ��
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� �� ����� 	� ��� "���#$%
����� �
��	�
��
(���
� ω� +���� ������	�� �������� ��
 �����)*��  � ����	
��� ��� ���
��	� ��
(���
� u 	�
��� ���� 
�����(�

u =
√
2m

(
(1− p2/8m2c2)ω
(σ · p/2mc)ω

)
. �����))�

����� ����	 
� �
� ���
����
��

�� ��� 
�������	� 	� ���� ��������	��  �  �(( ���
 �	  	�,  ��� ��� -��(� ��������� �	 ����  �
���� 
������ �	�� �����( ��(���	��

(σ · a)σ = a+ iσ × a �����).�

σ (σ · a) = a+ ia× σ �����)/�

σiσk + σkσi = 2δik �����)0�

σiσk = iεiklσl + δik �����)1�

2�� �� (		, �� ��� �	((	 ��� ����

ū′
1γ

0u1 = u
′†
1 u1

= (2m1)

[(
1− p

′2
1 /8m

2c2
) (

1− p2/8m2c2
)
ω

′†
1 ω1

+
1

4m2
1c

2
ω

′†
1 σ

†·p′
1σ·p1ω1

]

= 2m1

(
1− p

′2
1 + p2

1

8m2
1c

2

)
ω

′†
1 ω1

+
1

2m1c2
ω

′†
1

(
σ·p′

1

)
(σ·p1)ω1 �����)��

�)
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(σ·p′
1) (σ·p1) = (σip

′
1i) (σkp1k)

= (δik + iεiklσl) p
′
1ip1k

= p′1ip1i + iεiklp
′
1ip1kσl

= p′
1 · p1 + iσ · p′

1 × p1 ��
�
���

��� ����	
� �� ��� ������ ��� ��� 
���	���� ��

u
′†
1 u1 = 2m1ω

′†
1

[
1− p

′2
1 + p2

1

8m2
1c

2

+
1

4m2
1c

2
(p′

1 · p1 + iσ · p′
1 × p1)

]
ω1

= 2m1ω
′†
1

[
1− q2

8m2
1c

2
+

iσ · p′
1 × p1

4m2
1c

2

]
ω1 ��
�
���

��� ����
������ �� ��� ����� �����
�� ���� ��� ��������� ����������

u
′
1γu1 = u

′†
1 αu1

= 2m1

((
1− p

′2
1

8m2
1c

2

)
ω

′†
1 , ω

′†
1 σ

†· p
′
1

2m1c

)
(

0 σ
σ 0

)(
(1− p2

1/8m
2
1c

2)ω1

(σ · p1/2m1c)ω1

)

= 2m1

((
ω

′†
1 σ · p′
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′2
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2
1c

2
)
ω

′†
1 σ
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(
(1− p2

1/8m
2
1c

2)ω1

(σ · p1/2m1c)ω1

)

=
1

c

[
ω

′†
1 σ · p′

1σ
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1− p2

1/8m
2
1c

2
)
ω1

+
(
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′2
1 /8m

2
1c

2
)
ω

′†
1 σσ · p1ω1

]

=
1

c
ω

′†
1 [σ (σ · p1) + (σ · p′

1)σ]ω1

=
1

c
ω

′†
1

[
p1kei (δik + iεiklσl) + p

′
1kei (δik + iεkilσl)

]
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=
1

c
ω

′†
1

[
p1 + i (p1 × σ) + p

′
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σ × p

′
1
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=
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c
ω

′†
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u
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1 αiu1
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c
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ū′
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ū′
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0u1
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ū′
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0u2
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D00

]
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1− q2

8m2
1c

2
+

iσ · q× p1

4m2
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2

]
ω1

× 2m2ω
′†
2

[
1− q2

8m2
2c

2
− iσ · q× p2

4m2
2c

2

]
ω2 ·
(
−4π

q2

)

= −2m12m2
4πe2

q2
ω

′†
1 ω

′†
2

[
1− q2

8m2
1c

2
+

iσ1 · q× p1

4m2
1c

2
]

]
[
1− q2

8m2
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2
− iσ2 · q× p2

4m2
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2
]
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ω1ω2

= −2m12m2
4πe2

q2
ω

′†
1 ω

′†
2
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1− q2

8m2
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2
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2
+
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2
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����� ��� 	

	��� � �

 � �� ��� ����	 ����	��� �������
� ��� ��	
��� ���� ��� ��� ���	
� ���
��� ����

 ���� �� ��� ����	��
� 	�

e2
[(
ū′
1γ

iu1

) (
ū′
2γ

ku2

)
Dik

]
=

e2

c2
ω

′†
1 [i (σ1 × q)i + 2p1i + qi]ω1

× ω
′†
2 [−i (σ2 × q)k + 2p1k − qk]ω2 · 4π

q2

(
δik − qiqk

q2

)

=
4πe2

q2c2
ω

′†
1 ω

′†
2 [i (σ1 × q)i + 2p1i + qi] · [−i (σ2 × q)k + 2p1k − qk]

×
(
δik − qiqk

q2

)
ω1ω2, ������!�

����� ��� ���
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[i (σ1 × q)i + 2p1i + qi] · [−i (σ2 × q)k + 2p1k − qk]

= [(σ1 × q)i (σ2 × q)k + 2ip2k (σ1 × q)i − 2ip1i (σ2 × q)k
− i (σ1 × q)i qk − i (σ2 × q)k qi + 4p1ip2k

− 2p1iqk + 2p2kqi − qiqk] ·
(
δik − qiqk

q2

)
, ������"�

��� ���� ���� δik 	
 ��� ���� ����� �� ����� �����	�
 �	��� �� ��� ������	
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(σ1 × q) · (σ2 × q) + 2ip2 · (σ1 × q)− 2ip1 · (σ2 × q)

+ 4p1 · p2 − 2p1 · q+ 2p2 · q− q2, ������$�

��� ����

 ���� − qiqk
q2 ��
��	�����

− 1

q2

[
4 (p1 · q) (p2 · q)− 2p1 · qq2 + 2p2 · qq2 − q4

]
. ������%�

&���	
	
� ����� ��� �#�����	�
�' �� ����	


(σ1 × q) · (σ2 × q) + 2ip2 · (σ1 × q)− 2ip1 · (σ2 × q)

+4p1 · p2 − 4 (p1 · q) (p2 · q) /q2, ������(�
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(σ1 × q) · (σ2 × q) = σ1iqjεijkek · σ2lqsεlsmem

= σ1iqjεijkεlskσ2lqs

= σ1iqjσ2lqs [δilδjs − δisδjl]

= (σ1 · σ2)q
2 − (σ1 · q) · (σ2 · q) , �����	�
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2ip2 · (σ1 × q)

= 2ip2iei · esσ1jqkεjks = 2ip2iσ1jqkεjki

= 2iσ1 · (q× p2) , �������
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2ip1 · (σ2 × q) = 2iσ2 · (q× p1) . �������
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Mfi = −2m1 · 2m2

(
ω
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1 ω
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2 U (p1,p2,q)ω1ω2

)
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U (p1,p2,q) = 4πe2
{

1

q2
− 1

8m2
1c

2
− 1

8m2
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2
+

(p1 · q) (p2 · q)
m1m2q4c2

− p1 · p2

m1m2q2c2
+
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4m2
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2q2
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2m1m2c2q2
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4m2
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+
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}
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e−iq·rU (r) d3x = U (q) , �������
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eiq·rU (p1,p2,q) d
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eiq·r

4πq
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= −i∇1
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=

ir
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. ������)


*��������� ��� ��� ��� "������ ��������� ��

f̂ (ν) =

ˆ ∞

−∞
f (x) e−iνxdx, ������+
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eiq·r
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d3q
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(2π)3

=
4πi

2

(
a · ∂
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(
b · ∂
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1
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d3q
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d3q
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eiqir

i

bj∂
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1

q2
dqj
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r
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j
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=
1
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1

r
. ������$�

%� ���� ����
 �� #��� ��#�#��� ���� ����� �� � δ (r) �� ���� �&!�������� %� ��
�� �� ������ ����
���#
 ��� �� ������� ��� �&!������� ���� ��� 
�������� �� �� "����
 ��� �� ���' �� ��� ��������


− (a ·∇) (b ·∇)
1

r
= −ak∂

kbi∂
i1

r
= −akbi∂

k∂i1

r
��������

�(



��� ������� �	 
�� �����

��� ���� 
�� �����
��� �	 r 	�� 
�� ������������ 
���
 ���

ˆ
∂i∂j

1

r
dΩ = 0 (for i �= j) . ��������

�����	��
� 
�� ������� ���� 
�� 
������ ����� ��� �� ���

�� �


ˆ
− (a ·∇) (b ·∇)
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+

4π

3
(a · b) δ (r)
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U (p1,p2,q)
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r
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i c

2
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i
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+
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+
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+
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∂ψ

∂t
= Hψ =
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α ·
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p− e

c
A
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+ βm+ eΦ

}
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β
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]
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+
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β
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, &'�(�))*

��� ��� ��� ���� 
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�

E ′
= β

(
θ2

2m
− θ4

8m3

)
+ E − 1

8m2
[θ, [θ, E ]]− i

8m2

[
θ, θ̇
]
. &'�(�)(*
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S
′
=

−iβ

2m
θ
′
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H
′
= βm+ E ′

+
β

2m

[
θ
′
, E ′
]
+

iβθ̇′

2m

= βm+ E ′
+ θ

′′
, ������$�


���� θ
′′
= β

2m

[
θ
′
, E ′]

+ iβθ̇′
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= −iβθ
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2m
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H
′′′
= βm+ E ′

= β

(
m+

θ2

2m
− θ4

8m3

)
+ E − 1

8m2
[θ, [θ, E ]]− i

8m2

[
θ, θ̇
]
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�"" ��#� ��� �����)� �	�� 	� ��� ������	���
 !���"�	����� &	
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�����
���� �� θ )���

α =

(
0 α
α 0

)
β =

(
1 0
0 −1

)
������-�

θ2 = [α · (p− eA)]2 =

(
0 σ · (p− eA)

σ · (p− eA) 0

)(
0 σ · (p− eA)

σ · (p− eA) 0

)

=

(
π2 − e�

c
σ ·B 0

0 π2 − e�
c
σ ·B

)
=

(
π2 − e

c
σ ·B 0
0 π2 − e

c
σ ·B

)
in natural units

������.�

!�����	���

θ4 =

( (
π2 − e

c
σ ·B)2 0

0
(
π2 − e

c
σ ·B)2

)

=

(
π4 − e

c
[π2,σ ·B]+ + e2

c2
(σ ·B)2 0

0 π4 − e
c
[π2,σ ·B]+ + e2

c2
(σ ·B)2

)
������/�

H
′′′
= βm+ E ′

= β

(
m+

π2

2m
− π4

8m3c2

)
− eσ ·B

2mc
+

e [π2,σ ·B]+
8m3c3

− e2 (σ ·B)2

8m3c4

+ E − 1

8m2
[θ, [θ, E ]]− i

8m2

[
θ, θ̇
]
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[θ, E ] = α · (p− eA) eΦ− eΦα · (p− eA)

= eα · (pΦ) ������1�
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iθ̇ = i
∂

∂t
α · (p− eA) ��������
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� ��� ����

 �� ������

1

8m2

(
[θ, E ] + iθ̇

)
=

e

8m2
(−iα ·∇Φ− iα ·A) =

ie

8m2
α · E

�� ��� 	��������� �� ��� ��
� �����������
 �� ���� �
�	 ��� �������� E = −∇Φ−A� ���
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[
θ,

ie

8m2
α · E

]
=

ie

8m2

[
α · p− e

c
α ·A,α · E

]
=

ie

8m2
[α · p,α · E] = e

8m2
∇ · E+

ie

8m2
σ · (∇× E) +

e

4m2
σ · (E× p)

 ���������
 ��� !" ����
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H
′′′
= β

(
m+

π2

2m
− π4

8m3c2

)
− eσ ·B

2mc
+

e [π2,σ ·B]+
8m3c3

− e2 (σ ·B)2

8m3c4
+ E

− e

8m2
∇ · E− ie

8m2
σ · (∇× E)− e

4m2
σ · (E× p)

= H
(
p− e

c
A
)
− e

mc
s ·B+

ie

4m2
s · (p× E− 2E× p) +

e

4m3c3
[
p2, s ·B]

+

− e2 (s ·B)2

2m3c4
− e2

4m3c4
(
[p,A]+ s ·B+H.c.

)
����� �� ���� �
�	 ��� ��������
[

π2,σ ·B]
+
=
[
p2,σ ·B]

+
− e

c

[
[p,A]+ ,σ ·B]

+

+
e2

c2
[
A2,σ ·B]

+
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DT =
1

k2a1 (k − q)2a2 (k + p′)2a3

=
1

B (a2, a3) k2a1

ˆ 1

0

dx
xa2−1 (1− x)a3−1[

x (k + p′)2 + (1− x) (k − q)2
]a2+a3

=
1

B (a2, a3)

ˆ 1

0

dx
xa2−1 (1− x)a3−1

k2a1 [k2 + 2xk · p′ − 2 (1− x) k · q]a2+a3

=
1

B (a2, a3)B (a2 + a3, a1)

ˆ 1

0

dx xa2−1 (1− x)a3−1

ˆ 1

0

dy ya2+a3−1 (1− y)a1−1

× 1

[k2 + 2k · (xyp′ − y (1− x) q)]a1+a2+a3

=
1

B (a2, a3)B (a2 + a3, a1)

ˆ 1

0

dx xa2−1 (1− x)a3−1

ˆ 1

0

dy ya2+a3−1 (1− y)a1−1

× 1

[K2 −Q2]a1+a2+a3
, ()*�)�)+

����� �� ��
� �������
��

K = k +Q = k + xyp
′ − y (1− x) q ()*�)�,+

Q2 = −y2x (1− x)M2 ()*�)�"+
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f (a1, a2, a3, a4) ≡ 1

B (a2, a3)B (a2 + a3, a1)

ˆ 1

0

dx xa2−1 (1− x)a3−1

ˆ 1

0

dy ya2+a3−1 (1− y)a1−1

× 1

[K2 −Q2]a4
, ��������

���� 
 ��
������ �� ���	 �������� �
� �� 
���

K2f (a1, a2, a3, a4) → f (a1, a2, a3, a4 − 1)

− y2x (1− x)M2f (a1, a2, a3, a4) . ��������

� �����
� ���� �� ��� ������
� �
� �� ���
���


xaybf (a1, a2, a3, a4)

=
1

B (a2, a3)B (a2 + a3, a1)

ˆ
dDK

(2π)D

ˆ 1

0

dx xa+a2−1 (1− x)a3−1

×
ˆ 1

0

dy yb+a2+a3−1 (1− y)a1−1 1

[K2 −Q2]a4

= i (−1)a4
1

B (a2, a3)B (a2 + a3, a1)

ˆ
dDK

(2π)D

ˆ 1

0

dx xa+a2−1 (1− x)a3−1

×
ˆ 1

0

dy yb+a2+a3−1 (1− y)a1−1 1

[K2 +Q2]a4

=
i (−1)a4

(4π)D/2

1

B (a2, a3)B (a2 + a3, a1)

ˆ 1

0

dx xa+a2−1 (1− x)a3−1

×
ˆ 1

0

dy yb+a2+a3−1 (1− y)a1−1

(
1

Q2

)a4−D/2

=
i (−1)−

D
2

(4π)D/2

1

B (a2, a3)B (a2 + a3, a1)
×

×
ˆ 1

0

dx xa+a2−1 (1− x)a3−1

ˆ 1

0

dy yb+a2+a3−1 (1− y)a1−1

(−1

Q2

)a4−D/2

��������

 � 
�
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	� 	��! ���
�	� Q2 ≤ 0� "	��� ��� ������
� ������


ˆ 1

0

xμ−1 (1− x)ν−1 dx = B (μ, ν) , ������#�

�� �
$ ����� ��� ������
� 
	

xaybf (a1, a2, a3, a4) =
i (−1)ε

(4π)D/2

(
1

M2

)a4−2(
1

M2

)ε
Γ (a1 + a2 + a3) Γ (a4 − 2 + ε)

Γ (a2) Γ (a3) Γ (a4)

B (a+ a2 − a4 + 2− ε, a3 − a4 + 2− ε)B (b+ a2 + a3 − 2a4 + 4− 2ε, a1) ������%�

&���� ��� '��
 ��������

B (μ, ν) =
Γ (μ) Γ (ν)

Γ (μ+ ν)
, ������(�
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DT =
1

k2a1 (k − q)2a2 (k + p′)2a3

=
1

B (a2, a3) k2a1

ˆ 1

0

dx
xa2−1 (1− x)a3−1[

x (k + p′)2 + (1− x) (k − q)2
]a2+a3

=
1

B (a2, a3)

ˆ 1

0

dx
xa2−1 (1− x)a3−1

k2a1 [k2 + 2xk · p′ − 2 (1− x) k · q]a2+a3

=
1

B (a2, a3)B (a2 + a3, a1)

ˆ 1

0

dx xa2−1 (1− x)a3−1

ˆ 1

0

dy ya2+a3−1 (1− y)a1−1

× 1

[k2 + 2k · (xyp′ − y (1− x) q)]a1+a2+a3

=
1

B (a2, a3)B (a2 + a3, a1)

ˆ 1

0

dx xa2−1 (1− x)a3−1

ˆ 1

0

dy ya2+a3−1 (1− y)a1−1

× 1

[K2 −Q2]a1+a2+a3
, ���������

�����

K = k +Q = k + xyp
′ − y (1− x) q ���������

Q2 = −y2x (1− x)M2 ���������
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f (a1, a2, a3, a4) ≡ 1

B (a2, a3)B (a2 + a3, a1)

ˆ 1

0

dx xa2−1 (1− x)a3−1

ˆ 1

0

dy ya2+a3−1 (1− y)a1−1

× 1

[K2 −Q2]a4
, ���������
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K2f (a1, a2, a3, a4) → f (a1, a2, a3, a4 − 1)

− y2x (1− x)M2f (a1, a2, a3, a4) . ���������
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xaybf (a1, a2, a3, a4)

=
1

B (a2, a3)B (a2 + a3, a1)

ˆ
dDK

(2π)D

ˆ 1

0

dx xa+a2−1 (1− x)a3−1

×
ˆ 1

0

dy yb+a2+a3−1 (1− y)a1−1 1

[K2 −Q2]a4

= i (−1)a4
1

B (a2, a3)B (a2 + a3, a1)

ˆ
dDK

(2π)D

ˆ 1

0

dx xa+a2−1 (1− x)a3−1

×
ˆ 1

0

dy yb+a2+a3−1 (1− y)a1−1 1

[K2 +Q2]a4

=
i (−1)a4

(4π)D/2

1

B (a2, a3)B (a2 + a3, a1)

ˆ 1

0

dx xa+a2−1 (1− x)a3−1

×
ˆ 1

0

dy yb+a2+a3−1 (1− y)a1−1

(
1

Q2

)a4−D/2

=
i (−1)−

D
2

(4π)D/2

1

B (a2, a3)B (a2 + a3, a1)

ˆ 1

0

dx xa+a2−1 (1− x)a3−1

×
ˆ 1

0

dy yb+a2+a3−1 (1− y)a1−1

(−1

Q2

)a4−D/2
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ˆ 1

0

xμ−1 (1− x)ν−1 dx = B (μ, ν) , ���������
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xaybf (a1, a2, a3, a4) =
i (−1)ε

(4π)D/2

(
1

M2

)a4−2(
1

M2

)ε
Γ (a1 + a2 + a3) Γ (a4 − 2 + ε)

Γ (a2) Γ (a3) Γ (a4)

B (a+ a2 − a4 + 2− ε, a3 − a4 + 2− ε)B (b+ a2 + a3 − 2a4 + 4− 2ε, a1) ���������
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	�

B (μ, ν) =
Γ (μ) Γ (ν)

Γ (μ+ ν)
, ���������
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1P
σ
1 /M

2
W

]
× [gαγ − Pα

2 P
γ
2 /M

2
W

]
×
[
(P3 +K2)ρ gβμ + (P1 −K2)β gμρ − (P3 + P1)μ gρβ

]

×
[
(P2 −K1)σ gγν + (P1 +K1)γ gνσ − (P2 + P1)ν gσγ
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√
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√
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√
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√
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